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INTRODUCCION A LA TEORIA ALGEBRAICA DE COBIGOS 

Osca r Bar-r iga B.* 

El ns tudio de códigos es una rama de la cie ncia de 

la i nformación y comunicació n, qu e utiliza r esul tado s de 

pos dive r sos de la matemática tales co mo á l ge br a l i n e al, ál -

gebra abs tracta, teo r ía de n úmeros, te oría co mbi natoria, pr~ 

babilidades , estadística , etc . Rep rese nta e n particular , para 
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cualquie r mate mático dedi c ado a alguno de esto s campos y orie~ 

tado a las ap l icaciones, una buena manera d e u s ar s u s co noci -

mientes ab s tractos e n el ''mundo r eal ''. 

La teoría de código s se apl i c a a s ituacio n e s qu e 

tienen el sig u ient e razgo co mún: Info rmaci ón p rovenien te de 

* Facultad de Cienc ias , Universidad de Chile. 
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un a fuente se transmite a través de un canal ruidoso a un re 

cepto r de información . (Co nvi e n e e nt e nd e r que •• ruido '' es 9! 

néri co d e perturbación . e . g . s i la información es visual, el 

ru ido p ue de se r alguna s u c iedad e n lo s anteOJos) · 

E j emplos de tales situaciones son co nv ersacio n es 

telefó ni cas , información almace nada e n un disco magnético 

qu e es alimentada a un comp u tador , el tel égrafo , la telev i -

s ión, e t c . Un ejemplo típico relativamente reciente es el 

que s igue: mu chos de noso tros he mos vi sto excele nte s imige -

nes to madas de Marte, Sa turno y otros planeta s por los " Ma r ! 

n er s '' , ' ' Voyagers ''. etc . Para tra n s mi tir tale s imágenes se ha 

disp u esto una fina malla so bre el objeto fotografiado y para 

cada c uadr adito de la mall a se ha medido el g rado de lu mino

sidad , d i g amos e n una esc ala de O a 63 . El número obte nido 

se ha escrito e n sistema bi nario, es de cir, cada cu adradi t o 

ha produ cido una hilera de seis O' s y L ' s . Los Q ' s y l os l ' s 

se tran s mi ten como dos señ ale s diferen tes al r eceptor en la 

ti e rra (Je t Propulsion Labo ratory of the California I n st itu 

t e of Tec hn ology in Pasade na) . Debid o al e f ecto de ruido tér 

mico s u cede ocasionalme nte que u n a se ña l transmitida co mo O 

es interpretada por el receptor co mo l y viceversa . S i los 

sé xtupl es de O ' s y l ' s menci onado s fu e r an transmitidos co mo 

t ales , e nt onces los errores co metido s por e l receptor ten -

dri a n gran efecto en las imágenes f i n ales . Para preve nir és

to. se introduce una asi l lamada re d un da n cia e n la se ñal,e s 

de cir , la sucesión transmitida co n siste de más informació n 

Que la n ecesaria . (Nótese q u e e s t e principio es familiar e n 

el lenguaje cotidiano : Un e rr or de impre s i ó n en una palab ra 

l arga es fác1lmcnte reco no c ible pue s la palabra cambia a otra 

mu y parec1da ) . La s sucesio n es más larga s de O ' s y l ' s que s o n 

r ealmente tran s m1t1das se llaman sie mpre palabra$ . De hecho, 

o n el c aso d el ~ar1ncr 1969 , l as palabra s c on s istían de 3 2 

s ím bolo s cada una . 
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Bastará por a hora e n tender que se ha diseñado un di! 

pos1t1vo q u e ca mb ia l as 64 informacio n es p os ibles ( séxtup les )' 

e n 64 posib le s clave s (pal abras clave , palabras codificada s , e~ 

deword) cada una de l a s cua le s es un 32-tu plo de 0 1 s y l ' s . Es

te dispos itivo s e llama codificador. La palabra codific ada 

transmiti da, el ruido d e l c anal i n trod u ce errores sumando módu-

lo 2 alg un a palabra al aza r y el recepto r tiene s u propi o dis

positivo decodificador que c am bia el 32-t u plo recibido, si n o 

e s una de la s palabras clave, en la pa labra cl ave más probab le , 

l o que interpreta co mo la lum inosidad del c uadradito corres pon 

dient e en s u malla. 

E l código al que hemo s hecho referencia t e nia la pr~ 

piedad de to mar la d ecisión co rr ecta toda vez q u e no má s de 7 

de lo s 32 símbolo s re cibidos fueran i n c orrec t os . 

Podemos ilu s tr a r la sit uació n d escrita así: 

CODIFICADOR CANAL 

a 
se aplica en S uma 

x = ( xl',. 'x32) 
Mensaje 

~) 
Palabra rec i b1da 

--t-> 
Clave 

e rrores 

OECOOIFICAOOR 

Dete rmina el e 

r =x+e más probable 

( 
Estimación 
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Tiene toda la razó n qu ie n objeta que la pos1b1lJdad 

de co rregir errores ha cobra do peaje: El tiempo de transm1s1ón 

n ecu s ario para la i magen del eje mplo es más de 5 veces el t1e ~ 

po q u e h abr ía tomado hacerlo si n la codificación de sc ri ta . Es

to n os da una primera idea de l inte r és e n co n s ruir y analiza r 

'' bueno s códigos '' . 

Para acer c arnos un poco má s tanto a la idea co mo al 

o rigen de La teo r ía de có digos, co n si derem os el experimento 

que S Jg ue : 

Es tamo s en una pie za en que alguien lanza una mo n e 

da t ve ces por minut o . La pieza es tá c on ectada a otra pieza 

p or una li n ea telegráfica . S upongamo s que a través de este ca

nal s e p u ede e n viar dos sí mb o lo s di sti n tos , di gam os O y l . El 

ca n a l es ruid oso y el efecto es qu e hay un a probabilidad p que 

un s ímbolo tran s m1t1do O ( re spec t i vamente 1) sea recibido co mo 

1 ( re:;.pectivam ente 0) 

o 

p + q = 1 

Canal Si métrico Binario 

S upongamo s además Que e l canal puede ma nejar 2t sí m 

bolo s por m1nuto y que podemos u sa rlo minuto s si el experl 
mo n to dura 
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Cad a vez qu e la moneda cae c ara tran s mitimo s O y ca

da v ez que ca o s ello tr a n s mi t i mo s l . Al final de l a tran sm1s1ó n 

el recep tor te nd r á una fra cc ión p de i nfor ma ció n in co rre cta . 

Si no t u viéramos la l imitació n de l tiempo , podr íamos 

obtener una pro babilidad de e rror tan pe queña co mo q u isiéramos 

fáci lm e nte : Se a N n atural impar, en l ugar de tran s mitimo s 

N ceros y e n l ug a r de L tra n s mitimos N u n os . Por eje mplo s i 

p = 0 . 001 , la probabilidad de error del decodif icado r es 

k N-k 
q p ( (0 , 07)N 

y para N ... esta prob abilidad tiende a o . 

La limitació n de tiempo es un p r o bl ema s e r io . No tie 

n e s entido e nviar cada símbolo dos veces en l ugar d e una , pues 

no se pod rá decodifica r razon ablemente . 

En la si tuación descrita, un teorema n o tabl e de e . E . 

S h annon mu est ra q u e se puede a~n obte n e r probabilidad de error 

tan pequeña co mo se qui era en el receptor . E l teo r e ma aparece 

en Shan non , e . E . : A mat hematical theory of c ommun ication , Bell 

Syst . Tec h . J. , 27 (1 9 48 ) 379-42 3 y 623 -656 , y co n e ste traba

j o se ini c ia la teoría de códigos . 

Sólo un a idea de la demo st ra ción se obtien e e n nu es 

tro c aso partic ular como sig ue: Tran s mitimos l o s r e s ul tado s de 

d os lan zamie n tos de la moneda como 
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c ara, cara - o O O O 

cara, sello---)-0 1 1 1 

sello, cara--;> l O O 1 

sello, sello-,¡. ! 1 1 O 

El decodificador usará el siguiente algor itm o com -

pleto: Si el cuádruple recibid0 n0 corresponde a una clave, s~ 

pondrá que e l cuarto sí mb0l0 es c0rrecto y que uno de 10s pri-

meros tres es incorrecto . C0mo la pr0babilidad de rec ib ir c0 -
4 

rrectamente una clave es q y la probabilidad de recibirla 

uno de los primeros tres lugares es 3pq 3 , la 

probabilidad de decodificar correctamente es q 4 3pq 3 , y bas 

ta que p < Yi para que q 4 + 3p(!J 3 > q 2 , ¡¡¡ue es la proba bi lidad de 

dec0 d i ficar correctamente si n o se usa el c0dig0 descrit 0 . El 

requ isit o s obr e el tiempo de u so del ca~al se ITTa respetado. 

Para mejorar nuevamente el resultado, transmitimos 

ahora tres lanzamientos de la moneda así: Si la infor maci 0 n eS 

el triple a=( a 1 ,a 2 ,a 3 l transmitim 0s el Sextuple (a _ ,. . .,a6 ) 

que a 4 = a 2 + a 3 , a 5 = a 1 + a 3 , a 6 = a 1 + a 2 (t0das las su

mas módulo 2). Hemo s construí00 así wn có0ig0 que consiste de 

0cho cla v es , cada de l 0 ngitwd § . La palabra rec ibid a es 

b =a+ e donde e= ( e 1 , e 2 , e 3 , e 4 , e 5 , e 6 ) es el ve ·ct0r 

de error . Se tiene 

e2+ e 3 + e4 b2+ b3+ º• sl ¡;.i ue s ª2 + ª3 + ª4 

el+ e 3 + es bl+ b3+ b 5 s2 pues ª1 
+ 

ª3 
+ ªs 

e + e2+ e6 bl+ b2+ b6 s3 pu es ª1 
+ ª2 + 

ª6 1 
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Como e l r ece ptor co n oce b , c onoce s 1 , s 2 , s 3 y de b e el e gi r e l 

ve c t o r de error más probabl e , e s d e c ir aqué l con el mínimo n~ 

mero d e l' s . S i (s 1 , s 2 , s 3 ) .J. (l , 1 , 1) la elecc i ón e s ún ic a, 

si ( s 1 , s 2 , s 3 l = ( 1,1,1) el re ce ptor debe elegir una de la s 

tres p o s ibilidades ( 1, 0,0,1,0,0), ( 0,1,0,0 , l , 0 ) , ( 0,0,1, 0 , 0 ,l) 

para e . 

Se ve así que si e tiene un so l o l, es decir si hay 

un error ento n ces se decodifica c orr ec tame n te . De los re s tan-

t es hay uno co n dos errore s que también se decodifica c orre c 

tamente . Así se tiene q u e la probabilidad es ahora 

q 6 6pq 5 + p 2 q 4 > q 4 + 3pq 3 tan pronto p < Yi . 

Tenemos ahora una idea de la importancia de la s de-

fini c iones q ue siguen : 

Si un código C cons is te de claves de largo n, en-

!~~~!~-~-==;~~=~;;~1~1=;;=!!;;;=!;=!;;;=;;=~;!~~;;~~~;=~;!=~~-
~.!~~ · 

E n el caso del Mariner 1969 la ta s a era e nt o n ce s 

, de acuerdo con la aseveración anterio r que la transmisión 
32 
toma b a más de 5 vece s con e l código que si n é l . 

Mencio n a mo s también qu e dicho c ódigo te ní a la p r o -

p i edad d e co rr egir hasta siete errore s e n u n a palabra r eci b i

da . La razón de ello es q u e dos claves de dicho código difi e -

re n a l menos 16 posiciones, de ma n era que la pa l abra re c i -

da co n menos de 8 errores se pa r ece a la c l ave c orrecta mu c ho 

más qu e a c ualqui era ot r a. 

~J-~~~~-~2~_22~-~~}~p]2¿_2~-~~~-~-]~~~-~~-2J¿}~~~J~ 

~!-~~!!!!!!!~.2-~~ 
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d(x,yl=líi l xi~yi, l.s_ i.s_nl l 
------------------------------------
Las explicaci0 n es a rote ri0res están t;iasadas en S0s 

su posici0mes: La primera es Ql!le dwrante la comuroic aci0rn, to-

das las claves son equi pro bables. La segunda 

eAtonces un vector de error com m1 err0res es men0s proba-

ble que uno COl'l e r rores . 

La s suposicio nes con0~cem a E¡ u e, rec ibiSa l!lna pa l ~ 

bra "y " t ra ta remos de enco ntrar l.!rna clave "x " tal E¡l!le El (x, y) 

sea miAimal . Es te principio se llama E~~~~!E!~-~!_!!~!1~~~~ 

maximal. 

Los código s desc ritos rnasta ahora son ejemplos Ge 

un a gran clase de códigos , ll ~maS0s ~~!!2~!-~!-~!!!~!! y E¡ Ue 

pode mos Sefinir formalme n te: Se tieme l!l m a lf abeto O E¡ ue cons 

ta de símbo l os disti n tos. Un ~6di@0 basado en este alfab~ 

to es un có digo de bl oq ues si la imformac i ón cod ificada se 

puede d i v idir en bloques de 

ser dec odificados in~epe nd ie mte m~mte . Los bloq~es s0m las cla 

ves y 

Las definici o nes anteriores se ge n e r alizan fáci lme~ 

te : Si x E Q n , y E Qn ento nc es l a d i stan cia d (x,y) de x 

es 

E l ~~~!?. d e xi: Qn 

vdx) =:d(x ,0 ) 

(do n de denota (0,. . .,0) y Ot Q es u n símbo l o especial) 
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Natural mente un cód igo C es subco njunt o pr o pio, 

me - vacío de Qm . S i !el = 1 el código se l lama t rivial. S i 

q = 2 el códig o es ~ n ~~~~~~-~~~!~~~' si q = 3 es un ~~~~~~ 

!!::~!::~~ , e te . 

La ~~~!~~~~~-~i~~~~ de un código mo tr ivial e es 

min { G (x,y ) ' ' e y e: C, X .J. y } 

min { W (X) 1 X e: C ' , o 

máx {min d (x, c ) C E: C} 1 X E Qn} 

Si BP (x) denota l a esfera de radio P y centro x, 

es decir {y e:O m l d (x,y ) < P} , res ulta c l ar 0 que la Gistan cia 

mí n ima del código e es el más grande p ta l ~u e las esfe ras 

Bp (el con e e: C so r.i disjuntas; en cambio e l radio de c u brimien 

to es el más pe~ueño P tal que Qn está conten ido en la 

unión de l as esferas Bp ( c ) 

coi n ciden el c 0d ig0 

e: C. Si estos d0 s números 

Si el c0d ig0 C es perfecto, c0 n distamc ia mínima 

2 e + 1, e nto mces pa ra cada x e: Qn hay un a c l ave IÍl nica e n 

di st an c ia menor 0 ig ual a de Se dic e que ~--~~~~~~!_! 

errores . 

Un sim~le cálcu l o muestra q u e un códig0 ~e rfec to C 

que cor rige , e errores s at is face la sigu iente ~!~~~~~~~--~! 

!~E!~~!!!~~!~!~-~!_!!!!~!!: 
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' i=O 

Teoría Algebrari.ca de CÓdigos 

n 
Q 

Finalment e, par a un c ódigo de bloqu es C con I Cl =M, 

co n e e on y di st ancia mínima d, se dice que se tie ne un 

( n , M,d) - códi go y (n,M,d ) se l laman lQS E~~~~~!~~~-Q!~-~i~~~~ 

c . 

remo s 

Ante s de co nt i nua r c0n más ideas generales com~ l et~ 

poco más los eje mplos . P a ra e llo se ne cesita lo q ue 

s ig u e : 

De finici ón : Una ma triz cu adrada de filas y co l u m-
----------
na s cu y0s ele mentos so n todos +l ó - 1 y tal que H. Ht n l 

ll ama mat riz de Hadamar d . ------------------
E j e mplo : (: _: ) 
Un b u en ejercicio para ~n p rimer curso de Algebra 

Lin eal es most r ar que !!_E~~~~~!~-~!-~~~~!~~!~-~!-~~~-~~!~~ -
~!~-~!-~~~~~~~~-!~-~~!~~~!~!!_~~~-~~!~~!-~!-~~~~~~~~~ Part ie~ 
d o e n to n ces co n H2 se puede co nse@ ~i r matr ices de Hadamard 

par a = poten c ia d e 2 . Para co n st ruir otras matr ices de 

Hadam a r d el metodo ma s con ocido se debe a R . E . A . C. Paley: 

Recordemos que, si Wq denota el cuerpo 

tos, el c arácter c ua drátic o de W l a f u nció n 

q ele me~ 

definida 
Q 

por ( ¡v alores co mple jos ! ) X(O) =O, X (x ) = l si 

c u adrado no -nu lo en F 
Q 

ni endo sij = X(ai - a j) 

s e llama ~~!~~~-~~-~~!~X 

y X (x) = -1 

para ªi ' aJ 

y sa tisface 

los otros c asos . 

W q, 1 a matriz S = ( 

Def i 

s . . 
'J 



S J JS = O 

s t = 
Q-1 

(-11-2- s 

O. Barriga 

donde es la matriz qu e consiste de elementos entera -

ment e . 

Si a partir de la matr iz de Paley S se construye 

la matriz de q + 1 f ilas y columnas 

(~l 
-1 

- 1 

s 

1 . ... . . . 

la matriz e matriz de co nfer e ncia 

O e n la diagonal, +l o -1 fuera de ella y 

( es dec ir , tiene 

ce t = ( n - 1 1 I 

En caso qu e q : 3 ( mod 4 ) se puede co n sidera r 

H = I + C la c ual, gracias a que Ct = -C -1 n o es 

cuadrado en lF q , resulta ser un a matriz de Hadamard. 

Tomando q = 11, por ejemplo , se obtie n e un a matriz 

de Hadamard de 12 filas y columnas. 

Es fácil probar que si Hn es un a matriz d e Ha dama r d 

de filas y col umn as, entonces es un m~ ltiplo de 4 . 

Ha sta 1978 no se conocía una matriz de Hadamard de orden 268, 

ni se sabí a c uántas hay de orden 24 . 

4 7 
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El c ódig o desc rito para e l Mari n er 1969 es có di -

g o e n bloQue s construído a partir de H32 llamado código d e H~ 

ctamard : E n Hn -H n s e r ee mplaza cada -1 p or O, s e tiene 
n 

a s í 2 n fil a s tju e s on p alabras e n F 2 . Como dos filas c u ale~ 

quiera d e Hn difieren en la mitad de las posic ion es , este 

es un códi llJ O con parámetros (n,2n,}in}, o bien ( 32,64,16) en 

el c aso de s cri to. Todos los detalles pueden ser recuperado s 

a h ora por el lector más interesado . E n 1972, el Ma rin er 9 

tr a nsmit ió ex c elentes foto grafía s de l Gran Cañón de Marte ut~ 

! i za n do el código de Reed-Mul l er ll a mado 1R (1,5) . E n la cons 

t r ucción de éste código el pa pe l prin cip a l lo j u e ga el s igu 1 92 

te, her moso teorema de Luc a s (1878). 

Teorema : Sea primo y l a s 

representaciones de n y k en base p . Entonces 

En este punto pre tendemos ~aber a cumu l ado evide n cia 

s u f i ciente para justificar el dese o de construir códigos con 

~!~~~~-!~!~~~!~~~-~!~~~~~~~~· Una primera maner a de lograr lo 

es el i ~iendo O = ~q' el cuerpo c~n q e l ementos como alfab e to 

( q = p , primo ) . Ent o nces O es u n espacio vectoria l de 

dimen s ión n, que s e acostumbra denotar por ffi(n) o simpleme~ 
te ffi e n t eo rí a d e c ódigos . Pode mos defi n ir ahora: ~~-~~~~

~~-!~~~~!--~--!~-~~-~~~~~~~~~~-~~-~~:~ . Si tiene dimen -

sión e n ton c es es un [ n ,k ] - cód i go y si la distan ci a 

mínima es d , es un [ n,k,d) - cód ig o . Nótese q ue en la nota -

c ió n a nt erior es un (n, q k,d) - código . 

para e l cód i go li n ea l e 
es u na matriz de k fil a s y n c olumna s , c u y a s fi l as son un a 

base de l s u bespacio C . 
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Es c laro qu e e l códi g o C se rec up e r a a partir d e G 

como C = ~ aG 1 aEOk. >t 

G t i en e !~!:.~~-!!~~~~!:.~ s i G = ( I k P ) , en b 1 oque s 

dond e Ik es la matriz identidad. En ta l caso, l o s primero s 

k símbo los son símbolos de info rmación y los r es tantes, llam~ 

do s ~~!~~!~~-~!_E~::~~~~· están determinados por una clave . 

Es claro que, en cuant o a c apac idad de co rregir e rr~ 

rres, dos códigos c 1 y c 2 so n igualmente buen os si c 2 se ob -

tiene de c 1 aplicando una pe rmutació n fija a los s ímbolo s de 

las pal abras e n c 1 . Ta les códigos se llama n equi valent es y el 

álgebra lineal elemental nos dice ahora q u e todo código lineal 

es equiv alente a uno cuya mat ri z g ener adora ten ga forma stan-

dard. 

Sa bemos que si la di st an cia mínima es 2e + 1 e n ton -

ce s C co rrige h asta errore s . Si ell a es 2e e nton ces ~! -

tecta e errores . 

En general, para cal c ular la d is tancia mínima se de 

be chequ ear (~) pares de cl a ves ; pero si el códi go es lin eal, 

el traba jo es menor: 

.!!~!:.!:~~: Para 

al pe s o mí nim o . 

código lineal, la dista ncia mí n ima es igual 

Para demostrarlo ba s ta observa r qu e 

d (X, y) d (x-y,0) = w(x- y) y que si x,y cC e nt o n ces x-y e C . 

De no tand o por <,> e l producto punto us u al , se puede 

a s ocia r a c ada cód ig o C código dual C~ me di ante 
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e 

Teoría Alget::iraica c::!e Códig:is 

{ y E JR (n) 1 < X' Y> V X E C } 

N0tese que is te no es necesari~mente un '' co mplemen-

to " 01"togonal en el sentido usual para espacios ve cto riales 

SO br'e lR ya que, sobre JFq' C Y C..L pueden tener interseC-

ción tr ivial, e incluso coincidir . El código aut0 -

dual e = c.i. 

Nuevament e el álgeS r a limeal cle m e~tal muestra Q~e 

1.rn ( n,k] - có digo er.it0nces C.L es un ( n , n-k] -c0c::!i 

go . 

Si la ma t r iz generadora c::!e C es en forma standarc::! 

( IkP) entonces la matriz H = ( -pt!ri - k) estgeneradora de CJ.., 
p~ es tieme el rang o y tamaño c0rrect0 y GH = O con lo cual 

cada fila de G o rtogo n al a cac::!a fila c::!e H , i.e . 

x E C<;...> xH t = O 

Por esta razón H se llama la matr-iz Qe chequeo de paridad de C. 

Para cada x ElK{n) tiene sentido entonces llamar a xHtel síndro-

me de x . 

Para cada x E 1R (n l tiene sentido entonces llamar a 

s~ tiene así que e l s índrome de una clave. es O. ComoC es un subespacio 

de lR nl, el espacio lR ( n) se partici0na en clases laterales 

de R n) 
Nótese que x,y pertenecen a la misma c lase lateral 

sí y so lamente sí x - y EC, 10 que eEJuivale a ( x - y) Ht=O 

Y esto ocurr e sí y sol amente sí xHt = yHt; i . e . x,y pertene -

cen a la mi s ma clase l ateral sí y s0lamente s í tie n e n el mi s -

mo sí ndrome. Si re c ibe entonces la palabra x = c + e , co n 

ve ctor de error e, es cl aro que el sínd rom e de x y e l de e 

so n el mi s mo. De acuerdo al principio de semejanza maximal, 

se debe en tonces enco n t rar un vector de peso míni mo e n la 
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c la se l a t e ral de x . Tal ve c tor se ll ama ~!~!~~-~i~!~ d e s u 

cla s e l a t e ral (coset lead e r) . 

51 

Vea mo s co mo fun ciona é s to en la práctica , r ecord a n

do el Último código descrito para el expe r imento de lanzar la 

moneda: La información es un triple bina r io , se transmiten 

séxtuples y co mo los Úl timos tres símbolos son e xpr esio n e s li 

neale s en los tres pr imeros, el c ódigo es clarame n te lineal y 

s u matriz g e n e ra do ra (recordand o a 4 = a 2 + a 3 , etc . ) 

=G 

o 

D G o 

<: 
o D pu es H o t 

P y n - k = k 
-p 

S i se recibe b -( b 1 ,b 2 , .. . , b 6 ), se calcula 

b Ht = ( b 2 + b 3 + b4 , b l + b 3 + b 5 , b 1 + b 2 +b 6 l · 

Es t e es el sí ndrome, conocido al receptor. S u pongamos por 

ej emplo que el síndrome es ( 1,0,ll. S e r esuelve ento n ce s e l 

sistema 

'2 + '3 + '4 

'1 + '3 + 's o 

'1 + ' 2 + '6 = l 
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La variedad de s0 luci0 raes es (0, 1 , 0,0 , 0,0) + 

+ ( l,l,l ,0,0, 0) , ( 1,1,0,1,l , 0), (0,l,0,1,0,l ) y se vé qu e 

e l ú nic o vec tor lí der posib le es 0,1,0,0,0, 0l . Se decod~ 

fica e n to nces x = (b 1 ,b 2 + l,ti 3 ,b 4 ,b 5 ,b 6 l . Un buen eje rci

cio de álgeb ra lineal es demostrar que para tod o síndrome 

hay u n único vector líder positl1e, salv0 para (l ,1,1) para 

el c ual hay tres vecto res li deres ~ 10sibles. 

Res ult a co nveniente, a veces, agregar un símbolo e~ 

tra a cada palabr a de acuerdo a alguna regla bien estatllecida . 

La man era má s u s ual de hacerlo, para UR código C de longitud 

n sobre el alfabeto lfq' 

med iante 

n+l 
(c 1 , . .. ,c 11 le:C, [ ci = O ) 

i=l 

S i C ten ía matriz generad0ra G y mat riz de che -

queo de paridad e nt o n ces tie n e mat riz generadora G 
y matr iz de c heq ueo de par idad H d 0nde G se obtiene agrega~ 

gando una columna de maner a ~ ue la s~ma de columnas de G sea 

O y d0 n de 

H !) 
En caso que C se a U8 eédigo binario con dist anc ia 

m í n i ma entonces, si es impar, la distancia mí n ima d e 

e es d + l ya que todos los pesos y di stan cias para ~ so n p~ 
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S i G es la matri z g ener"adora de un [ n,k ] - código 

e SO br"e 1F q, dic e que C es u n código p royecti vo cuand o dos 

columna s c ualesquie r a de C so n siemp r e linea l mente ind epe n

diente s , es decir cuand o las columna s d e G r epre s e n ta n pun -

tos distintos de PG(k - l,q) . 

k 
Sea n = <:¡_ __ ::_.!; E l [ n,n - k] - có di go de Ha mm i n g so -

q -

b r e ~q es un código para e l c u al la ma t riz de cheq u eo de p a

ridad tie n e co lu mnas li neal me n t e independiente a pa r es, i . e . 

la s co l u mn as so n con j unto maximal lineal mente in depe n diente 

a pares. Sea C un [ n ,n - k ) - código de Ha mm ing. Si c € C y 

vecto r de e rror de pe s o 1 

C+e es ( c+e)Ht=cHt+eHt 

u n múltiplo de fila de Ht, 

entonces el sínd r o me de 

eH t = ( O , .. ., O, 0, ... , 0) Ht 

es decir u n múltiplo de una 

columna de que determina clar amen t e la co lumn a de H p ri-

mer o y e n seg u ida. Así C corrig e un erro r. En consecuencia 

la di st a n c ia mí n ima de C es al me n os 3 . Por ot r a parte, una 

e s f e ra de radio 1 alrede~or de c c. C co n tie n e 

1 + ( q -l ) n = l + q-1) ~-=!- = qk palab r as y como q k lCI = qk.qn-k 
q - l 

qn resulta q u e C es perfecto y la dis t an ci a mí n ima es ex ac

tamente 3 (si fuera ma yor, las esfe r a s de radio 1 no podrían 

c u br ir todo e l espac i o). 

Como a veces no bas ta co no cer la di st a n cia mí n ima 

s ino que s e necesita saber más de todas la s di stancia s po si -

ble s , se int r oduce los n úm e ros 

La s ucesió n 

~-y la fun ció n gene r atriz 
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i=O 

A i 
· ' l 

E n 1963, F . J . Mac William s demostró la hermo sa , e 

importante r e l ación si guie n te e ntr e e l enumerados de pesos 

A{z) de l código lineal C co n parám et ro s [ n,k ] sob r e JFq y 

el e num e r ador B(z) de s u códi go dual C..J.. 

l ------------
l+ ( q - l) z 

Po ste rio r me nte J .H. Van Lint h a e n co ntrado una de -

mo s tración relativamente s imple de este h ec h o, que se puede 

e n co ntrar e n la bibliog rafía . 

Un se gundo tipo de e j e mplo s d e códigos lineales 

obtie n e sigue : 

Un código C 

Cn-l) E C ->(C0 _ 1 , c 0 , •• , , c 0 _ 2 ) E C 

La h er ramienta algebraica e s ahora el anillo c uo -

cie n te del anillo de poli nomio ~ :rrq [x ] por el id eal p rin ci

pal ( x 0 
- 1) . Considerados co mo grupo s aditivos, hay un i s ~ 

morf is mo evidente e ntre .IF~ y JFQ [ x ]/ ( Xn - ll con la venta 

ja q~e el segundo tiene est ru ctu r a multipli cativa . El h e 

c h o i mportante aquí es el si g u ie n te : 

Un código linea l e n F~ es cíclico sí y sola -

me n te sí (baJO la identificació n dada), C es un ideal en 

JFq [xJ; (x" - ll . 
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La Aritmética encue n tr"a ah o ra una aplicación en te~ 

ría de códigos co mo s igue: Sea 

el a lfabeto de tal manera que sea 

primo impar y sea lfq 

residuo c~adr"ático 

m0dt:Jlo y sea a ~m a r"aÍz primiti va de la unidad e n alguna 

extensión de lF • Sean 
q 

R0 {i 2 (mod n) 1 iElFn ' i -J. O} 

que 

* lF 

" 
R 

o 

J[ (X-or),g 1 (X) 
rE R0 

Res ul ta q1o1e g 0 g 1 tienen coeficie n tes en lF 
q 

y 

Los p0limomios g 0 (X) y (X - l)gI (X ) gemera n id ea

les de 1F q [x ] que definen 10s códigos llamados ~~~~..@.~~-~~-~~~~-
duos cu adrátic0s. 

bre :IF 3 

k = 2, 

Para terminar con un ejemplo simple cons truyamos so 

{O,l,2} un c0digo de Hamming con 

- l 3 - l 

Para ello hay que escrib i r u na matr iz de dos f ilas y cuatro 

columnas linealmente independientes a pa r es , pa ra 10 cual bas 

ta escribi r todas las columnas cuyo prime r e l emento no nu lo 

es 1: 
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Esta matriz , de c hequ eo d e paridad, tiene la forma (I 2 P l · E n 

consecuencia la matriz g e n e radora, G ( _ p tr 2 l e s d e c ir 

G 

o 

El c ódigo e s e ntonces { xGI x e IF~} y podemos es -

cribir explícitamen te : 

lo, O i G o' o' o ' o) 

lo ,1 IG 2 ' 1 ' o' 11 

IO, 2 1 G 1. 2 'o 1 2) 

11, O IG 2' 2' 1'o1 

1 l, l IG 1 , o ' 1 , 11 

11, 2 1 G o' 1' l '2 1 

12 , O IG 1 ' 1'2'o1 

12, 11 G o' 2 '2' 1 1 

12, 2 1 G = 1 2 'o' 2 '2 1 

S e pu ~ de v er ahora a simple vis t a q u e la distan -

c ia mínima es 3 y qu e C corrige un erro r , e . g . d ándos e un 

cuádrupl e c u a l q u ier a y en contrando en la l ista un c uá d rupl e 

a di st an c i a a lo má s 1 del dado . 

To dos l os tóp i c os ape n as visua liz a~os a qu í, 

c u ent r an en el e xce l e nt e lib r o Se J. H . Van L in t , I n t r o du c ti on 

to Co ding Th eo r y (Springe r-Verlag, Grad u a te Tex t s i n Mathema

tics 66 ( 1982)) . Para una lec tura más co mpleta es reco me nda -

b l e ad e más el de F . J . Mac Wi l l i am s y N . J . A . S loan e , Th e Th eo

r y o f error- c..:: rr ec ting Codes ( No rth Holland Ma th e ma tic al L i -

b rary 1 6 19 7 8)) . 


