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CREAC I ON POR BIFURCACIO NES DE CICLO LIMIT ES S EMI - EST ABL E 

EN EL PLANO 

J or ge Billeke Gonzále z * 

L . - lNTRODUCCION : 

l . 1 . - Es a mpl i~ m e n te co n ocida en la lite r at ur a de la matemáti 

c a la bi fur cac i ó n d e An d r o n o w-Ho p f, ve r p o r e j e mpl o [l), [2] , 

e sta co nsiste e n la c r eació n de un c i c l o l í mi te es ta ble a pa ~ 

t i r d~ la bi f urcac i ó n d e un f oco n o h ip e r bólico . A! l í s e c on

s i de ra la s ig u ie nt e f a milia a 1- p arámet r o de ca mp os ve c t o ri~ 

l es en IR 2 

c uyo d iagr~ma de bif ur caci ó n e s : 

• Depar t amento Mat emática , Pon tific i a Uni ve r s idad Cató l i c a de Chil e , Sede 
Regional Talcahuano . 
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El ciclo limite en el plano es S~ = ({x,ylEJR 2 1x 2 +y 2
=(

2 } 

1 . 2 .- Co n sideremos ahora 

tor iale s e n JR 2 dada po r 

«<•»· {: 

l a fa milia a 1-paráme t 1·0 

las ecuacione s : 

2y + 2 "( ¡, 2 
+ 

2 2 
y - < 

-2 , + 2 Y< [' 
2 

+ 
2 ,2 y -

de campos vec 

J 2 

¡2 

En ~l capít ulo s iguieAte dem os trar e mos que e l d i agr~ 

ma de bifurcación es e l sig u ie n te 
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2 . - CONSTRUCC ION DEL EJEMPLO: 

2 .1.- To me mos la familia a 1- p ~ rimetro de cam po c vector iales 

dad ;~ L.2. X 0 (x,y) = ( 2y, - ?.x ) es un c ampo v ect or ial lineal y 

e l orige n es una singul; r id ad tipo ce ntro cu y a s órbitas t ie -

ne n período n 

TEOREMA 

Para ( >o , x( ( x , y) tiene a S ~ c o mo úni co ciclo lí

mite y este es semi-estable. Atracto r e n su inte r ior y repul

sor en e l exte rior y e l origen e s un foco h ipe rb ólico re pul -

sor . 

Para ( <0 la situación es l a invers a, es decir 

(, < o (, o o (, ' o 
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2 . 2 . - Q~~2~!~~~!~~ 
Sea y la curva ce rrada e n el plano dada P " · la ecu~ 

ció n f(J:,y) = x2 + y 2 - f. 2 O. fes de C(I) y no tiene P '•nto s 

c ríticos s~ br e y y además 

1*1 

Usando las éc ni cas dada s po r R . Svt: rdl ov e e n [ 3 J 

veamo s algunas conside ra cio n es generales par a que un cm - ca~ 

po vectorial en el plano X= (P ( x,yl , Q (x, yl ) so l o te nga a y 

e.o rn o ciclo limite donde 'Y = f- 1 (0) con f un poli nomio real en 

(x,y ) co n La propiedad(•~) dada más a r riba . 

Como y debe se r un co njun to i n varia n te por e l flujo 

d e b e mo s tener : 

~ f 1 ,¡ t ) , y( t)) 

dt 

< G r ad f , X > 

< Grad f , (i, .Yl > 

Es a ~!tima ig uald ct d ocurre pues se está sob re una 

cu rv a de n1vel de f . 

2 . 3 . - LEMA 1 

< Grad f , X> : O e n f - 1 ( 0) si y sólo 

e ione s A , B 1 . a2 lR 2 .. lR co n A i O tal q u e : 

P:A-ªf. ... e 
l 

ay 
Q - A 

s1 existe n f un 
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PRUEBA 

Considere mos el camp o de vecto re s V = (grad f) i , 

luego sob r e Y se t ::. ene X= A(x , yl V ( x,y l , entonces 

X= AV+ Bf con B = ( 8 1 , e 2 > a r bitrar i a 

es d or: ci r (P,Q l 

2 .4.- LEMA 2 

A I a f 
a Y 

29 

Si df tie n e si gn o constante en cada co mpone n te de ~2 -r 
dt 

(~obre la s Ór bitas) ~ nt o n ces Y es u n c i c lo límite . 

P~UEBA 

Como f no tiene punto s c rí ticos sobre y i mpli ca que 

ce r o es un valor regul ar para f entonces l as cu rv as d ¿ n ivel 

de f pa ra 6 !: ( -' ,E; l, ( 'pequeño } so n c urva s ce rrada s ani -

11 a ndo a Y . 

S i po r e jempl o df x(t), y( tl) >O co n (x(t) , y(t)) 

s olució n que por t = O pasgtpor ( x 0 , y 0 ) !: Interio r de Y, e n

tonce s 

li m f(x(t), y(t)) O 

t ... + 00 
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En nu est r o ejemplo : 

~! ( X ' y) 

dt 

Volvamos al cas o gener a l: Ve am os que 1! ti e n e s i~ 

no c o n s t a n te fuera de Y . 

~!: = ( G r ad f ,X > = r<e, H 
+ 6 2 1! 

d t ;x ay 

B ' .!! 
ª2 = B ' 'f B ' 8 ' > o To ma n do e, , 2 

e~ .. n 
1 2 .. ay 

Tene mo s B 
1 e; (~~ ) 2 

+ ª2 (~~r q u e t i e n e s i 1 

n o c on s ta n te . 

Sin perder ge n e r a lidad to m e mo~ 81 B' 
2 

G y A: 

t:· n to n ces 

X = I P, O l = (-~ + fG _a[ , .J! + f G _!!:_) 
ax ax ay 

es u n c a mp o de vecto re s q u e tie n e a y c o mo único ciclo lími te . 

2 . 5 . - LEMA 3 

S,i G c ambia de si gno a l c r uza r y e n to n ces y es u n 

ciclo se mi-e stable . 

f y G an1bo s c amb i a n de si gno al cruz ar Y po r lo tan -

to 
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df =< gra d f, 
dt 

1 p ,Q)> ( af )2 
= fG ( ~= ( af )2 

+ ~~ J 

tiene el mi s mo sign o fu e r a de Y . 

F i nalm e nte en nu estro ejemp l o tenemo s : 

).r• qu e nos 

ub icado e n 

mu est r a q u e Y 
1 

s <. 
f - 1 (0) es 

3 . - OBSE RVACIONES Y PROBLEMAS 

(X, y) 

un c ic l o se mi - e s t able 

3 .1 . R . Sve r d l o v e en [ 3] hace un a n áli s is de l si guiente tipo: 

Dada un~ co lecció n de curv a s ce rradas si mpl es disjuntas en el 

pl an o Y
1 

dadas po r ecuac i o n es f (x,y) = O,f¡ E C"'. f i n o tie

n en puntos críticos so b r e Y y f e s posit i va en e l exte r ior 
i ¡ 

de Y y negati va e n el i n terio r de Y . El encuent r a f un c io -

ne s P(x,y), Q(x ,y ) ta l es l a ecuación dife r encial . 

{: 
S ólo t iene a lo s Y como ciclos límit es . Ade má s media n t e ele c 

i 
c l ones adec uada s de f y A , B1 , a 2 en e l lema 1 es to s cic l os 

lim ites p ueden se r de carácte r estable. {atracto r o repul so r ) 

y St:mi -estables . 

3 . 2 . Obse rve mos qu e en el e je mpl o dado e n e l capí tulo 2, la 

d e r ivada de la t r ansfo r maci ó n de Poinca ré e s un o, es decir 

31 
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Un proble ma intere s ante es encontra r un ca mp o de v ect o re s po

l i n o m i~Les de grado k que te ng a un úni co cic l o límite n o h t 

~ - rból1 c o y tal qu e las de rivada s de la transformación d e 

Poin ca ré ha sta el orden n -1 , n i mpar s ea nula y la de orden n 

se a no n ul a . Luego hiperbol izar e s te c iclo límite dentro d ~ 

lo s ca mpos pol1ntlm1ales de grado k . ( E ~'e p r ob lema fue pro -

pue sto por V . Gui~ez) . 

3 . 3 . Otro p r oblema es c rear po~ bifur cacio n es ciclos limites 

se mi-es tables e n el p lano pe r o de grad o <5 (el nue st ro es de 

g r acia 5 ) . 

3 . 4 . Dado X 0 (x , y) = ( - y ,x) ce ntro en el pla no . ¿Es posible 

~ n co r'1 l:rar un a perturbació n XC (x,y) = X 0 (x , yl ~ f {l; , x, b) 

t a l qi . .11: f( O ,x, y) =O, f (C , K,y) sea un polinom:..o de grado 2 

e n ( x , y ) y X¡;(x , y) tenga un Único cic l o límite semi -e st able 

~n e l pl a n o? 

( E s te problema fu e prop u esto por R. Bamon) 

[l] J . Billeke - R. Bamo n 

[ 2] M . Saavedra 

'' Cl asi fi c a ció n d e singular i dade s 

de ca mpo s vectoriales el pla-

no. Par te I " 

Co n t ribu cio n es C . y Tec . Nº55 

(198 2 ), 1 7-50 

"Bifur cacione s Genéricas de Ca m 

pos Vectoriales " 

Tesis de Mag1ster . u . de Concep

c.ió n 1985 . 



{ 3) R . Svc rdlove 

J . Billel<e 

''In ve r se prob l e ms f o r Dy na mi cal 

S ystem s" 

Jou r nal of D1 ff . Eq . Vo l 4 2 Nº l 

(1901). 72 - 105 . 
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