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O. - [NTRODUCCION: 

S ea 1 B, 11 11) un espacio de Banach, ( L ( BI , 11 111 el álge -

b r a de la s aplicaciones lineales c ontinuas de B en si mi s mo, 

íl un a b ierto e n (B, 11 11 l y F : íl ... B un operador fuertemente 

deriv able en todo pu n to de íl . La identidad en Bes I, dado 

x t íl , F ' (xl es la derivada fuert e de F en x y n r(x) es la 

bo l a abi erta en (B, 11 11 l con c entro x E B y radio r > O. 

Fo rmalmente, el Método de New t on aplicado a r e solver 

e l p r o blema 

( P ) Hallar x* c n tal qu e F (x *) = O 
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con s i s te en ge n e rar la s uces ión 

(S ) 

' ' n o 

l o c ual es posible si F'(xk ) es 

c ada k EJN . 

Wétodo de NeNton 

aplicación 1 ine a l no singular para 

El siguie n te teorema da cond iciones s u ficientes sobre e l comporta -

mi ento local de F en tor n o a x* pa ra aseg u rar la co n verg en -

c i a de l a s u cesión (S) a x* . 

Teore ma 

Si exis te x * solu c ión de (Pl y se verifica 

H1 ) F ' (x 1~) n o singular y F ' (x 1~ )- 1 e: L (B) 

H2 ) x e:íl ... F' (x ) E L ( 8 ) co n tinua 

e n tonces VE ~Jo, 1 ( 3 O> O t q la s u cesión ( S ) ver ifi c a 

ll'k - <*11 "- /1 1'0 - "' 11 

s iemp re que x 0 E Q (x*) 

La demostració n puede hac e r se est u diando e l operador 

A (x ) = x - F ' (x ) - 1 (F ( x ) ) 

defi n ido e n un a v e c in d ad de x>'<. Se verifica que A ' (x*l O y 

ello p e rm ite arg u menta r con el Teor e ma de l Punt o Fi j o d e Ba-
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Aach. Debe temer se c uen ta q ue 

F(x \'r) = Q <=> A(x * ) x* . 

L0s detalles se encue r.i tran en [3] . 

ll El re0rema de Ka mt0r0vich. ------------- -------------

F ' X E f1 r ~X Q ) ---> F ' ( X ) E l ( 8 ) 

sat i sfac::e Elesiglllal e ae d e L ipschitz c 0 A c:: o n star.ite t y q lll e 

F' (x 0 l es l!J n h0me 0 m.0 rfism0 . S i existe rn c 0 ns ta rn tes do y r 0 ta 

l es que 

d0 nde a = 

"o r > 

ent o n ces la SlllCesiéA (S ) está bien Elefin id a y c0r.ive r@ e a u n a 

solución x* de (p). Además 



iVétod0 de Newton 

co n 
d 0 - t(a+r 0 ) 

----------
l ro 

La de mostración p uede hallarse en [ 2 ] , donde se introdu -

intere sante noció n de tasa cl e convergencia. 

2l ~E.!~~~~i.~~ 
Sea L un operador li n ea l cerrado d e nsamente definid o 

un su be spac i o O de 8 y co n i nv erso T continuo en 8. Se a N 

operador fuertemen te derivable en B y con der ivada fuerte N ' 

l ipschitzian a en c ada bo la abie r ta de B . 

Supone mo s que N es estrictamerate ra 0 line a l en el se n tido de te

ner par te afín nula. Equ ivale n temente, sup0 n e mos que N veri fica 

(2 • 1 I N (O I = O cB N' (o 1 = Oc L (B 1 . 

Sea g un ele mento d a d o e n 8. 

Co n sider amos el p roblema 

( P ll Hal lar x*EO tal que L(x*)+N(x*)+g O . 

Pu esto que L no e s n ecesariame n t e co n t inuo ref0 r mu l am os 

(Pl) 

( P2) Ha ll ar x*EB tal que x*+T(N(x*))+T(g) =o 
que c orresponde al proble ma (P) co n e l operador F :a ->s defi 

nido p or 

F(,) = .+T(N(<) )+T(g) V x t B 

Este operador es fuertement e deri vable e n 8 y su der i _ 

vada f uerte está defi nida por 

F ' (X) (u) u+ TN ' (x)(u)) V.u E B Vx tB 
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En partic ular, e n v irtud de (2.1}, 

F' (O) = I 

F(OI = T(gl 

y po r 10 ta n t0 p0dem-0s defi nir las consta rn tes d 0 y r 0 del Te o 

re ma de Kant0r0vich así: 

º© = 1 

r 0 = 11T111 11 g 11 

Siµ(r} es u rn a co n sta n te de Lip sch itz d e N ' en la bola 

ílr (0) ent0r.1E:es p0dem0s s u p0ne r que, para r S l!Jf icierntemente 

gra nd e , 

r. µ(r) .:_ 11 Tll - l 

Em tal caso, si g verifica 

11 g 11 < _____ _!: ___ _ 
- 2µ(ril l Tll 2 

y s i defirnim•os 

•= µ~ri ll rll 

c o mo consta nte de Lip sc hi tz de F' en ft r ~)e n t o n ces se te ndr á 

d e c ir, s e s at is farán las h ipótesis d e l Teore ma d e Ka n to r o v i ch . 



WétOOe de Newton 

La iteración de Newton se escribe 

don d1e vk satisface 

F ' ( x k ) .(v k ) = F ( x k ) 

decir , 

vk+ T{N'( xk l( v k)) .= xk+ T(N(x k) ) + T (g) 

Puesto que vk e: O, xke: D y T(B) = O podemos ap l ic ar L y 0btener 

o b i e n, reemplazando vk por xk-xk+l 

1 0 qu e permite, dada xke:D , o~tener x k + le:D, part ien~o co~ 

XQ = Q . 

3 l §..J.!~E!~ . 

Cons i deramo s en B ·= C[O ,l ], c on la no r ma 

llx ll = Ma< !Jx(t l l 

el operador 
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co n dominio 

D = { «C 2 [ 0,lj >{OI '(11 o} 

y e lopera<:lor N(x) x 2 . 

La fu mción ~ será 

g (t 1 O<t<l 

de modo q~e la solución Ele (Pl es aquí 

"'(ti= tll-t) Ü< t < 1 

En este caso el operador T está Gefini<:lo por 

T (,) (t I k (t,s)x (s l ds Ü< t< 1 

do nde 

k lt' s 1 {

t (1--s 1 

s (1 - t 1 

si O<t<s <l 

si 

Para más detalles puede c onsultarse [1) . 

Entonces 

11 T 11 = Ma> k(t,s)ds 
o <t <1 

N' (x) ( u ) = 2 x u 

µ ( r) = 2 ind~pendi e n t e m ent e de r 



10 M§tooa de Newton 

.v. = .! 

d = 1 
o 

11g11 = 2 

r O !c. 

y el parámetro Q p ertenece a ]0.0333, 0.0334 [ . 

Ento nces 

k 

11 ' - '* 11 <-?__:_~_(Q_:_Q~~'.':_I_:_ 
k - k 

1-(0.03341 2 

y en particular, 

{
11, - >*11.::. 0.2ó 

( 3. 11 o 

11 " - ,. 11 .'.'. o. 84. 1 o - 2 

En este ejemple, (2.2) es la ecuaci0n 8iferemcial lineal 

xk+l (O) = xx+l (1) = O 

que permite calcular xk+l c0m0ciendo xk y come nzando con x 0 =o. 
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Ge n e r a lm e n te ,e n la p r á c ti c a. ( 2 . 2 ) no ad mite u n a r e s o

lu c ió n a nalít i c a y d ebe , por l o tant o , emp l earse algún p r oce 

dimie n to n um é ri co. Por eje mplo , e n e l c a so de l p ro blema dife

re n c ial ( 3 . 2) q u e t ie n e co nd icio n es de borde e n d o s pu n to s , 

pode mos ut i l iz a r e l métod o de difere n cias fini ta s . Se trata 

d e apro ximar x " (tl po r l a . di f erencia 

x (t+h) - 2 x ( t )+x (t-h ) 
--------~2---------

Se de mu es tr a q ue 

donde e no d e p e nd e de h pa r a h s ufi c ie n temente p e qu eñ o. 

11 

La d i sc r et i zac i Ón de(3 . 2) por di f erenc i a s fi n it a s co n 

d u ce a r e s ol v e r par a cada k un s i s tema d e ecu a c i o n es e n lR n (n>3 ) : 

do n d e la matr i z Ak t i ene c oe f i c iente e n fila i y co lu mn a j 

s i i = j 1 o i = j 

s i 22,. i j5_n - 1 

Ak ( i, j ) 

e n los o tr os casos 

el vec t o r bk tiene i é sim a c oo rde nad a 



1 2 ~tocio 0e Newton 

siendo 

h : 
l 

n -1 

t . 
l 

{ i-1 ) h l <i< n 

Yo lil : o 1 <i <n 

Se demu estra que, al haeer c0nvergencia del mét0cl0 cle 

Newto r:i , 1.J. t:>Q3 ko tal que tal G¡ue si k>ko ent0nces 

E = Max lx~{ti)-yk (il l <Ch 2 

k 1 < i < n 

sie ra do e independiente de k. 

Por ejemplo, si n =@ ent0nces m = 0.125 y se tieme la 

siguiente Tabla Se Re s ultacl0s 

k•O '" ' 
'; g{ti) x• (ti) y0 (iJ yl(i) 

1 o 2. o. o. o. 
2 0 .1 25 l . 9680~ 0.109375 O. 0.10'7292 

J 0.25 l.96484 0.16?5 o. 0.183521 

• 0.375 1.94507 0.234375 o. 0.229049 

s o.s l.9375 0.25 O. 0.244165 

6 0 .625 1.94507 0.234375 o. 0.229049 

7 0.75 1.96484 0 . 1875 º· 0.183521 

8 0.675 ·l.98804 0.109375 O. 1.107292 

' l. 2. O. O. o. 

'o ' 1 

0.25 0 . 58 1Sxl0- 2 
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E n este e !i e mplo o b serva mo s que la cota p ara 11x 1 - x * 11 

es tablecida e n (3 .1 } es del orden de h 2 : 

1 3 

l o q u e s u giere n o comti nu ar iterando pues se rn a a~ c amzado l a 

p re c i s i0 n q~e per mite l a discretización d e ( 3 . 2) com diferen -

c ia s fi mitas de paso h =0 . 125 . 
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