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ANALISIS MULTIDIMENSIONAL DE DATO S 

Rau L GoncL ;~ 

CCJ1PONBN1'8S PRINCIPALES REGRE.SION LINlcAL. -

El propósito de este cursillo es presentar dos mé to dos el~ 

sicos del análisis estad ístico de clatos multivar iados, intenta~ 

do un equilibrio razonable entre teoría y aplicaciones. La teo

ría, que espero despierte interés en aquellos con voc ación mat~ 

mática, u sa h er r amientas clásicas de Alg eb ra Lin eal y Probabil! 

dades, contenida s n o rmalme n te e n los programas de car reras cien 

tí f ico-tecnológi cas. 

Compl e t ando la teoría, v eremos también e l ementos de inter

pretación de resultados que luego apli ca r e mos a algun o s c onjun

tos de datos en el microcomputador . Todos están invitado s 

cinar la s r ecetas teóricas , incl u s o los mate máti c o s . 

*Facu ltad de Ci e ncias Físic a s y Matemáti cas , Universida d de Chile . 
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1. - El. ANAl.I S IS DE DATOS . -

En estudios de diversa na tur al e za y o r i g e n, se pr esenta 9! 

n e r a lmente una etapa de medi c i o n es e mpír icas qu e a r rojan volúm! 

n es importantes de datos. De ello s es p e r a mos me j or comp r en

s i ó n del fenómeno en estudio. 

El AD se ocupa del anál is i s es tadí s ti c o d e d at os que sur -

g e n en muestra s multivaria das . S u p r opósito p r i mario es reducir 

grande s masas de número s , pr od u ciendo un a s ínt esis signi f icati

va y razonablement e c omplet a de toda inf o rma ció n q u e co nten g a 

la mu es tra. En est e pro ceso de resu me n d e los da t os . a ce ptamo s 

p e rd e r informa c ión para g a n ar si g ni f icaci ón. 

En general, la prá c ti ca del AD es descripti v a , en e l se nti 

do de re c hazar la i mp os i c i ón de un mo d elo pr oba b i l ísti co para 

l os dato s , por ejemplo n o rm alidad . Es ta pos i ció n, d e ap ar e nt e 

o b je t iv idad, impid e estudios de estabi l idad de re s u ltado s , a 

través d e pro ce dim ie nt os clásico s de i nf e r encia estadística. 

Hay un a gr a n v ariedad de técnicas y recetas que s u l e n 11 ! 

marse d e AD . Po r un a p arte están los mi t odos l i n ea l es . qu e tie-

nen su ori g e n e n l a escuela anglo sa jona durant e J a pr1m~ra mi 

tad de es t e sig l o , y qu e adqui eren verdadera p o pularid ad con rl 

uso masivo de co mp u tadores . 

La esc u e l a f ra n cesa, en l os a~os 60 y 70, r e moza y f o rmal ! 

elega ntem e nt e es t as técni cas, llamada s tambi é n fa c t o riale s , 

r evelando p o r ejemplo la p o ten cia del Análi s i s d e Co rre s p o nd en

cias. 

La otra cara de la medalla reJne un a exte n sa faun a de m ~ ! 

dos e•Óticos, ni 11neale s ni convencio na l es , so br e l os c ual e~ 
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hay pocos resultad os te ó ricos pero abundante controve r sia . 

En este cur s o ab o rdare m0 s , com la perspectiva de l a esc u ! 

la francesa, l o s méto d os de Análisis en Componentes principa -

les y Regres ió n Li n ea l. 

1.1 .- POBLA CION Y MUE S TRA .-

Antes de d e t a ll a r e l formal ism o mat e máti co , v a mo s a preci

sa r el sentido d e al gu n os té rmirnos de uso corriente en estadís

tica: Se entend e r á q u e una po0laci0n es una co l ección de obje -

tos que pert en e c e n a un a clase bien definida e identificable . 

Una muestra será c ua lqui e r su~c0 nj ~ nto de la población . 

La distin ció n ent r e muestra y población cobra interés, 

c uando buscamo s hace r i nfe rencias que generali cen las co n c lu si~ 

nes válida s en la mu est r a hacia la población completa. Ello obl~ 

ga e n principi o a d i se ~ a r cuidadosos esquemas de muestreo, per o 

l a rea lidad su ele a pa rtarse de los b~enos deseos del estadísti c o , 

y d e la mu estr a a men u do no se sabe cle donde vien e ni co mo ll egó . 

En cie rta s di sci p li n as , co mo la Arqueología , el investigador de

be c onform arse co n lo esc asamente clisponible . 

Aunque habitualme nt e e l objetivo final de un est udi o es el 

conoci miento de la pob la c ión, nuestro análisis estará cent rad o 

e n la mu estra, l a q u e e xplo raremos desde diversos ángu l os . 
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1.2. - VARIABLES E INDIVIDUO S .-

A l o s t é rmin os variabl e e i ndiv idu o a s ignar e mo s u n s 1gn1 f ~ 

c ad o pre c iso. Un individu o e s cualq u ie r o bj e to o e nti dad qu e 

f o rme par t e d e la mu es tr a . Una va r i a bl e (tambi é n llam a d a ca rá c -

t e r) e s un atribut o c ua n t i tat iv o qu e p ose e n lo s indi vi d uos . Po 

de mos imaginarla co mo un a r e g la o a pli c a c ió n qu e a s o c i a a ca d a 

i ndi v idu o un núm e r o r eal . 

En un es tudi o s e medir án típi c am e nt e mu c ha s va r i able s , s o 

b r e uno o má s co n j unto s d e in d i v iduos . Es t os núm e r os , di s p u e s -

t o s e n a rreglo s r ecta ng ular es (ma t rices ) , l la mada s t abla s dP da 

t os , co n s tituy e n e l p un t o d e partida p a r a e l AD . 

1. 3 . - COMPONENT ES PRIN CIPALE S ( ACP ) . -

Des a rr o ll ado p o r Ho t elli n g pn l os a ñ os 30 , e l ACP PS un ti 

p ico r e pr ese nt a n t e d e l os mé t odos f ac t o ri a le s , q u P l c n r nc t ua l 

me nt e gran po pul ari da d, a un que se r eco noc e q ue n o P ~ nt r l Úni 

co ni e l me j o r mé t odo d e a ná l i s is fa c t o ria l d i s ponibl P . 

Des d e e l pu nt o de vis a de la rep r ese nta c i ó n d e l o s inrltv1 

d uos en un e s pa cio vec t o ri al . Pl ObJt' i vo d e l AC P es -.1mp l1f 1 -

car, r ed uc i e ndo la di me n s i ón del '"spac 1o , co n la. me n or p~ r . 11 rtn 

de i nf o rm a c i ó n p os i b l e . Desde el punto de v i s ta de l a s 

ble s , e l ACP p r e t e nd e concentrar la i n f o rm ac i ó n e n u na base 1J P 

var i ab les no co rr e la c i o na da~ . que tt> ng a n m3 Kim a l mport a n c ia. 
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1.4. - REGR ES I ON LINEAL (R L) . -

Los métod os de r e g resión so n un a pan acea es t adís t ic a . T odo 

e l mu ndo t iene a al c a nce , ya s ea en c al c u l ad o r a o co mputad or 

un prog r a ma que ha c e r e gresio n e s . Se u s a l a re g resió n co n múl ti

p les pr o p ós i tos y f re c ue nt e mente se ab u sa . 

Na die qu ie r e deja r d e aj us t a r un mo d e lo si ti e n e la op o r tu

n i dad: par a pr ede c i r , e xtr a p olar , apr oximar, e xpli ca r , de sc u -

b r i r un a l e y, ve r i f ic ar una hipót esis , et c . 

Es la o pini ó n de mu c h os q u e l a RL es pr o ba b l e me nt e una d e 

las t é c n icas más potentes par a ana li z a r dat os , y se abu s a d e 

ell a p o rqu e par ec e de c i rn os muc h o má s d e lo qu e los da tos so n 

capaces de da r . 

Los mé t o do s de r e g res i ó n se oc upa n del pr ob l e ma g e ne r al de 

desc r i b i r r elacio n es e ntr e v ar iables ( es tad í st i cas) , " e xpli c an 

do ' ' una de e lla s e n t j rm i n os de la s r e s ta n te s . 

La RL s e p r ac tica con v ariados obj e tivo s : r e move r e f ec t os 

de v ariabl es ; d esc ubri r u na le y e mp í r i c a ; pr e d ec i r co mp o r ta mie n 

to ¡ c ont r o l ar u n s i s t e ma et c . 

E l t r a t ami e nt o s iste má ti co de los pr o b le mas r elac i o nad os 

con la r e gr esió n ne ces ita dos o más c u r sos de un se mest r e . Aquí 

e s ta r e mos s ati s f ec h os mira n do algu n as '' co mp o n entes pr i nc ipa les ' ' 

q u e s i r v a n co mo est ímul o e n la in v e s tiga c i ó n per so nal pos t e r io r . 
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2.- DEflNICIONRS BASICAS. -

Supongamos que la mue s tra consiste e n n i n dividuos 

1,2, . .. ,n sob r e l os cuales se h an medido p var iabl es cunn 

ti tativas u= 1,2, ... , p 

Ca da variable v en u pu ede verse como un a apl i cación 

XV °t -----> lR 

i ----->Xv(i} XV 
i 

Sie ndo Xv i el valor qu e t o ma la va r i a ble v so br e el indivi 

duo i. 

E l arreglo r ec tangular de p f i las y n co l umn as co nt enien

do l a in f ormaci6n r elativa a l as p variab l es so br e t odos l os in 

divid uos , lo llamaremo s tabla de d atos 

~i--

r 
X = V 

j 

Un individuo \ queda (para efectos d e l análi siG) 

completa me nte caracterizado por los va l ores x 1 i, x 2 l .... , xP 1 . E ~
to p e rmite repre se ntarl o e n el espacio E = Rp co mo e l vector X1 

cuyas coo rdenada s e n la base canónic a so n los núm eros xv 1 . 
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Es natural que el e spacio E sea llamado Es paci o de ind iv i -

duo s . 

La c olección de v e c to r es de E que r e pr esent a a l o s in d i v i -

du o s de la mu estra se llama Nube de indivi d uo s : N ( t )={ Xi; it 1) 

Tenemos un a primera r ep re semtac ió n d e los d at os e n esp! 

cio vectorial, de s de la Pe r spectiva de l os in div idu os . 

En c iertos problema s es útil (y n ecesario) a s igna r a cada 

i~d i v i duo un n~m ero n o negativo que refl eje su impor t a n cia re l ! 

t i va. Esto se l ogra c on Pesos P 1 , nor malizados de ma n e r a qu e 

O < P .< 1 I:.P . 1 . C uando 
- l. - l l. 

mo ~ay forma d e just ifi ca r u n t ra 

to di sc riminatori o se esco gen v alores P 1 1 /n, 

Co n s id e r e mos a ho ra u n a variabl e v Tod o l o q u e sa b e mos 

d e e l l a es t á en la co l ecc i ó n de va l or es que toma 

Es e nt o n ces r azona b le a so ciarle el vec t o r Xv 

la mue s tra 
n 

F = R , C u -

y ns coorde nada s 

xv ·1' xv z ····· xvn 

la ba se c anóraica {f j ; i E t l son l os datos 

El espac i o F se conoce co mo Espacio de variables y l a co -

l ecc ión N(u) = { Xv ; ve u l es la nub e d e v a riabl es . 
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2.1.- REPRESEN TA CION EN ESPACIOS DUALES.-

. . 
Sea n E , F los es p acios duales de E y F re s pe ctivam e nt e . 

Para designar la imagen u(x) de un vector X e n E (R esp . F) p o r 

* * la fo r ma l ineal u e n E (res p. F ) escribiremo s < u,x \ O , x ,u > 

** identificando E co n el doble dual E 

. . 
S upongamos q u e E y F están dotados de la s ba se s dual s . . 

{e v; ve vJ Y (f 1 ; i e l}. Estas bases se caracterizan p o rqu e 

asignan a un vector s u s coordenadas en las base s c an óni c a s . Po r 

eje mp l o < e* v' x 1 > = xv 1 .( F* j, Xv) = xv 1 . 

. 
Lo anterio r r evela que e repre se nta e f ect ivam ent e l a 

varia ble v puesto q u e asocia al individ u o i , a travi s d ~ s u vec 

tor X., el valor Xv.= Xv(i) . Con idjntico argumento p o d e mos co n 
l l~ l. 

vence rno s qu e f i repre s enta al ind ividu o i . 

Fina lm e nt e , co n un po co de imaginació n aceptaremos qu e l os 

eje s de E representa n variabl es y los de F individu os . 

Para do s ignar al eje (subespa c io ve c toria l ( s c v ) d e dim ~n 

s ión 1) e ngendrado p o r el ve c t o r u , esc ri bim os AU. 

A man e ra d e re s um e n t e n emo s : 

11 * E l VC C'. tor Xt (' n ( 

Represe nt antes de i et 

•* La f l i ne o 1 f * J e n r * 
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,. El v ec t or x• en F 

Re pr esentan t es de V E u I ) * El ej e A e en E 
V 

"· La f l i n eal e* e n E* 
V 

2 . 2 . - LA S AP L I CACIONES X y X '. -

Ve r e mos co mo se re l ac io n an l a s di s tin tas repre se nt acio n es 

de i ndivid uos o va ri a bl es y e l p ap el qu e tie n e l a ta bla de d a t os 

e n d i c h a s r e l aciones . 

Po ng a mos en c o r respo nd e n c ia c a da f * , e n F* c on X. e n E . 
l 

Es-

t o d e fi n e l a a pl icació n li n eal F*- - ---> c ara cte r izada 

po r L(f *i l x i . 

Es t a tr ans f o r mac i ó n tie n e asociad a la matri z M c o n re s p ec t o 

a la s b a ses respec t iv as de F* y E , cuya s co lum na s s o n la s c o o rde 

n a d a s e n l a base de E , d e la s tran s f o rm a d as de la base d e 

F*: L ( f *. ) 
l 

Lu ego , l a i-jsi ma c ol umn a d e M e s t á f o rm ada por l o s n ~ m e r os 

x 1
1 , x 2

1 , . . . , x P 1 , de l a i - ~s i m a c olum na de la t abla de d a t os X. 

Po r lo tant o , X e s la ma t r i z a s ociada a L . 

Sea L' la a p l i c ació n (dual ) t ran sp u es t a de L . Esta tran s f o r 

ma c i ó n l inea l ll e va E* F** = F , d e mane r a qu e 

< L ' (u), v > = < u,L( v ) > p ara v e n E* y ve n F* . Se co mpr v e ba f á -

ci l me nt e q ue l a ma t r iz M a socia d a a L' e s la tabla d e dato s 

'' t r an s p u e sta '' X' . 
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2 . 3 . - METRICAS. -

Las acciones de clasi fi car y co mpar ar, r equi e ren una 

ción de proximidad entre lo s objetos es tud iado s . Por esta r az ón 

debemos met rizar los espacios E y F. 

Para disponer d el co n cepto d e ángulo trabajar e mos con mé -

t r icas e ucl idianas, es decir, qu e se originen en un p rod u c t o in 

ter n o. 

A u na forma bilineal s imétri c a d e fin i da p os iti va 

M : ExE -- - - > lR, (x,y)---> M( x,y ) pod e mo s asoc i a rl e : 

* Una forma c uadráti c a 

* Un i s o morfis mo 

* Una norma e uc lidi a na 

E ----> lR, x --- M (•)= M(x , x) 

M:E-E•'• , x-- -> M( x ) en E* 

< M(X), y >=i M(x , yl 

llx ll M = I MI • 1' 

* Una di s t an c ia e u c l idiana d(x , y ) = llx-y llM 

" Un a n oció n d e M-ortogon! x ' y si j M(11 , yl O 

lidad 

* Un a matriz M si mé t rica def1nida P0 6i livo (dp) 
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2 . 4.- METRI CAS EUCLIDIANAS EN E,E* , F,F ~ .-

Sea M una métrica sob re E . Pa r a cada par de punto s de la 

n ub e N( t l cal c ulamos su distancia como ltxi- Xkll M. Dado que lo s 

individuos tambi én se r e presentan en F *, es nat ural p e n sa r qu e 

l a transforma c i 6n X ind u ce una mitrica ''h eredada de M'' qu e !la 

maremos W. Para e l par de indi v id u os i,k pedimos que se v erifi 

que llx1-xk llM = llr• 1- f *kl lw o más generalmente 

ll a-b llw = l lX(a)-X(b)li ,. para a , b en F* cualesquiera . 

Puesto de manera equivale n te tendr e mos: 

ll a ll w = llX(a) - X( b)j l M para cualquier a en F*, o bien 

W(a,b) = M( X(a) ,X (b)) a,b en F * 

P ero M( X(a),X(b) ) = < M' X(a),X(B) > 

< X ' ' M 'X(a) , b > 

l uego <W(a),b > para todo a,b en F* 

p o r lo tanto W=X '' M'X 

En el e s paci o de varia bl es procedentes de manera análoga. 

Dada un a métrica euclid iana N sobre F construimos l a mét ri c a V 

so b re E* a tr avés de la ap lic ació n X'. Para ell o impone mo s l a 

condición lla-bllv = llx ' (a)-X ' ( bl llN par a todos a , b e n E* , es 

decir, 

V (a , b) N( X ' (a) , X ' (b)) 

< N ' X ' ( a) , X ' ( b) > 
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=< X'N ' X ' (a) , b> para todos a,b en E*, lu e g o 

2 .5.- ESQUEMA DE DUALIDAD.-

L o s espacios y trans f orma c i o n e s con los que h e mos c o mp l i 

ca d o progresiva me nt e el pan o rama, s on pr ese ntado s e n e l e s q u e

ma s iguiente: 

E <--------- F* 

E* -- - - --- - -~ F 

Donde podemos apre c iar co mo las mé tri c a s s o br e E y F i n d~ 

c en d e manera natural la s estruct u ra s e u c lid ia n a s so br e l os 

dua l es . 

NO TA: 

La s forma s bilin ea l e s V y w se r á n dp o se mi dp según si 

X e s iny ec tiva o n o . E n e f e c t o , s i Ar. k e r l X ) e nt o n ces W(n , n) 

M ( X(a ), X (a)I o . 

E l ra n g o d e W e s e l mi smo que e l d e X. Co mo g encra l m~nlr 

tend r e mo s má s i n d i v i d u o s q u e va r ia b l es (n > p ), y 

n,. dim ( ker(X)) + r a ng o(x), r esu lta dim( k c r ( X )) ~ n - p > O luego 

w n o e s d p. 

Aozo n a n d o de ma n e r a id~nt1ca se veri f ica q u e V e s ~P 

rang o(x ' ) • p l o qu e eq u ivale a pe dir q u e n o h aya variable~ 
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co l i ne al es . 

2 . 6 . - METR ICA DE LOS PE SOS EN F . -

Hay un a mé t rica pa r a la s v a r i a b l es qu e permi te i n te r p r e -

ta r geomé tri c a mente medias , var i an zas y covarianzas . Para ca l 

c ul a r t a di stan c ia en t re d os v a riab le s se co n s ideran l as dife 

r e ncia s e n cada individuo p o nderad o por s u r espec tivo pe so . 

Es ta mét r ica tie n e asoc i a d a l a matriz diagonal Op dada p or: 

Dp 

IP, 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I_ 

La media aritmética d e l a variabl e v e u se c al c u la como 

e n u 

Sea e l vector de F de co mp o n e nt es 1 .1, 1 ... 1 e n la ba se 

c a n ón i ca. Ent onces Op(Xv , 1 ) i.: 1 P 1 xv 1 

Por o: r a parte, ll 111 0 P = l: P 1 1 , lu e g o 1 es vecto r unit ~ 

r io y me(X ) puede i nter p reta r se como l a n orma de la proyección 

Dp-o rt o g o nal de Xv sobre e l eje 6 1 . Pu esto que la proyecció n 

o rt o g o n al es el vector a mí n i ma di stan cia , me(xv) 1 en F es l a 

variabl e constante que mejo r aproxim a a Xv en el se ntido de la 

métrica Op . 
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La variable Xv-me{XV)1, que es la proyección sobr e el o rto 

g o nal ó'1, se ll~ma centrada p o rque su media es nu la . 

Para mayor comodidad vamos a suponer en adelante que todas 

las variables de la tabla de datos son centradas , es de c ir 

Op(Xv ,1) =O para t odo ven u . Vere mos luego que esto e qui val e 

a fijar el orige n d e l sistema de coor denada s d e E en el ce ntro 

de gravedad de la nube N{\). 

Sean Xv y Xs dos variables ( ce ntrada s ) . Ent once s 

Dp (X v 'X S ) = l: i pi X Vi X Si = C O v (X v ' X S ) y 11 X v 11 2 Dp = Op (X v ' X v ) = 

iipi(Xvi)2 = var(Xv) 

S i miramos el esquema de dualidad co n N = Op encontramo s 

que la métrica V sobre el dual E* tiene asociada l a matriz de 

cov arianzas x·op·x·. 

2 . 7 . - CEN TRO DE GRAVEDAD E INERCIA .-

Co mo si se tratara de u n sis tema de p a rtí c ul a s , el centro 

de gravedad de la nub e de in dividuos llJ( \) se ca l cu l o como 

y ve r e mo s qu e la s coordenadas de g so n l os medias: 

gv t 1 P 1 xv 1 "' me { xJ) . Lveg o, las vor" i ob l cs qu e clt~'lcrlbcn la 

muestra so n centrados sii g • O , es derJ r, r l origen de E e ta 

en g . 
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Co n ti nu ando con la ana l ogía físi ca definamos e l mo me nt o de 

i n e r cia de N(l) con respec to a un p un to a en E co mo : 

Este valo r lo inte rpreta mos co mo un a me dida de la de f o rma 

ció n qu e debemos int r od uci r p a ra proye cta r la nu be N( t) sob r e 

e l punto a . 

N(t) se co n centra en a s i i Ia O. 

Un r esul t ado imp o r ta n te s obr e la inercia se obtie n e del s i 

g u ie nt e cál c ul o . 

Su man do so bre ' tene mos Eipil l xi- a ll 2 M 

ll g-a ll 2 M - 2M( t ipi(x 1-g J,g-a ), pa r a ll e gar a 

Lo que signi fi ca que g e s el punt o co n re spec to a l cual 

l a i n ercia de N( t ) es míni ma. P ode mos imag i nar que ges e l s ub 

e s p acio (afin si la s va riabl es n o fu e r a n ce nt rad as) de di me n sió n 

cero que mejor aproxima a la nube . 
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J . 0 . - COMPONENT ES PRI NCI PALE 

El AC P es un mé t o d o qu e b usca r edu cir l a co mpl ejidad de la 

rep r esen tació n d e l os d at os . Desde e l pu nto d e vi s t a d e lo s in

divi du os , nos int e r es am os e n p r oyec tar la n u be N( t ) sobre un 

SEV (a fín) d e baja dim e n s i ó n, de t a l manera q u e se pre se rve t o

da o gra n pa rt e de la es t r u c tur a de á n gu l os y pr o xi mi da de s de 

la r e pr ese n ta c ió n o r i g ina l . 

¿ Po r q u é r e du c ir l a dimens i ó n ? . S i mpl e me n te p o r que somo s 

inca p aces d e v e r e n di me n sión mayo r qu e 3 . 

Desde la p e r s p ec t iva de las va ri abl es , e l ACP intenta su~

ti t ui r las po r un a co l ecc i ó n r educida de d esc ript o r es no co rr el! 

c lonados , qu e captur e n la mayor pa r te d e la va rja billdad de la 

muest ra (má xi ma var ia n za) . 

Nos u bica mo s e n el espacio E de lo s individuos para plan -

tear una s u cesió n de problemas que c o r re spond n a re du c clonr ~ 

óptimas de l os d a t os . en o rd en c recie n te de co mpl ejidad . 

PO . Deter minar el punto más c ercano a N( 1 ) . Es dc c tr , rl 

sev (a fín) d e d i me n sión cero . óptimo para proye c tar la n u br. 

Ave r iguar si N ( 1 ) se conce ntra en dicho punto . 

P1 . Dete r min a r la recta má s c e r c ana a N( 1 ). E~ dr c tr, r l 

sev (a f ín) d e dimen s ión uno q u ~ provoque la mrri o r dJ a o r a t ón ~ • 

proyecta r la nube. Averiguar a l I~ ( 1) s r co n co n ro en dl c n~ rrc-

a. 
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Pk. Det e rminar el mejor sev (a fín) de dimensió n k para pr ~ 

yectar la nube, etc. 

Usando el criterio de la inerc ia , l a sol u ció n de PO ya la 

encontramos en el cen tro de gravedad g. Necesit amos extende r es 

te criterio a los sev para r esolver P1, P 2 , ... 

Sea W c E un sev( no afín). E W ~ W'. Un vecto r x . de la 
1 

nube N( 'l se de sco mpone de manera Úni ca co mo x 1 

dea 1 cw yb 1 cw•. 

Si pro yectamos x 1 M-ortogonalment e so br e w hay una pérdida 

equivalente a la norma de la parte de x 1 o r togonal a W, es de -

ci r, llb 1 11 2 M. S umand o las pérdidas i n divid u a l es ad ec uadament e 

ponderad as , llegamos a la iner cia de N( 1) co n respecto a w. 

Es evident e qu e Iw = O s i! N(1) es tá contenida e n W. 

Del teorema de Pitágoras 1 llx ;ll 2 = ll a1 11 2 + ll b; ll 2 1 re c up !!_ 

r a mo s una identidad basta nte útil: 

lg Iw + Iw' 1g =O1 

La inercia co n re s pecto a un sub es p a cio a fín w1 (no co nt ie 

n e al ce r o) se define de maner a mu y n at ur a l . Sea W un sev de E, 

a e n W' y w1 = W +a . Enton c e s W1f"I W' = (a) y 
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x i = ªi + bi = (ai+al + (bi-a ) aiE W, b iE W', lu ego 

Iw 1 = Iipil lb ir::ia il 2 M. Usa nd o la i de n ti dad 

ll bi-a ll 2 = l l bill 2 + ll a ll 2 - 2M(bi,al ll ega mos a I w1 Jw + 

+llall 2 - 2 M( Eipib 1 , al ~ ero g =O= l: ipi x i 1.:ipi ai + E 1 p 1b¡· 

Fina lm e nt e 

Esto s ign i f ica que w es mejo r ( e n tjr mino 6 de menor 

disto r sió n ) qu e c ualqu ier ser afí n pora l eJo . Por l o ano . 

los prob l e mas P1, P 2 , .... Pk te ndrá n por so lu ción só l o 1 v (con

teniendo a l ce r o= gl . 
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3 .1.- DESCOMPOS I CI ON DE LA INERCIA.-

Un par de resultados clave que v e r e mos a continuació n, p e~ 

mit irán r ee mpl azar los p r oble ma s P1,P2, ... por la búsqueda d e 

un a s ucesión de ejes orto gonal es Ópt i mos tales que el s ev wk , 

sol u ción de Pk, se obtie n e como su ma directa de l os primeros k 

ejes. 

Sea .w sev de E que se escribe como su ma dire c ta de dos s ev 

y 

Ent once s 

Iw' 

!w' 

Si pref e r i mos una ex pre s ión en término s d e Iw, p o demo s es -

c ribir lw = Ig - lw' 1 - lw ' 2 . 

El s ubespacio ópti mo de di me n s i ó n k + 1 contJ.e n e u n s ube s

pacio óp t i mo de dimensió n k. 
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Esto sig nifi ca qu e el se v Wk +i' so lu c i 6 n d e Pk + 1 , p u ed e 

s u s titui r se a parti r de Wk y un eje adi c i o n a l, co n r e s pe c to a l 

c ual la ine r cia de la nube sea mínima. 

S ea n Wk y Wk+i sev de dim e n sio n es r e s pectiva s k y k+ 1, so 

l ucio ne s d e Pk y Pk+1 . La igu a l dad d i m( w 'k } ·t di m{W k+i ) 

(p- k)+(k+1) = p+1 i mpli c a qu e dim ( W' k r°" Wk+ 1 ) ,: 1 . 

S ea entonces v e n W' n w 
k k+ 1 

v ec to r n o nu l o y de sc a m p o~ 

g am os Wk+ i e n s uma dire c ta co mo wk +i 6 v © R, d o nde R( de dlm 

k) es e l s up lementario M-Ort o g o nal de óv e n Wk 11 

De f i namo s ta mbién e l sev u (d e di m k ·1 .. 1 po r q u e v t W ' k) como 

fJ. v 4} Wk y c o mp ar e mo s l o c o n wk+ i en t é r m.in os de l a tncr cie . 

Apli c ando la s f ó rmu la s r ec i e nt e me nt e ded uc ido s pa ra la P! 

comp os i c i6 n d e l a in e r cia l le gamos a : 

Iwk+i -= lg - l 6 · v - lr ' 

Iu "' Ig - J 6'v - l w' k 

Pue s to q ue wk e s e l sev ÓP imo de dim e n s i ón k . encm oa 

l w ' k ~ Ir ' lu o g o , de la s e cuacl o f'les anl ('r ! o rc & cl cdu c tmo s que 



21 4 Anc\lis is multidimens i ona l 

Pero Wk+i es óptimo y por lo ta nto debe veri fi carse la 

i guald ad Iwk+i = Iu , que im plica fi n almente IR= Iwk . 

He mos compr ob ad o que Wk+ i contiene un sev óp tim o de di men 

si ón k y que ademá s , en virtud de l as rela cion es 

I u Ig - I6' v- I w ' 

e s posible construir Wk+i " pegando " a wk un eje 6 v ortog~ 

nal a Wk , de mín ima i ner cia . Resulta claro a ho r a qu e los p r obl~ 

ma s P1 , P2 , . . . so n equivale ntes a la siguiente sec u enc ia de ta-

rea s : 

T1 De t erminar Au 1 má s cercano a N(I) (mírii ma ine r cia ) 

r 2 Determinar 6 u 2 de mín i ma inercia , M-ortogonal a 6 u 1 . 

TK. Det e rm inar 6 u k de mínima ine r c ia, M-ort ogona l a ln s 

e j es Au 1 , 6 u 2 , . .. , 6uk_ 1 ( es de c ir, al sev en g e n dr~ 

d o por u 1 , u 2 , . .. ,uk) 
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3.2.- CALCULOS EXPLICITOS .-

Ah o r a co menza mos a res olve r co nc r etame n te l a s tareas r 1 , r 2 , .. 

" --j''u 
r~5,<~j-;' 

/ "'-/_ __ ·- -.. º 
. -· - --- --· , 

/ 
I!J.-i.u. 

Asociemos a u una forma lineal v = Mu e n E* y un a va ri abl e 

c = X' v = X 1 Mu en F ( ver esquema de dualid ad ) . Entonces 

< Xf * i,Mu > = < f *i , X'Mu > = 

Luego e= E iM(xi,u)fi y además Iti ' u = l:ipiM(xi,ul 2 

llcll 2
0 p = <DPC,C >= < Op X'Mu, X' Mu >: < KOpX 'M u,Mu > 

~VM1:1,M u > M(u,VMu) 

< MVM u , u > MVM(u,u). 

Llegamos así a la fórmula 

I !J. ' u = M (u, VMu) = M (u, VM u ) = MV M (u, u) 

que n os indica que N(t) e !J. ' u sii VMU =o, es decir, s i u es 

vector propio de VM asociado a l va l o r pr opio cero. 
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S u po n gamos qu e N ( l ) no es t á co nt e n i d a en 6 'u (hay pa r te de 

la n ub e q ue s e estira a lo lar g o d e 6ul . Apli c ando la des igual 

dad de Sc hw arz v e remos q ue el eje engen drad o por VMu es mejo r 

q u e 6 u , e n el sentido que 16 VMu 2. l 6 u. Lu ego , u n eje in me j or!. 

ble tend r á qu e se r invaria nte f re nte a VM. En otras palabras 

ItiVMu = Iou sii Vf.l u = uu µ'#. O . 

Co n sideremos el vector unita r io v = VM u / / M( VM u,VMu) . Es c l a 

qu e 1 6 ' VM u = l 6 ' v = MVM (Y 1 v ) = 

Pero 

I 6 ' u 

~VM( VMu ,VMu)/M( VMu,VMu) 

MVM (VM u , VMu) / MVM (u, VMu ) 

M(u,VMu) ~M( VMu ,VMu)/M(u, VMu) = 

= MVM(u,VM u )/MVM ( u ,u)~ 

~ MVM(VMu, VMu)MVM(u ,u)/ MVM(u,u)M VM(u, VMu ) J6 ' v 

lo que e qui 11 al e a 1 6 VM u ~ I 6 u . 

Si ti u es un eje inmejora ble , es decir, s i I 6 VMu = I 6 u 

e n to n c es M( u ,VMu ) 2 = M(VMu, VMu ), i g ualdad qu e se c umple s ii 

VM u = p u ll i. O . Además I 6 'u = M(u,VM ul = IJ M( u, u ) =u 

la inerc ia Iñ u es míni ma s i u per tenece al sev propio 

a sociado al mayor valor prop io de VM . 

He mos ligad o el proble ma de lo s ejes de mínima ine r c ia con 

estudio de valores y vecto res p r op i os de VM. Es útil me n c i o-
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na r a h o r a que VM t ie n e v a lo r e$ propios r eales n o negati vos 

µ1 ~ µ2 ~ . . . µp ~ O. Ad e más p ode mos co nst r u i r un a b ase M- o rtonor 

mad a (u j ; j = 1 1 2 1 •• ,p) de vec t o re s propios de VM. 

3.3.- EJES, PLANOS Y SUBES PAC IOS PRINCIPA LES . -

Supo ne mos dada una ba s e { Uv ) d e v ec t ores pr opios de VM 

a s ociados a los val o res propi o s µ 1 ~ µ 2 _: ... _: µp _: O . 

El pri mer e je princ ipa l s e define como e l sev de di mensión 

1 Au tal que I tJ. u es mínima. 

Escribiendo u en la bas e de ve c tor es p r opios , t en d remo s 

l:vavUv y l:v{av> 2 = 1. Ad e má s IA' u = M( u,VMul = tv uv( a v) 2 . 

E l problema de cál c ul o d e l pri mer ej e p rin c ip a l se reduce a 

Minimiz a r 

s.a t (a J 2 = 1 
V V 

Cuy a so lu c i ó n es a 1 = 1 , ªv = O vi 1 . Es t o mu estra qu e 

el pr im e r eje pr i ncipal e s Au 1 y It:J. ' u 1 = µ 1 . 

El s e gund o e je prin c ipal c orre sponde a l e j e de mínima ine~ 

cia , o r oto go nal a t:J.u 1 . Se pu e d e pr ob ar, con un cá l c ul o muy si

milar" a l ant e ri o r", qu e di c h o eje e s tJ. u2 y q u e I A • u 2 = 1J 2 . 
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Los p rim e r os dos e j es prin c ipale s deter mi n an e l pl a no p ri~ 

c ipal W2 = A u 1 @ A u 2 , sev d e mín i ma ine r c ia : I w' 2 = 1.1 + 1.1 2 . 

Co n tinu a n do co n e l proc e so descrito l l egamos l o s k pri me -

ro s e j es prin cip al es 6u 1 , llu 2 ,. .. liuk, l os qu e eng e ndran e l 

se v p r i nc ip a l Wk lw ' k = 1.1 1 + . • • + 11 k • 

3 . 4. - CALIDAD DE LA REPR ES ENTACION .-

Lo pri me r o e s s ab er que e n tendemo s p o r r ep r ese nta c ión . Re

corde mo s qu e es tamos t ras una p r esentación si mpl e de l os d a t o s 

~ pa r a e l l o va mos a proyec tar la n u be N( t l e n s u sev de di me n -

sión baja, digam o s k , p e rdiendo un mí ni mo d e inf o rma c i ó n . 

Todo e l de s arr ollo teó r ico an t er io r n os l l e va a e s co g e r Wk 

para proy ec t a r . la pr e g unta es ¿ qu é t a n b u e n a es la r e p rese nt a 

c ió n ? y la r e s pu es t a dep e nd e r á de l v al or de un i ndi ce qu e d e fi 

n i re mos más a b aj o . 

La inf o rm a ció n qu e co n tie n en los d ato s p o de mos i ma g in arla 

a sociada a l a v a r i a b i l id ad de l os mis mo s . 

Si pr o ye c t a mos N(\ ) a l ce n t ro d e gr aveda d p e r de mo s tod a 

v a r ia b i l i d ad, l u e g o e s nat ur al i nt e r p r e t a r el va l o r I g co mo u n a 

med i da de l a i n f o r mac ió n t otal d e la mu e s tra. P o r o t r a parte , 

pu es t o qu e I wk mid e la disto r sió n debi da a l a pr oye c ció n s o br e 

Wk, debe mo s interpr e tarla c o mo p é rd i da d e inf o rm ac ió n a l p roy e~ 

tar. Alt e r n a t i v a me nt e , lw ' k = Ig - Iwk pu ede ve r se como l a pa r 

t e d e i nf o rm a ción que ex pl i c a e l s ev Wk. 
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El Índice porcentaje de inercia explicada por el sev prin

c ipal Wk se de f ine co mo 

pero Iw'k = µ1 + .• . + ~k 

traza(VM). Luego 

Ig Ill 1 u 1 + . .. +16 ' u =1• 
p 1 

Si ik = 1 la repre se nta ció n en Wk es perfecta y uv = O P! 

ra v = k+1,K+2, .. . p. En tal caso rango(VM) = k = r ango(X ) l o 

que sig n i fica ( s uponiend o n > p) que hay •mu lticolineal i dad (re -

dundanc i a li nea l ) en l as variables. 

El porce~taje de inercia es un Índic e gl0~al de calidad . Es 

posible y a vec es re co me ndab le recurrir a Ín dices qu e mu estran 

si uno o v a r i0s individuos están bien repre sen tad os por ~ u pr o-

yecció n e n Wk. 

~-----'" ' \ 
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3 . 5 .- LAS COMPON ENTE S PRINC IPA LES.-

Aso c ie mo s a l os ejes p rin c ipale s t::. U en E , v ariabl es Cj 
V 

e n F , l l a mad a s component es p r i ncipale s , a tr a vés de la s ap l i -

cacio n es M y X' del esquema de dua l idad: 

Cv = X'MU 
V 

No t e mos s u s pr o p i ed a d es má s i mp o r tant e s : 

1 ) So n ce n tra d a s , es d eci r de me d ia nul a me( Cv ) = Op( Cv , 1) 

< VMu , MU > 
V S 

µ M (u , U l 
V V V 

Las c o mpon e nt es p rin c ip a l es co n s tit uye n un s i s t e ma O p- o ~ 

togo nal d e v a r iab les de máxi ma var i an za. Una b a se para F . 

La pri me r a c o mpone nt e prin ci pal s e int er p re t a como l a c o~ 

b in aci6 n l i n e al ( d e v ar i able s o r i ginal e s ) q u e t i ene var i a n za 

máxi ma . Es l a va r i abl e q ue me j o r s epar a a l os ind iv i duos y en 

ese sentido e s ú til co mo i ndi ca d o r para o r de narl os . Po r e j e m -

plo l a p r imer a c o mponent e d e un c o njun t o d e v ar i a bles eco nó mi 

ca s , cultural es, de mo gráfic a s , e t c . , se r viría pa ra defini r un 
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indicador de desarrollo de pa ises o region es . 

"· ..... 

o 

3.6. - SALIDAS GRAFICAS . -

Gran parte del interés del ACP está e n les gráfi cos de l o s 

resultados, que permit e n visualiz ar relac io~es e ntr e variabl e s 

as í como la organización de l o s individuo s . 

En aplicaciones prácticas del mé todo , se s eleccio nan lo s 

p rim e ros ejes tales que el porcentaje de inercia exp l icado po r 

e llos sea al menos 90%, pero habitualmente nunca se analizan m~ 

de 4 ó 5. 

La proyección de la nub e N{') sobre el plano pr incipal 

produce una colecció n de vect or es de coord e nada s M( xi,U 1 l. 

lol(x 1 ,u 2 li = 1,2, •. ,n. 

El gráfi co del plano principal es un a repre sentació n carte 

sia na d e las proyecciones, dispon ien do l os eje s tiU 1 y 6 u 2 
perpe nd ic ularmente. 
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... . . . 

/
t, • .. 

:·/" 
c.! - ---~--i'" . 

1 

\. 
El gráfico puede enriquecerse incorporand o por ejemplo 

ide ntifi cador es de individ uos y los porcetajes de i nerc ia de 

l os ejes. 

Al clasificar visualmente a lo s individuos es inte r esa nt e 

d ar se ntid o a los grupo s e n t é rmin os de l as variables ant iguas. 

Si proyectamos los vectores de la base canónica de E(e 1 ,e 2 , . . epi 

(q u e representan a las viejas variable s), orienta r emos el plano 

y podremos expl ic ar las c lasi fi caciones y proponer i nterpreta -

ci6n de las componentes principales. 

Para co mpletar el aná li sis p uede se r inter esa nte mirar 

otros planos como 6 u1 t /:J u 3 , tiu 2 41 f:J u 3 etc. 

3.7 .- REPRESENTACION OE VARIABLE S .-

Usa nd o la base de F , de las co mp onentes p rincipales norma

lizadas {C 1 /.t 1-11 , . .. ,CP / .11-1p ) repr ese nt amos las variables e n un 

gráfi co ca r tesian o , cuya c alidad depende de l índice de i ner cia. 

Si éste es alto, los ángulos y distancias entre las proyeccio -

ne s r e flejarán lo s ángulos y distancias entre las variables o r i 

gin al e s. 
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Esc og ie nd o la s d os primeras co mpo nente s , la va ri a b l e Xv e s 

tar á r e pr es e n tada p o r el punt o d e coo r de n ada s 

{Dp{Xv , c 1 11 l l c 1 11Dp ' Dp {Xv, c 2 11 11 c 2 11 Dp l 

{ COV { X v , C 1 ) / / µ1 

t.C¡ ~ Cl>T( )}I - - - - ·-, ..-

•.' . • 1 

··-- ------ -; " --e:;¿·-;, ;,-·-- · · ·- ~ 6c.' 

1 

J. 8.- LA ELECCION DE LAS METRICAS . -

Do s s on la s métricas M que se usan co múnm e nt e e n e l espa -

clo E . La pri mera de e l l as e s la id e nt idad o métric a e uc l id i a na 

u s ua 1. Se gún e s ta métrica s todas la s di r eccio nes tie n en i gua l 

i mpo rt a n c i a en e l cál c ulo de la d i st a nci a y esto h ace q ue l o s 

r e s u l tados ~e l ACP d e p e nda n d e l as un idades d e medició n d e la s 

"a ri a bles. 

La o tra alternativa es u na d i stanc i a que o torg a p esos 

las di r e c c ione s, e n razón i n versa a l a di spe r sió n de la s vari a

b les qu e r e pr ese nta . Es ta mé trica se ap 0 y a e n el p rin c ip io se -

gún el c ua l s e o torga me nor p es o a l as medidas hec ha s con i n s -

trum e nto s de p oca pr ecisió n . S u matr i z co n r especto a l a b a se 

ca n ó n ic a es d i a g o na l c o n l os re c ípr ocos de las va r ianza s de 

x 1 . x2 . . . . , xP. 



224 Anllisis mU.ltidimensional 

Se p uede demostrar que la elecció n de esta métrica es equ! 

valo n te a usar la identidad so bre los dat os estandarizados (va

r ia bl es centradas y de varia nza 1). 

En estas condiciones la ma tri z V = XDp X' de cova rianza s se 

co n vie rte e n matriz de correlacio nes y el g rá f ico de las varia

b¡es se tran s f o rm a en el cí rculo de cor r elac i o nes , 

dt' 
1 

fLJ; 
'-: ~/ 

justa me nt e porqu e ahora las coo rd enadas de Xv son cor(Xv , C1 l y 

co r(Xv, c 2 l. Debid o a que llXv]I = 1 = var( Xvl resulta 

1 • 11 t 5 (Dp(Xv .c•¡11 µ 5 JC 6 /1µ 6 ll 2
00 = t 6 !Dp(Xv , c• 111 µ 6 J 2 , 

luego los punt os del gráfico de variabl es cae n en el inte r ior 

( o & bord e ) del círculo unitario. La cercanía al borde indica 

mejor calidad de la represe nta ció n. 

3 . 9. - APLICACIONES DEL ACP.-

El ACP puede ser emplea do provecho sa men t e para responde r o 

p r oblemas como los siguientes : 

~) Clasificar individuos descritos por variables cuantitativa s . 

2) Detectar observaciones abe rrante s o anóma la s . 



R. Gouet 225 

3) Detecta r factore s o varia bles '' esco ndida s '' 

4) Eco nomizar espacio de almacena mi e nto d e dato s . 

~)Co n s truir lndi ca d ores {de ~arro llo, int e ligencia, etc .) 

al Repr ese ntar gráficame nt e una es tr uct u ra d e co r relacion e, , 

7) Hacer una r e pr esentación euclidi ana de una ta bla d~ di s tan 

cias . 

8) Det ec tar mu ttico l lnealidad de va riabl es e r1 un mod elo Ji 11 eal . 

g) Se l ecc i o n a r va riab l es para un modelo de regre sión lin ea l. 

4 ,- REGRESfON l.T NEAI. . -

Entra e n esce na una nue va va ri a bl e qu e va ni o s a rrpr e~e nt~r 

como el vector y en el espacio F. 

El p r o bl e ma qu e ab o r dare mos e n es ta secció n del c ur so con~ 

s1s te en ex p l i ca r el comportamien t o d e 

variab le s x1 , x2 , . . • , xP . 
e n término s de la 

El en un c iado del problema es part ic ular me nt e vago porque 

un estud i o de regre s ión puede ten r mu y varia do s o bj etivos: 

1) Oescri bJ r la dependencia entre x 1 , x 2 , .. . , xP e y . 

2) Estudia r e l co mp o rt a miento de y r etirando l os e f ecto s de con 

fusió n d e otras variables. 

3) D1..· tt•rmi nar l ey e mp írica que r e l acio n e y co n l as ntras y~ 

riable~. 

4l Aju s tar un mod e lo para su vis ar d a to s. 
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5 ) Co ntribuir co n evidenci a e mpírica a un análisis causa l . 

6) Pr e decir e l co mp ortamiento de y cuando se co n oce n l os va l o 

r es de x 1 , ... ,XP para un nuevo i nd i vi duo. 

7) Con t rolar un s istema c o mplejo. 

La per s pe c tiva de la regr es ión para r espond e r a esta se-

ri e d e ta r ea s di s tinta s es la co n s tru cció n de un mode l o qu e 1! 

g u o c o n x 1 ... , x P , a travi s de una fun ci6n f se nci lla {int e r -

protab le s i es po s ible) ta l qu e pa r a cada i e n 1 el valo r y 1 se 

de t e rmin o ap r oximadamente co mo f(x 1
1 , ... , xP 1 ). La dife r e ncia se 

at r ibuy e a un e rr o r aditivo e 1 d esc ono c i do . 

Te nemos e n tonces : 

Y¡ i = 1 , 2 , . . , n 

Para esco g er adecuada me nt e la fun c ión f es necesario def i 

nir un crite r io, u n a f a milia de ca ndi dato s {pa r amétrica o no) y 

dejar qu e l os dat os decida n. 

En el marco de le r gr es ió n l i n eal l a fun ción f se t o ma Ji 

n o a l o n lo s argumentos, es d ec ir , lo s ca ndidat os para mo d lo 

tie n e n l a f orma f(X 1 , . .. , Xp ) = son 

n0 mero s reales llamados parj me tr os (e l mo d e lo 

i : 1 , 2 ... n (1} 
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La razón para traba ja r con modelos aparentemente tan s im -

ples como lo s l i nea l es se debe a qu e por una parte la aproxima 

ció n lin eal puede ser suficiente en cier t o rango de la s varia -

bles x 1 , ... 1 xP, lo qu e no justifica un a funció n má s c ompl e ja. 

Por otra parte , el cálcu l o numérico y el aná l is i s te órico d e 

los modelos lin eales es hart o más simp le qu e las alternativa s 

no lineales. 

ent r e 

en el 

o • x' 

En la figura ant e rior se pre sen t a una forma de depend e ncia 

y y x 1 que sería perf ec tament e aproxi mada por un a re c ta 

rango [ a, b]. 

La variable y y las re s tantes x 1 , ... ,XP , tiene n r o l es asi

mét ri cos y suelen llamar se respe c tivam ente variable a explicar 

y va riable s exp li c ativa s . 

Tr adicional me nte el estudio de l model o de RL va pr eced id o 

de una se rie hip ó t es is probabilí s ti c a s sobre las va ri abl es y 

los e rrores. En una pri mera e tapa vamo s a pYesci n d ir de ella s 

oara e nfr e ntar el pr ob lema co n espíritu desc riptivo. 



228 Anllid.a .W.tidimendonal 

4.1.- NOTACION MATRICIAL-VECTORIAL. -

Pres e nt aremos el modelo de RL u sa ndo l os mismos espacio s 

que intervienen en el ACP (ver esque ma de dualid a d). 

Definamos el vector de e rror es e en F c uya s coordenadas 

en la base ca n6 n ica son los e 1 . Enton ces las ecuacio n es e n (1) 

la fund i mos e n una escribi endo: 

+ e ( 2 1 

Donde apreciamos que se descompon e en una c ombina c ión 

lineal de variables exp li c ativas un términ o de e rr or e . 

Sea w el se v de F enge ndr ado por la s variable s e xp l i c ati -

vas x1, .. . , XP . La ec ua ció n (2) no s dice que y se e xpl ic a me-

diant e un a co mp onente a lo largo de w más un error. 

En lo ecuación (1) podemo s interpretar al v ec t o r d e coe f i 

cie nt es e co mo una f or ma lineal e n E* porqu e a socia a l ind l -

viduo xi en E el valor t b x' = 8 (Xi) = < B, X i > • 
y V i 

En e s t e sentido B se co mp o r ta co mo el r e pr esenta nt e e n E* 

de una va r iable. Para recupe r a r la autént i c a v a ri abl e d e F que 

B r ep r e s e nt a re c ur r imo s a la aplicació n X' y obt e n e mo s X 'B. P e-

r o si B = t be* tenemos X'B e t b X ' e * 
V Y V VV V 

t b x" . 
V V 

De manera que la ec ua ció n (2) es equival e nt e a l a e •pr 

sió n ma t r icial 

y = X' B + e 
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Es buen o notar que W z X' ( € * ) y qu e di m( W) 

n úmero de variables linealmente i nd e p e nd i e nt es . 

PROBLEMA CENTRAL: ENCONTRAR BEN E* , OPTIMO. 

229 

rang o ( X ' ) ., 

El problema planteado se conoce co mo proble ma de es tim a -

ció n d e lo s parámetros b 1 , . .. , bp. Para res ol ver lo neces itamo s 

u n c riterio. 

Nue s tro e nfoque será ge omé trico para explica r o aproximar 

y co n un v ecto r de W buscamos aquel Y en W más cercano de a y 

en el se nt ido de la distan c ia N de F. Nec e sar iamente Y se es -

c ribe co mo Y X.B con B en E* , aunque B p uede no se r úni co. 

Cons ideramo s a B como solución del proble ma centra l. 

La unicidad de B se co n sig u e sii X' es i nye ct iva en e f ec

to si X 1 B1 = X1 B2 tendríamos ke r (X ' ) ~ (0} 

S i X' no es inyectiva se dice que el paráme tro no es 

identi fica bl e, pr oblema que está ligado a l a est imabilidad (in-

sesgada ) d e co mbi naciones lin eales de los b • 
V 

Des de el p un to d e v i sta de las variables, cuando X'no es 

inyecti va se habla d e multicoli n ea l i dad. 

El e nfoque geométr ico q ue h e mos ad o p t ado cor resp o n de al 

famoso c r i te r io de mín imos cuad rados. Si N = 1 se habla d e mí -

ntmo s c uadrado s o rdin a ri os. Si N es cualquier métrica euclidia

n a s e le llama mí n i mos cuadrados generalizad os. 
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4.2. - SOLUClON DEL PRDBLE•A CENTRA L. -

Nos b a sa mo s en el si guie n te resultado muy conocido , e n el 

p u nto Y do W má s ce r cano de de y en el sentido de N es la pr ~ 

yecci6 n N-ortogonal de y so bre W. Pa r a convencernos miremo s la 

f ig u ra y los c álculos a conti n uación 

y 

111-"---- o / /
r -t::-- - --;;; ., 

- -----~-;._,_) 
Desig nemos po r A el proyecto r N-orto g o nal sobre w. Enton -

c es y • + é • A (y) + ( 1-A) (y ) . 

S i en W es cualquie ra t e ne mo s ; d(y , x l 2 = lly-Zll 2 c 

Busquemos ahora la f or ma explícita para y (o para e l pro -

yoctor A), part i endo d e l simpl e h echo qu e e (ve c tor de re s ldu o 5 l 

os ortogonal a W e X ' (E * ) . 

Para c ua lquier e • .e> 
y 

de donde sa l en las famosas ec uacion es normale s : 
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XNy a XNY e XNX'B : VB 

Si X' es inyectiva V es invertible y podemos des p ejar la 

so luc16n B Única: 

(XNX' )- 1 XNy. 

Cuando X' no es inyectiva se puede r ecurrir a inversas g e 

neralizadas para seleccionar alguna sol uci6 n de las ecuaci o nes 

normales. 

La expresión para el proyector en el m0de l0 de rang o com 

pleto (X 1 inyectiva) es 

4.3.- CALIDAD DE LA REGRESION.-

La regresión será buena en la med ida ~~e la parte de y q u e 

no se logra explicar sea pequeña. En otras pa labras, mej or es 

la c alidad mientras más chico sea e. 

El Índice r 2 de correlación linea l mú l tiple mide la cali

dad global de la regresión en los términos expresados más arri 

ba: 

y no ea otra cosa que el cos 2 del á n gu l o entre y y e l s ev ... 
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En general la c ali da d de la regre si6 n depende de l comport~ 

mi e n to global de los re si du~s 6 , cuyo análisis detallado sirve 

para co mprender y corregir el modelo. 

4.4.- HIPOTE SIS PROBAB ILISTICAS.-

El mod elo li neal y = X' B + e suele ad orn ar se con muchas 

hip6t esis pr obabil í sticas que permiten, entre otr as cosas , de 

mo s trar la o pt i mal i dad del c r ite rio de mínimos cu ad ra d os ef o~ 

tuar test de h ipótesis estadís tica s s ob r e los parámetros. 

Esta s hipót es i s fa ci lita n el tratamiento teór i co e legant e 

d el mod e l o de RL pero l a va l idez d e las mi s ma s es difícilm e n te 

v e rifi cab l e a part i r de los datos. 

Consideremo s alguna s de e lla s : 

H1) y es un vector aleat o rio. 

H2 ) Los variable s e xpli c ativa s n o son a l e ator i a s 

H3) El ve c tor d e e r ro r es tien e es peranza nula. E(e 1 J:O . 

H4) Lo s e rrore s son no co r r elacio nados. E<e 1 e kl = O. 

H5) Lo s e rr o r es son i nde pendie nt es. 

H6) Las varianza s d e l os ei s on ig uale s . 

H7) o ti e ne di st r ib ución normal mult ivari a da. 

4.5 . - TEOR EMA DE GAUSS MAR KOV . -

Con H1 , H2 y H3 se puede d e most r ar un in t cr eaan~e t eo r c m& 

s ob r e la c al idad del e s timado r de mínimos c ua drado• 8 y od e m& s 

indi ca r l a métri c a N que se de be e sc og e r. 
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En la f6rmula 8 • ( XNX' )- 1XNy o b se rv a mos qu e B its función 

line•l de y. 

El teorema de Gau ss ~arkov af i rma qu e e ntr e t odo s l os it ! ! 
madores B l i neales en y , B es ~elor. e n e l se nti d o qu .. la d i f (' 

renci L de l as matrices de var i anza- c ovarianza V(B) - V(B) es 

s emi dp, s iempr e qu e la métri c a N s e tome c om o l a inver s a de la 

~atrlz de va rianza s cova ri anzas del vector de erro r es E(ee ') s E 

SI ag regamos la hip ó t esis H7 se puede re f o rz a r la co n c lu -

a lón de l t eo r e ma de Gauss Markov, diciendo que B es e l me j or en 

tre todos l os esti mad ores insesgados . 

Fina lm ente correspond e n o tar que l a hipótesi s d e n o rm ali 

d ad permit e , a l me n o r e n pr incipio conocer la distribución de 

y, 8. e y de otros estad ísti c o s de interés , brindand o al u s ua -

rl o la teoría d e l a i n f ere ncia e s tadística c lá s i ca ; e s tima c ión 

y t es t de hipótesis . 

• .e .- INTERPRE TAC!ON Y ESTABILIDAD DE 8 . 

El mode l o lineal provoca en e l analista l a l e gítima t enta

ció n d e int e rpr e tar l os coeficie nte s .Imaginarl os por ejemplo c ~ 

o ela s ticidad precio-demanda, Índice de reactividad, coe fi ci e ~ 

l e d e ai s lación, etc . Es ta práctica es int e re sa nt e pero pe l igr~ 

s a p ues to que el signi fi cado de un coef i c i en te dep e nde no sólo 

d e la v a riab l e que multiplica si no tam bién de la s restantes (r e 

co rdar que en g e neral las variables e x p li c ativas están correla

c\onadas ). 

Por o tr a p a rt e el coefici ent e q u e multip li ca a una varia -

olt dad a cambia • i e l co n j u nt o de variable s '' acompaR a n t es '' e s 
alt t'ado. 
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Otr o p ro b lema del ic a d o es la e s tabil i d a d de B, Que p o d e mo s 

formul a r com o un a pr e g unta: ¿ qué confianza se p u ede te ne r en el 

valor d e B c al c u lado . La res puesta dep e nde, p o r un lad o de la 

pre c i s i ó n de lo s a lg oritmos de c ál c ulo, (fa c t o r n o desp r ecia bl e ) 

y por ot r o de l a s re l a cion es de coline a lidad entre l as var i abl e s 

oKpli c ativae. 

Para e nfr e nt a r sit u a ci o n es c oncret as se proce d e a es t i mar 

la varianza del estimado r del coe f ici e nt e de i nt e r és y lu e g o se 

u s a e s e val o r co mo i n d ic ado r d e c alidad . 

Hay u~ Último a s pe c t o i mportante qu e me n cio n a r l a si gnifi 

c aci6 n de B. Es t o se r e f ie r e a decidir s i un o o va rio s b e ta s 

s on signifi c ati v am e nt e n o nul os , o s i por e l co ntr a r io , so n dl s 

tintos de c ero so l o po r a z a r. 

En térm i nos del mo d e lo, l a si gni f icac i ón de l o s b e t a s h ab l e 

d o la r e l eva ncia que las va r i abl es c o rr es p o ndie n tes ti e ne n e n e l 

mo d e l o . S i d e mostramo s ( o d ec idim os ) qu e bv debe r ía s er c e r o , r s 

ta mo s d i cie n do qu e Xv d e be s a lir dl e mode l o, porq u e en nada co 11 -

t ribu yo . 

Es t e tlp o d e pr obl ema cae e n e l á mb i to de l análi s i s d e va 

ri a nz a y l o s t es t F q ue no s e t r ata n e n e s te apunte . Si n e mba r 

g o h ay vn n int e r esa nt e ap roxi mac i ó n g eo métri c a al pro bl e ma de 

l a sig n if ic a c i ón ouc vale la pe n a co n s ide r a r : 

S up o n gamos que 8 se p a r t i c io n a e n do s ped a z os B1 y a 2 . So! 

p ec ham o s qu e la s var i a b l es a s ociada s a e 1 n o so n r cle~ ante s , es 

deci r , c r e em os que 8 1 debe r í a s e r ce r o. 
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Para co mp r obar esto procedemos co mo si g ue: estimar el mo 

delo co mp le to, luego estimar el mode l o bo ta n do l as variables 

aos pechosas y finalment e comparar. ¿Cómo?, decidi endo en base a 

tos tama~os de lo s re spectivo s vec tores d e r esiduos. 

w Espacio engendrado por todas las variaSles explicati-

vas. 

w2 Espacio de las variables no s0s~ecITT0sas 

Proyección N-ortogonal en W. 

y2 Proyección N-ortog ona l en w2 

La r egla de decisión es botar las variaS l es sos~echosas si 

Ue2 1J no es significa t iv ament e más granE!e <:¡ue llell 
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4.7.- LOS RESIDUOS.-

El vector de los residuos i co ntiene valiosa información 

sobre d a tos aberrantes, er rores en la especificaci6n del mode 

lo, validez de los supuestos probabilísticos, etc. 

Un procedim iento muy útil co nsiste en graficar lo s resi -

duoe e interpretar dichos gráficos. En general un gráfico de 

residuos no debe mostrar tendencias sospechosas . Debe verse 

aproximadamente así : 

Situacione s que se apartan de este c aso ideal, a d mi te n al 

gun~ e ex plicacio nes como veremos e n las figura s a conti nuación: 

~!!i~~!!i~~ : falta término lineal 

on la variabl e Xv. 

~!~!~~ : agregarlo 

Q!!i~~!!!.:.2: falta término c uadrá

tico en x"'. 

~!~!~: agregarlo 
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2!!i~~!!!~~: l a igualdad de va rian 

za s de l os y 1 e s fal s a . 

~!~!~!~: Ca mb ia r mé tr ica N o trans

f o rmar la var i ab le y . 

e!~i~~!!!~~ : ha y un p a r de da t vs 

abe rr a nt es . 

~!~!~!~ : es tudiarlo s en de tall e y 

eve ntualm e nt e r e tirarlos . 
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Ape nas h e mo s t oc ad o la s up e rfi c i e d e la r e gre s i ó n lin ea l, 

en t eo r í a o p rác ti c a. A qui e ne s deseen pr ofun dizar e n e l t e ma 

recomie ndo e l exce l en te c lá s i c o "Appli ~d Re g ress ion Ana lys i s " 

de N . Ora p e r y H . Smith ( 2° e di c i ó n) . 
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