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ANALISIS MULTIDIMENSIONAL DE DATOS

Raul Gouet. *

COMPONENTES PRINCTPALES REGRESION LINEAL.-

El propésito de este cursillo es presentar dos métodos cléd
sicos del andlisis estadistico de datos multivariados, intentaﬂ
do un equilibrio razonable entre teoria y aplicaciones. La teo-
ria, que espero despierte interés en aquellos con vocacién mate
médtica, usa herramientas cldsicas de Algebra Lineal y Probabili
dades, contenidas normalmente en los programas de carreras cieg

tifico-tecnolégicas.

Completando la teoria, veremos también elementos de inter-
pretacién de resultados que luego aplicaremos a algunos con jun-
tos de datos en el microcomputador. Todos estan invitados a co-

cinar las recetas tedricas, incluso los matemdticos.

* Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas, Universidad de Chile.
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1.- EL ANALISIS DE DATOS.-

En estudios de diversa naturaleza y origen, se presenta ge
neralmente una etapa de mediciones empiricas que arrojan volime
nes importantes de datos. De ellos esperamos una mejor compren-

sién del fendmeno en estudio.

El AD se ocupa del andlisis estadistico de datos que sur -
gen en muestras multivariadas. Su propésito primario es reducir
grandes masas de nimeros, produciendo una sintesis significati-
va y razonablemente completa de toda informacién que contenga
la muestra. En este proceso de resumen de los datos, aceptamos

perder informacién para ganar significacién.

En general, la practica del AD es descriptiva, en el 5ent1
do de rechazar la imposicién de un modelo probabilistico para
los datos, por ejemplo normalidad. Esta posicién, de aparente
objetividad, impide estudios de estabilidad de resultados, a

través de procedimientos clasicos de inferencia estadistica.

Hay una gran variedad de técnicas y recetas que suelen lla
marse de AD. Por una parte estan los métodos lineales, que tie-
nen su origen en la escuela anglo sajona durante la primera mi-
tad de este siglo, y que adquieren verdadera popularidad con el

uso masivo de computadores.

La escuela francesa, en los afos 60 y 70, remoza y formali
za elegantemente estas técnicas, llamadas también factoriales,
revelando por ejemplo la potencia del Andlisis de Corresponden-

cias.

La otra cara de la medalla redne una extensa fauna de méto

dos exdticos, ni lineales ni convencionales, sobre los cuales

AR
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hay pocos resultados teéricos pero abundante controversia.

En este curso abordaremos, con la perspectiva de la escue
la francesa, los métodos de Analisis en Componentes principa -

les y Regresion Lineal.

1.1.- POBLACION Y MUESTRA.-

Antes de detallar el formalismo matematico, vamos a preci-
sar el sentido de algunos términos de uso corriente en estadis-
tica: Se entendera que una poblacidén es una coleccidén de obje -
tos que pertenecen a una clase bien definida e identificable.

Una muestra serd cualquier subconjunto de la poblacién.

La distincién entre muestra y poblacién cobra interés
cuando buscamos hacer inferencias que generalicen las conclusio
nes vdlidas en la muestra hacia la poblacién completa. Ello obli
ga en principio a disefiar cuidadosos esquemas de muestreo, pero
la realidad suele apartarse de los buenos deseos del estadistico,
y de la muestra a menudo no se sabe de donde viene ni como llegéd.
En ciertas disciplinas, como la Arqueologia, el investigador de-

be conformarse con lo escasamente disponible.

Aunque habitualmente el objetivo final de un estudio es el
conocimiento de la poblacién, nuestro andlisis estara centrado

en la muestra, la que exploraremos desde diversos angulos
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1.2.- VARIABLES E INDIVIDUOS.-

A los términos variable e individuo asignaremos un signifi
cado preciso. Un individuo es cualquier objeto o entidad que
forme parte de la muestra. Una variable (también llamada cardc-
ter) es un atributo cuantitativo que poseen los individuos. Po-
demos imaginarla como una regla o aplicacién que asocia a cada

individuo un nimero real.

En un estudio se mediran tipicamente muchas variables, so-
bre uno o mds conjuntos de individuos. Estos nlmeros, dispues -
tos en arreglos rectangulares (matrices), llamadas tablas de da

tos, constituyen el punto de partida para el AD.

1.3.- COMPONENTES PRINCIPALES (ACP).-

Desarrollado por Hotelling en los afios 30, el ACP es un li
pico representante de los métodos factoriales, que tiene actual
mente gran popularidad, aunque se reconoce que no es ni el Gni-

co ni el mejor método de analisis factorial disponible.

Desde el punto de vista de la representacion de los indivi
duos en un espacio vectorial, el objetivo del ACP es simplifi -
car, reduciendo la dimensién del espacio, con la menor pérdida
de informacién posible. Desde el punto de vista de las varia-
bles, el ACP pretende concentrar la informacién en una base de

variables no correlacionadas, que tengan maxima importancia.
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1.4.- REGRESION LINEAL (RL).-

Los métodos de regresién son una panacea estadistica. Todo
el mundo tiene a su alcance, ya sea en calculadora o computador
un programa que hace regresiones. Se usa la regresion con mGlti-

ples propésitos y frecuentemente se abusa.

Nadie quiere de jar de ajustar un modelo si tiene la oportu-
nidad: para predecir, extrapolar, aproximar, explicar, descu -

brir una ley, verificar una hipétesis, etc.

Es la opinién de muchos que la RL es probablemente una de
las técnicas mas potentes para analizar datos, y se abusa de
ella porque parece decirnos mucho mas de lo que los datos son

capaces de dar.

Los métodos de regresién se ocupan del problema general de
describir relaciones entre variables (estadisticas), "explican-

do" una de ellas en términos de las restantes.

La RL se practica con variados objetivos: remover efectos
de variables; descubrir una ley empirica; predecir comportamien-

to; controlar un sistema etc.

El tratamiento sistemdtico de los problemas relacionados
con la regresién necesita dos o mds cursos de un semestre. Aqui
estaremos satisfechos mirando algunas '"componentes principales"

que sirvan como estimulo en la investigacién personal posterior.
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2.- DEFINICIONES BASICAS. -
Supongamos que la muestra consiste en n individuos
= A2l aadm sobre los cuales se han medido p variables cuan

Bt el ivalsT S U=t S 2T W ! G

Cada variable v en v puede verse como una aplicacion

3 v X 3 ¢
Siendo X i el valor que toma la variable v sobre el indivi

duo i,
El arreglo rectangular de p filas y n columnas contenien-

do la informacién relativa a las p variables sobre todos los ig

dividuos, lo llamaremos tabla de datos

el andlisis)
2 [
RS
to permite representarlo en el espacio E = Rp como el vector %
v
e

Un individuo 1 en 1 queda (para efectos d

1
completamente caracterizado por los valores X i,)(

cuyas coordenadas en la base canénica son los nimeros X
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Es natural que el espacio E sea llamado Espacio de indivi-

duos .

La coleccidon de vectores de E que representa a los indivi-

duos de la muestra se llama Nube de individuos: N(v)={ Xi; ien}

Tenemos una primera representacién de los datos en un espa

clo vectorial, desde la perspectiva de los individuos.

En ciertos problemas es Gtil (y necesario) asignar a cada
individuo un ndmero no negativo que refleje su importancia rela
tiva. Esto se logra con pesos Pi, normalizados de manera que
(0] iPi (SHARERY. Zipi = 1. Cuando no hay forma de justificar un tra

to discriminatorio se escogen valores Pi = 1/n.

Consideremos ahora una variable v € 1. Todo lo que sabemos

de ella esta en la coleccién de valores que toma en la muestra

n
\ . Es entonces razonable asociarle el vector X' en F = R", cu-
yas coordenadas en la base canénica {f.,; i € 1} son los datos
et X <
1 PYTOCN SEs

El espacio F se conoce como Espacio de variables y la co -

leccién N(v) = { xY; ve vles la nube de variables.
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2.1.- REPRESENTACION EN ESPACIOS DUALES.-

* ¥
Sean E , F los espacios duales de E y F respectivamente.
Para designar la imagen u(x) de un vector X en E (Resp.F) por
* *
la forma lineal u en E (resp. F ) escribiremos <u,x) 0 (x,u

* %k
identificando E con el doble dual E .

* *
Supongamos que E y F estan dotados de las bases duales

* *
13 g VISV i i e1}). Estas bases se caracterizan porque a
asignan a un vector sus coordenadas en las bases canénicas. Por

" v * v v
ejemplo < e X, >= X i X =t X
Jomp! VAL i s A 2 i
P *
Lo anterior revela que e 3 representa efectivamente a la

variable v puesto que asocia al individuo i, a través de su vec
el valor X',= xY(i). Con idéntico argumento podemos con

e " i
vencernos que f i representa al individuo i.

tor X

Finalmente, con un poco de imaginacién aceptaremos que los

ejes de E representan variables y los de F individuos.

Para designar al eje (subespacio vectorial (sev) de dimen

sién 1) engendrado por el vector u, escribimos Au.

A manera de resumen tenemos:

" E1 vector Xi en E

Representantes de i€ <. » El eje l\fi en F

W
o* La f lineal f en F
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4 E1 vector x¥ en F

Representantes de Ve v / )* EL eje Aev en E

N La f lineal e*v en E*

2.2.,- LAS APLICACIONES X y X'.-

Veremos como se relacionan las distintas representaciones
de individuos o variables y el papel que tiene la tabla de datos

en dichas relaciones.

Pongamos en correspondencia cada f*, en F* con Xi en E, Es-
to define la aplicacidn lineal L & F¥————= > E caracterizada
* G
ploin L (f i) i
Esta transformacién tiene asociada la matriz M con respecto
a las bases respectivas de F* y E, cuyas columnas son las coorde
nadas en la base de E, de las transformadas de la base de
e Gl T IR S 0 T S
P i VA Y

i

Luego, la i-ésima columna de M estd formada por los nimeros

il i S et |
X i'x R xpi' de la i-ésima columna de la tabla de datos X.

Por lo tanto, X es la matriz asociada a L.

Sea L' la aplicacién (dual) transpuesta de L. Esta transfor
macion lineal lleva E* en F** = F, de manera que
< L'(u),v> = <u,L(v) > para u en E* y v en F*. Se comprueba fa -
cilmente que la matriz M asociada a L' es la tabla de datos

"transpuesta"X'.
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2.3.- METRICAS.-

Las acciones de clasificar y comparar, requieren una no -
cién de proximidad entre los objetos estudiados. Por esta razon

debemos metrizar los espacios E y F.
Para disponer del concepto de adngulo trabajaremos con mé -
tricas euclidianas, es decir, que se originen en un producto in

terno.

A una forma bilineal simétrica definida positiva

M : ExE----> IR, (x,y)---> M(x,y) podemos asociarle:
* Una forma cuadratica M : E ~~-=> R, x-== M(x)= M(x,x)
* Un isomorfismo M:E—E*, x---> M(x) en E¥

<M(X),y >= M(x,y)

* Una norma euclidiana ||x||M =7/ M(x)

* Una distancia euclidiana dl(x,y) = II“'YHM

* Una nocién de M-ortogona x'y sii M(x,y) 0
lidad

* Una matriz M simétrica definida positiva (dp)
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2.4.- METRICAS EUCLIDIANAS EN E,E*,F,F¥.-

Sea M una métrica sobre E. Para cada par de puntos de la
nube N(1) calculamos su distancia como IIxj—XkllM. Dado que los
individuos también se representan en F*, es natural pensar que
la transformacién X induce una métrica "heredada de M" que 113
maremos W. Para el par de individuos i,k pedimos que se verifi

= = et a
que |[[Ix, XKHM Il £ U k||w o mds generalmente
||a—b||W = Hx(a)-x(b)HM para a,b en F* cualesquiera.

Puesto de manera equivalente tendremos:

IIaIIw = llX(a)—X(b)[lM para cualquier a en F*, o bien

W(a,b) = M(Xx(a),X(b)) a,b en F*

Pero M(X(a),X(b)) = <M X(a),X(B)>

= < XUCIMEXa), b>
luego <w(a),b > = <XUEMEXICa)y 11> para todo a,b en F¥*

por lo tanto W o= X'"'M'X

En el espacio de variables procedentes de manera andloga.

Dada una métrica euclidiana N sobre F construimos la métrica V

sobre E* a través de la aplicacién X'. Para ello imponemos la
condicién ||a—b|]v = ||X'(a)-x'(b)||N para todos a,b en E*, es
decir,

Vilial, 57 = IN(EX ()i, XU (B

= <IN®X®a), XA bhHiE>
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=S XCINEXT(a),b > para todos a,b en E*, luego

VARSERXEIN X

2.5.- ESQUEMA DE DUALIDAD.-

Los espacios y transformaciones con los que hemos compli-
cado progresivamente el panorama, son presentados en el esque-

ma siguiente:

Donde podemos apreciar como las métricas sobre E y F indu
cen de manera natural las estructuras euclidianas sobre los

duales.

NOTA:
Las formas bilineales V y W serdn dp o semi dp segin si
X es inyectiva o no. En efecto, si a cker(X) entonces W(a,a)=

M(x(a),x(a)) = 0.

E1 rango de W es el mismo que el de X. Como generalmente
tendremos mids individuos que variables (n > p), y
n = dim(ker(X)) + rango(x), resulta dim(ker(X))> n-p> 0 luego

W no es dp.

Razonando de manera idéntica se verifica que V es dp si

rango(x') = p lo que equivale a pedir que no haya variables
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colineales.
2.6.- METRICA DE LOS PESOS EN F.-

Hay una métrica para las variables que permite interpre -
tar geométricamente medias, varianzas y covarianzas. Para cal-
cular la distancia entre dos variables se consideran las dife-

rencias en cada individuo ponderado por su respectivo peso.

Esta métrica tiene asociada la matriz diagonal Dp dada por:

Op

P
n

M
[

|

|

|

|

L

La media aritmética de la variable v e v se calcula como

me(x¥) = £ P x¥, V. en v
gl |

Sea 1 el vector de F de componentes 1,1,1...1 en la base

canénica. Entonces Dp(X',1) = I PiXVi 3 LV en

i

i

Por otra parte, H1|[Dp = IP, = 1, luego 1 es vector unita
rio y me(xY) puede interpretarse como la norma de la proyeccién

Dp-ortogonal de e sobre el eje p1. Puesto que la proyeccion
ortogonal es el vector a minima distancia, me(x')1 en F es la
variable constante que mejor aproxima a x¥ en el sentido de la

métrica Dp.
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La variable Xv-me(Xv)1. que es la proyeccién sobre el orto

gonal A'1, se llama centrada porque su media es nula.

Para mayor comodidad vamos a suponer en adelante que todas
las variables de la tabla de datos son centradas, es decir
Dp(Xv,1) = 0 para todo v en v. Veremos luego que esto equivale
a fijar el origen del sistema de coordenadas de E en el centro

de gravedad de la nube N(1v).

sean X' Y x3 dos variables (centradas). Entonces
DRI XS, = = cov (XY, X3 y ||><"||2Dp = pp(xY,x¥)=
2
I v & v
iPS(X i) = wapi(x);
Si miramos el esquema de dualidad con N = Dp encontramos

que la métrica V sobre el dual E* tiene asociada la matriz de

covarianzas X'Dp'X'.

2.7.- CENTRO DE GRAVEDAD E INERCIA.-

Como si se tratara de un sistema de particulas, el centro
de gravedad de la nube de individuos N(1) se calcula como
= R X
g zi i
Y veremos que las coordenadas de g son las medias:
% o i ria ) & » describen la
w0 TP aiX = me(x”). Luego, las variables que des 2
¢ dl A o 9 ;
muestra son centradas sii g = 0, es decir, el origen de E esta

en g.
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Continuando con la analogia fisica definamos el momento de

inercia de N(1) con respecto a un punto a en E como:
2
= E 5
Ia Py llxg-all®y,

Este valor lo interpretamos como una medida de la deforma-

cién que debemos introducir para proyectar la nube N(1) sobre

el punto a.

N(1) se concentra en a sii Ia = 0.

Un resultado importante sobre la inercia se obtiene del si

guiente cdlculo.
2 2
[lxy=allSy = HNx;—a=tg-adil =y
2 2
= llx;-gll%, + Ilg-all®, - 2M(x;-g,9-a)

2 2
z - = I -
Sumando sobre 1 tenemos ipini all M iPillxi all [V
2
|l g=all R 2M( Iipi1xi-g).g—a). para llegar a

2
Ia = Ig + |lg-all%y

Lo que significa que g es el punto con respecto al cual
la inercia de N(1) es minima. Podemos imaginar que g es el sub-
espacio (afin si las variables no fueran centradas) de dimensién

cero que me jor aproxima a la nube.
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3.0.- COMPONENTES PRINCIPALES. -

E1 ACP es un método que busca reducir la complejidad de la
representacién de los datos. Desde el punto de vista de los in-
dividuos, nos interesamos en proyectar la nube N(1) sobre un
SEV (afin) de baja dimensién, de tal manera que se preserve to-
da o gran parte de la estructura de angulos y proximidades de

la representacién original.

¢Por qué reducir la dimensién?. Simplemente porque somos

incapaces de ver en dimensién mayor que 3.

Desde la perspectiva de las variables, el ACP intenta sus-
tituirlas por una coleccién reducida de descriptores no correla
cionados, que capturen la mayor parte de la variabilidad de la

muestra (mdxima varianza).

Nos ubicamos en el espacio E de los individuos para plan -
tear una sucesién de problemas que corresponden a reducciones
optimas de los datos, en orden creciente de complejidad.

PO. Determinar el punto mas cercano a N(t). Es decir, el
sev (afin) de dimensién cero, éptimo para proyectar la nube.
Averiguar si N(1) se concentra en dicho punto.

P1. Determinar la recta mas cercana a N(1). Es decir, el

sev (afin) de dimensién uno que provoque la menor distorsién al

proyectar la nube. Averiguar si N(1) se concentra en dicha rec-

ta.
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Pk. Determinar el mejor sev (afin) de dimensién k para pro

yectar la nube, etc.

Usando el criterio de la inercia, la solucién de PO ya la
encontramos en el centro de gravedad g. Necesitamos extender es

te criterio a los sev para resolver P1, P2,...

Sea W ¢ E un sev(no afin). E = W ® W'. Un vector x; de la
nube N(1) se descompone de manera Gnica como X; = a; + b, don-
de ae W oy bi: W .

Si proyectamos x., M-ortogonalmente sobre W hay una pérdida

i
equivalente a la norma de la parte de xi ortogonal a W, es de -
cir, Hbille. Sumando las pérdidas individuales adecuadamente

ponderadas, llegamosS a la inercia de N(1) con respecto a W.

2
= L

e 1P [llby 1Sy

Es evidente que Iw = 0 sii N(1) estd contenida en W.
iz el 2 2
Del teorema de Pitdgoras (||xi|| = ||ai|I + |lbi|| ) recupe
ramos una identidad bastante Gtil:

Ig = Iw + Iw' (g=0)

La inercia con respecto a un subespacio afin W (no contig

1
ne al cero) se define de manera muy natural. Sea W un sev de E,

a en W' y w1 = W + a. Entonces w1n W= e )Y
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X

i = ag + bi2= (ai+a) . (bi—a) ae W, be W', luego
!\~1 = L‘ipiHbipaH M Usando la identidad

2 2
"bi‘&“ = ”bi” + ||£\||2 - 2M(bi.a) llegamos a Iw, = Iw +

2
+lla - 2M( I = = I = I a E
llall 2M ( ipibi.a) pero g 0 iPiXg PG ip‘nX
Finalmente

T, = 1w+ llall® > 1w
Esto significa que W es mejor ( en términos de menor

distorsién ) que cualquier ser afin paralelo. Por lo tanto,
los problemas P1,P2,...,Pk tendrdn por solucibén sélo sev (con

teniendo al cero = g).
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3.1.- DESCOMPOSICION DE LA INERCIA.-

Un par de resultados clave que veremos a continuacidn, per
mitirdn reemplazar los problemas P1,P2,... por la bisqueda de
una sucesién de ejes ortogonales 6ptimos tales que el sev W

K?
solucién de Pk,

se obtiene como suma directa de los primeros k
ejes.

Sea W sev de E que se escribe como suma directa de dos sev
M-ortogonales w, ¥ sz

Entonces

2
Il

2 2
s T b
Iw Pyllay WPy ler = 2 p s lid

Iw' = Iw_ ' + Iw2'

Si preferimos una expresién en términos de Iw, podemos es-
- A (Faiey '
cribir Iw = Ig Iw 1 Iw 2"

El subespacio éptimo de dimensién k + 1 contiene un subes-

pacio 6ptimo de dimensién k.
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Esto significa que el sev W solucién de Pk+1, puede

k+1’
sustituirse a partir de Wk Yy un eje adicional, con respecto al
cual la inercia de la nube sea minima.

Sean W sev de dimensiones respectivas k y k+1, so

k Y Wirq

luciones de Pk y Pk+1. La igualdad dim(w' ) + dim(W__ ) =

(p-k)+(k+1) = p+1 implica que dim(w'kﬁ wk+1)3 1

Sea entonces v en w'kn wk+ un vector no nulo y descompon

1

gamos wk+1 en suma directa como wk¢1 = Av 0 R, donde R(de dim

k) es el suplementario M-Ortogonal de Av en wk|1'
Definamos también el sev u (de dim k+1 porque v tW'k) como
u= AOv @ wk y comparemoslo con wk+1 en términos de la inercia.
Aplicando las férmulas recientemente deducidas para la des

composicién de la inercia llegamos a:

Puesto que W, es el sev optimo de dimensién k, tenemos
Iw' > Ir' luego, de las ecuaciones anteriores deducimos que
o,
I Iu

w >
k+1 —
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Pero wk+ es 6ptimo y por lo tanto debe verificarse la

1

igualdad Iwk+1 = Tu, que implica finalmente IR = Iwk.

Hemos comprobado que wk+ contiene un sev 6ptimo de dimen

1

sién k y que ademas, en virtud de las relaciones

u=Av0wk+1

es posible construir W "pegando' a wk un eje Av ortogo

k+1

nal a wk, de minima inercia. Resulta claro ahora que los proble

mas P1, P2,... son equivalentes a la siguiente secuencia de ta-
reas:
T1 : Determinar Au1 mas cencano a N(t) (minima inercia)
T2 : Determinar Au2 de minima inercia, M-ortogonal aAu1.

TK. Determinar u de minima inercia, M-ortogonal a los

ejes Au1, Au

PRREER Auk__1 (es decir, al sev engendra

do por u u
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3.2.- CALCULOS EXPLICITOS.-

Ahora comenzamos a resolver concretamente las tareas T1.T?.~~
R
/
/
3 t 2
= = L

xi ai + bi Ia'w ipi”ai”

Asociemos a u una forma lineal v = Mu en E* y una variable
¢ = X'v = X'Mu en F (ver esquema de dualidad). Entonces
a. = M(x, ,u)u y Mx.,u) = <x.,Mu> =< Xf*, Mu> =< f*  X'Mu?> =
1 bl 1 1 1 1
SR loL 2k,

1

Luego ¢ = I M(x.,u)f. y ademds IA 'u = I p.M(x u)2 =

9 i i’ i it 1
HcllzDp = ¢<DpC,C >= <DpX'Mu,X'Mu >= < xDpX'Mu,Mu>
= ¢ VMu,Mu> = M(u,VMu)
= <MVMu,u> = MVM(u,u).
Llegamos asi a la férmula
IA 'u = M(u,VMu) = M(u,VMu) = MVM(u,u)

que nos indica que N(1) C A'u sii VMU = 0, es decir, si u es

vector propio de VM asociado al valor propio cero.
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Supongamos que N(t) no esta contenida en &'u (hay parte de
la nube que se estira a lo largo de Au). Aplicando la desigual
dad de Schwarz veremos que el eje engendrado por VMu es me jor
que Au, en el sentido que IA VMu<IAu. Luego, un eje inmejora
ble tendrd que ser invariante frente a VM. En otras palabras

I AVMu = TAu sii VMu = pu n# 0.

Consideremos el vector unitario v=VMu/ v M(VMu,VMu). Es cla

ro que I A 'VMu = IA'v = MVM(v,v) =

= MVM(VMu, VMu) /M(VMu, VMu)

= MVM(VMu, VMu)/MVM (u, VMu)

Pero

IA 'u = M(u,VMu) < M(VMu,VMu)/M(u,VMu) =

= MVM(u, VMu)/MVM(u,u)<

< MVM(VMu, VMu)MVM(u, u) /MVM(u, u)MVM (u, VMu) = T&'v

lo que equivale a I AVMu<STAu.

Si Au es un e je inme jorable, es decir, si I AVMu = I Au
2
entonces M(u,VMu) = M(VMu,VMu), igualdad que se cumple sii
VMu = pu W # 0. Ademds I A 'u = M(u,VMu) = B M(u,u) =¥

La inercia IA u es minima si u pertenece al sev propio

asociado al mayor valor propio de VM.

Hemos ligado el problema de los ejes de minima inercia con

el estudio de valores y vectores propios de VM. Es Gtil mencio-
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nar ahora que VM tiene valores propios reales no negativos
vy iuzz e up >0. Ademas podemos construir una base M-ortonor
mada (uJ 3y J = 1,2,..,p) de vectores propios de VM.

3.3.- EJES, PLANOS Y SUBESPACIOS PRINCIPALES.-

Suponemos dada una base [Uv }de vectores propios de VM

asociados a los valores propios pu, > pu,> ...> > 0%
| 2l R =

El primer e je principal se define como el sev de dimensién

1 Au tal que T Au es minima.

Escribiendo u en la base de vectores propios, tendremos

u=2%au y I (a )2 = 1. Ademas IA'u = M(u,VMu) = & u (av)24
ViV VA vy

El problema de cédlculo del primer eje principal se reduce a

Minimizar L pu (a )2
viv S
s.a L (a )2 =1
v v
Cuya solucién es a1 =y av = 0 v # 1. Esto muestra que
el primer eje principal es Au1 y IA'u1 = p1.

El segundo eje principal corresponde al eje de minima iner
cia, orotogonal a Au1. Se puede probar, con un calculo muy si-

milar al anterior, que dicho eje es Au2 y que I A‘u2 = My
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Los primeros dos e jes principales determinan el plano priﬂ

cipal w2 = bu, © Auz. sev de minima inercia: Iw‘2 =W M.

Continuando con el proceso descrito llegamos los k prime -
ros ejes principales Au1, Auz,... Auk, los que engendran el

= RS
sev principal wk = Au1 Q....0 Auk y Iw (= u1 +o00t uk'

3.4.- CALIDAD DE LA REPRESENTACION.-

Lo primero es saber que entendemos por representacién. Re-
cordemos que estamos tras una presentacion simple de los datos
y para ello vamos a proyectar la nube N(t) en su sev de dimen -

sién baja, digamos k, perdiendo un minimo de informacién.

Todo el desarrollo tedrico anterior nos lleva a escoger Wy
para proyectar. La pregunta es ;qué tan buena es la representa-
cién? y la respuesta dependerd del valor de un indice que defi-

niremos mds aba jo.

La informacién que contienen los datos podemos imaginarla

asoclada a la variabilidad de los mismos.

Si proyectamos N(1) al centro de gravedad perdemos toda
variabilidad, luego es natural interpretar el valor Ig como una
medida de la informacidn total de la muestra. Por otra parte,
puesto que Iwk mide la distorsién debida a la proyeccidén sobre
wk, debemos interpretarla como pérdida de informacidén al proyec
tar. Alternativamente, Iw' = Ig - Iw puede verse como la par-

k k
te de informacién que explica el sev Wk.
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El indice porcentaje de inercia explicada por el sev prin-

cipal wk se define como

8 (i 8,
1k = Iw k/1g
pero Iw'k = u1 oot uk & Ig = Ig = IA'u1 +...+14 ‘up:"
Faeat up = traza(VM). Luego
ik = 2 1 ﬂ/trazar(VM)
Si 1k = 1 la representacion en wk es perfecta y Mg = 0 pa
ra v = k+1,K+2,...p. En tal caso rango(VM) = k = rango(X) lo

que significa (suponiendo n» p) gue hay multicolinealidad (re -

dundancia lineal) en las variables.

El porcentaje de inercia es un {ndice global de calidad.Es
posible y a veces recomendable recurrir a indices que muestran
si uno o varios individuos estdn bien representados por su pro-

yeccién en Wk.

2 2 2
Por ejemplo COS2()=(MIx; Uy 4. aMix U 5/ 1x 1%,
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3.5.- LAS COMPONENTES PRINCIPALES.-

Asociemos a los e jes principales AUv en E, variables c!
en F, llamadas componentes principales, a través de las apli -
caciones M y X' del esquema de dualidad:

<:"=x'Muv Vi e

Notemos sus propiedades mds importantes:

1) Son centradas, es decir de media nula me(c')=pp(c’,1) =

<Dp1,X'MUv > <XDp1,MUV> = <O,MUV> = 0.

2) Son no correlacionadas: COV(CV.CS) = Dp(cv.cs) =
<DpX'MU ,X'MU_ > = < XDpX'MU ,MU > =
v s \ -

<vu~|uv,uus > = uvM(UE'UV) =0
3) var(c') = Dp(CY) = <VMU_,MU > = & M(u_ ,U ) =
v v v v \'/

Las componentes principales constituyen un sistema Dp-or

togonal de variables de maxima varianza. Una base para F.

La primera componente principal se interpreta como la com
binacidén lineal (de variables originales) que tiene varianza
médxima. Es la variable que me jor separa a los individuos y en
ese sentido es Gtil como indicador para ordenarlos. Por e jem -
plo la primera componente de un conjunto de variables econémi -

cas, culturales, demograficas, etc., serviria para definir un
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indicador de desarrollo de paises o regiones.

€

3.6.- SALIDAS GRAFICAS.-

Gran parte del interés del ACP estd en los graficos de los
resultados, que permiten visualizar relaciones entre variables

asi como la organizacién de los individuos.

En aplicaciones practicas del método, se seleccionan los
primeros e Jes tales que el porcentaje de inercia explicado por
ellos sea al menos 90%, pero habitualmente nunca se analizan mas

de 4 6 5.

La proyeccion de la nube N(!') sobre el plano principal

produce una coleccién de vectores de coordenadas M(x‘.U ),

b
NIl SOp = a e

El grdfico del plano principal es una representacién carte
siana de las proyecciones, disponiendo los ¢ jes AU1 y & U2
perpendicularmente.
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S ci By

€

El gréfico puede enriquecerse incorporando por ejemplo
identificadores de individuos y los porcetajes de inercia de

los e jes.

Al clasificar visualmente a los individuos es interesante
dar sentido a los grupos en términos de las variables antiguas.
Si proyectamos los vectores de la base candénica de E(e1,e2,..eJ
(que representan a las viejas variables), orientaremos el plano
y podremos explicar las clasificaciones y proponer interpreta -

cién de las componentes principales.

Para completar el analisis puede ser interesante mirar

otros planos como AU1 ] AU3. AU2 (] AU3 etc.

3.7.- REPRESENTACION DE VARIABLES, -

Usando la base de F, de las componentes principales norma-
lizadas (C1// u1....,Cp//up) representamos las variables en un
grdfico cartesiano, cuya calidad depende del indice de inercia.
Si éste es alto, los angulos y distancias entre las proyeccio -
nes reflejardn los dngulos y distancias entre las variables ori

ginales.
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Escogiendo las dos primeras componentes,

tard representada por el punto de coordenadas

v 1 V2 2
(Dp(x ,c )/]lc ||Dp, pp(x™,c )/l ||Dp) =

(cov(x¥,chy/ Vil covix¥,c?)/y )

Ac“ :
3
Cov( W _---3,v
e, |
; S
— =15 = i SR A 4
(W <

3.8.- LA ELECCION DE LAS METRICAS.-

223

la variable X" es

Dos son las métricas M que se usan comUnmente en el espa-

cio E. La primera de ellas es la identidad o métrica euclidiana

usual. Segln esta métricas todas las direcciones tienen igual

importancia en el cdlculo de la distancia y esto hace que los

resultados del ACP dependan de las unidades de medicion de las

variables.

La otra alternativa es una distancia que otorga pesos a

las direcciones, en razén inversa a la dispersién de las varia-

bles que representa. Esta métrica se apoya en el principio se -

gln el cual se otorga menor peso a las medidas hechas con ins -

trumentos de poca precisién. Su matriz con respecto a la base

canénica es diagonal con los reciprocos de las varianzas de

e G L
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Se puede demostrar gque la eleccién de esta métrica es equi
valente a usar la identidad sobre los datos estandarizados (va-

riables centradas y de varianza 1).

En estas condiciones la matriz V = XDpX' de covarianzas se
convierte en matriz de correlaciones y el grafico de las varia-

bles se transforma en el circulo de correlaciones,

1
Justamente porque ahora las coordenadas de x¥ son cor(Xv,c ) y

2

cor(x¥,c). Debido a que |[XY|| = 1 = var(x") resulta

2

v .S s 2 IR
= L X /v / =
1 Il S(Op(X",C%) /v )C ‘/“s” £ (Dp(X",C7) /v )",

Op
luego los puntos del grafico de variables caen en el interior

(o el borde) del circulo unitario. La cercania al borde indica

me jor calidad de la representacidn.

3.9.- APLICACIONES DEL ACP.-

E1 ACP puede ser empleado provechosamente para responder a

problemas como los siguientes:

1) Clasificar individuos descritos por variables cuantitativas.

2) Detectar observaciones aberrantes o anémalas.
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3) Detectar factores o variables "escondidas"

4) Economizar espacio de almacenamiento de datos

5) Construir indicadores (desarrollo, inteligencia, etc.)

6) Representar grdficamente una estructura de correlaciones.

7) Hacer una representacidén euclidiana de una tabla de distan-
cias.

8) Detectar multicolinealidad de variables en un modelo lineal.

9) Seleccionar variables para un modelo de regresién lineal.

4.- REGRESION LINEAL.-

Entra en escena una nueva variable que vamos a representar

como el vector y en el espacio F.

El problema que abordaremos en esta seccién del curso con-

siste en explicar el comportamiento de y en términos de las

SR RLI B n s ks nbs X

El enunciado del problema es particularmente vago porque

un estudio de regresidén puede tener muy variados objetivos:

1) Describir la dependencia entre X1, X2,..., x”c Y-

2) Estudiar el comportamiento de y retirando los efectos de con
fusién de otras variables.

3) Determinar una ley empirica que relacione y con las otras va
riables,

4) Ajustar un modelo para suavisar datos.
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5) Contribuir con evidencia empirica a un andlisis causal.
6) Predecir el comportamiento de y cuando se conocen los valg
1 P
res de X ,...,X" para un nuevo individuo.
7) Controlar un sistema comple jo.

La perspectiva de la regresién para responder a esta se-
rie de tareas distintas es la construccién de un modelo que 14
gue y con XI,...,Xp, a través de una funcidén f sencilla (inter-
pretable si es posible) tal que para cada i en 1 el valor yy se
determine aproximadamente como T(X1i,....xpi). La diferencia se
atribuye a un error aditivo e, desconocido.

i

Tenemos entonces:

- 1 P =
V= fx i,X i....,x i) + ei WESH 122, % yin

Para escoger adecuadamente la funcién f es necesario defi
nir un criterio, una familia de candidatos (paramétrica o no) y

de jar que los datos decidan.

En el marco de la regresién lineal la funcién f se toma 1i
neal en los argumentos, es decir, los candidatos para modelo

tienen la forma f(X1....,x ) o= z1b

P donde b1,bz,....bp son

il

nimeros reales llamados parametros cel modelo

Yo b aXw oo Al aX 4 wanis i i P i = 1,2...n (1)
P i
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La razén para trabajar con modelos aparentemente tan sim -
ples como los lineales se debe a que por una parte la aproxima-
cién lineal puede ser suficiente en cierto rango de las varia -
bles X1,.... Xp. lo que no justifica una funcidén mas comple ja.
Por otra parte, el cdlculo numérico y el andlisis teérico de
los modelos lineales es harto mas simple que las alternativas

no lineales.

En la figura anterior se presenta una forma de dependencia
entre Yy y x1 que seria perfectamente aproximada por una recta
en el rango [ a,b].

al §

La variable y y las restantes X ,...,Xp, tienen roles asi-

métricos y suelen llamarse respectivamente variable a explicar

y variables explicativas.

Tradicionalmente el estudio del modelo de RL va precedido
de una serie hipdétesis probabilisticas sobre las variables y
los errores. En una primera etapa vamos a prescindir de ellas

para enfrentar el problema con espiritu descriptivo.
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4.1.- NOTACION MATRICIAL-VECTORIAL,~-

Presentaremos el modelo de RL usando los mismos espacios

que intervienen en el ACP (ver esquema de dualidad).

Definamos el vector de errores e en F cuyas coordenadas

en la base canénica son los L Entonces las ecuaciones en (1)

la fundimos en una escribiendo:

y = b X1 + b XZ

P
4 2 +.40t bpx + c (2)

Donde apreciamos que y

lineal de variables explicativas y un término de error e

se descompone en una combinacidn

Sea w el sev de F engendrado por las variables explicati-

vas X1.....Xp. La ecuacidén (2) nos dice que y se explica

diante una componente a lo largo de w mds un error.

En la ecuacién (1) podemos interpretar al vector de
cientes B

viduo X1 en E el valor

como una forma lineal en E* porque asocia al
T oboe %Yy a B )y =< By X2 .

VoV i i
En este sentido B se comporta como el representante

de una variable. Para recuperar la auténtica variable de

me -

coefi

indi-

en E*

F que

B representa recurrimos a la aplicaciénX' y obtenemos X'B. Pe-

ro si B = [ b e* tenemos X'B = f b X'e* = f b x',
\ A SR L v Vv v \ L

De manera que la ecuacién (2) es equivalente a la expre -

sién matricial

y = X'8 + e
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Es bueno notar que W = X'(E*) y que dim(W) = rango(X') =

nimero de variables linealmente independientes.

PROBLEMA CENTRAL: ENCONTRAR B EN E*, OPTIMO.

El1 problema planteado se conoce como problema de estima -
cién de los parametros b1,....bp. Para resolverlo necesitamos

un criterio.

Nuestro enfoque sera geométrico para explicar o aproximar
y con un vector de W buscamos aquel § en W mds cercano de a y
en el sentido de la distancia N de F. Necesariamente § se es -
cribe como § = X.B con B en E*, aunque B puede no ser d(nico.
Consideramos a B como solucién del problema central.

La unicidad de B se consigue sii X' es inyectiva en efec-
to si X'B1 = X'B2 tendriamos ker(X') # {0}

Si X' no es inyectiva se dice que el parametro no es
identificable, problema que esta ligado a la estimabilidad (in-

sesgada) de combinaciones lineales de los bv.

Desde el punto de vista de las variables, cuando X'no es

inyectiva se habla de multicolinealidad.

El enfoque geométrico que hemos adoptado corresponde al
famoso criterio de minimos cuadrados. Si N = 1 se habla de mi -
nimos cuadrados ordinarios. Si N es cualquier métrica euclidia-

na se le llama minimos cuadrados generalizados.
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4,2.- SOLUCION DEL PROBLEMA CENTRAL.-

Nos basamos en el siguiente resultado muy conocido, en el
punto § de W mds cercano de de y en el sentido de N es la pro
yeccién N-ortogonal de y sobre W. Para convencernos miremos la

figura y los cdlculos a continuacién

Designemos por A el proyector N-ortogonal sobre W. Enton -

ces y = § + & = Aly) + (1-A)(y).

Si Z en W es cualquiera tenemos: d(y,x)2 = IIy-Z||2 =
o 2 an2 o 2 a2 iy 2!
ly=9 +y-2zI1° = Hy-311° + N5-2z[1° > [ly-5ll° = d(y,5)°.

Busquemos ahora la forma explicita para § (o para el pro -
yector A), partiendo del simple hecho que & (vector de residuos)

es ortogonal a W = X'(E*).

Para cualquier e*  3) = <Nx'e*v,é> = <e*  XN&>
\'/ v

= <cav_xN(y-;!> = 0

de donde salen las famosas ecuaciones normales:
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XNy = XN§ = XNX'B = VB

Si X' es inyectiva V es invertible y podemos despejar la

solucién B lnica:
2 1 =
B = V- XNy = (XNX')~ 'XNy.

Cuando X' no es inyectiva se puede recurrir a inversas ge-
neralizadas para seleccionar alguna solucidén de las ecuaciones

normales.

La expresién para el proyector en el modelo de rango com-
pleto (X'inyectiva) es
A= xt(xnx) T Txn,

4.3.- CALIDAD DE LA REGRESION.-

La regresién serd buena en la medida que la parte de y que
no se logra explicar sea pequefia. En otras palabras, mejor es

la calidad mientras mds chico sea &.

El indice r“ de correlacién lineal miltiple mide la cali-
dad global de la regresidén en los términos expresados mas arri

ba:

2 S 2
rS o= SIS 7 Nyl

y no es otra cosa que el cos2 del dngulo entre y y el sev
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En general la calidad de la regresién depende del comporta
miento global de los residuos &, cuyo andlisis detallado sirve

para comprender y corregir el modelo.

4.4,- HIPOTESIS PROBABILISTICAS.-

E1l modelo lineal y = X'B + e suele adornarse con muchas
hipétesis probabilisticas que permiten, entre otras cosas, de-
mostrar la optimalidad del criterio de minimos cuadrados y efeg

tuar test de hipdétesis estadisticas sobre los pardametros.

Estas hipétesis facilitan el tratamiento teérico elegante
del modelo de RL pero la validez de las mismas es dificilmente

verificable a partir de los datos.
Consideremos algunas de ellas:
H1) y es un vector aleatorio.

H2) Las variables explicativas no son aleatorias

H3) El vector de errores tiene esperanza nula. E(e, )=0.

o =

H4) Los errores son no correlacionados. E(eiek) =
H5) Los errores son independientes.
H6) Las varianzas de los e, son iguales.

H7) e tiene distribucién normal multivariada.

4.5.- TEOREMA DE GAUSS MARKOV.-

Con H1, H2 y H3 se puede demostrar un interesante teorema
sobre la calidad del estimador de minimos cuadrados 8 y ademds

indicar la métrica N que se debe escoger.
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En la férmula B = (XNX')“xNy observamos que B es funcién
lineal de y.

El1 teorema de Gauss Markov afirma que entre todos los es:i
madores B lineales en y, B es mejor, en el sentido gues la dife-

rencic de las matrices de varianza-covarianza V(B) - V(B) es
semi dp, siempre que la métrica N se tome como la inversa de la
matriz de varianzas covarianzas del vector de errores E(ee') = &

Si agregamos la hipétesis H7 se puede reforzar la conclu -
sién del teorema de Gauss Markov, diciendo que B es el mejor en

tre todos los estimadores insesgados.

Finalmente corresponde notar que la hipétesis de normali-
dad permite, al menor en principio conocer la distribucidén de
v, ;. & y de otros estadisticos de interés, brindando al usua -
rio la teoria de la inferencia estadistica cldsica; estimacién

y test de hipdtesis.

4.6.- INTERPRETACION Y ESTABILIDAD DE B.

€1 modelo lineal provoca en el analista la legitima tenta-
cién de interpretar los coeficientes.Imaginarlos por e jemplo co
mo elasticidad precio-demanda, indice de reactividad, coeficieg
te de aislacidén, etc. Esta practica es interesante pero peligrg
sa puesto que el significado de un coeficiente depende no sélo
de la variable que multiplica sino también de las restantes ne

cordar que en general las variables explicativas estan correla-
cionadas).

Por otra parte el coeficiente que multiplica a una varia -

ble dada cambia si el conjunto de variables "acompafiantes" es

alterado.
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Otro problema delicado es la estabilidad de ;. que podemos
formular como una pregunta: ;qué confianza se puede tener en el
valor de ; calculado. La respuesta depende, por un lado de la
precisién de los algoritmos de cdlculo, (factor no despreciable)
y por otro de las relaciones de colinealidad entre las variables

explicativas.

Para enfrentar situaciones concretas se procede a estimar
la varianza del estimador del coeficiente de interés y luego se

usa ese valor como indicador de calidad.

Hay un Gltimo aspecto importante que mencionar la signifi-
cacién de B. Esto se refiere a decidir si uno o varios betas
son significativamente no nulos, o si por el contrario, son dis

tintos de cero solo por azar.

En términos del modelo, la significacién de los betas habla
de la relevancia que las variables correspondientes tienen en el
modelo. Si demostramos (o decidimos) que bV deberia ser cero, es
tamos diciendo que x" debe salir dle modelo, porque en nada con-

tribuye.

Este tipo de problema cae en el dmbito del andlisis de va-
rianza y los test F que no se tratan en este apunte. Sin embar-
go hay una interesante aproximacién geométrica al problema de
la significacién que vale la pena considerar:

Supongamos que B se particiona en dos pedazos 81 y B Sos

P
pechamos que las variables asociadas a 81 no son relevantes, es

decir, creemos que B, deberia ser cero.
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Para comprobar esto procedemos como sigue: estimar el mo

delo completo, luego estimar el modelo botando las variables

sospechosas y finalmente comparar. ;Cémo?, decidiendo en base a

los tamafos de los respectivos vectores de residuos.

W = Espacio engendrado por todas las variables explicati-

vas.
wz = Espacio de las variables no sospechosas
§ = Proyeccién N-ortogonal en W.

§, = Proyeccién N-ortogonal en W,
& =lyE L= =

La regla de decision es botar las variables sospechosas si

HEZH no es significativamente mas grande que |[[&]]
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4,7.- LOS RESIDUOS. -

El vector de los residuos & contiene valiosa informacidén
sobre datos aberrantes, errores en la especificacién del mode-

lo, validez de los supuestos probabilisticos, etc.

Un procedimiento muy Gtil consiste en graficar los resi -
duos e interpretar dichos graficos. En general un grafico de
residuos no debe mostrar tendencias sospechosas. Debe verse

aproximadamente asi:

el

Situaciones que se apartan de este caso ideal, admiten al-

gunas explicaciones como veremos en las figuras a continuacién:

en la variable s

Remedio: agregarlo

Diagnéstico: falta término cuadrd-

Remedio: agregarlo
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Ei!lﬂél ico: la igualdad de varian- =
tas de los y, es falsa. e, ) A e
Remedio: Cambiar métrica N o trans- R 5
formar la variable y. Lf\'."‘
e
\\\

Remedio: estudiarlos en detalle y et JE b

svantuslmenteNreticartosas -~ 7T B 5 SRR CREYS

Apenas hemos tocado la superficie de la regresién lineal,
en teoria o practica. A quienes deseen profundizar en el tema
recomiendo el excelente cldsico "Applied Regression Analysis"

de N. Draper y H. Smith (2° edicién).

5.~ REFERENCIAS. -

[1] Draper N. Smith H., Applied Regression Analysis, Sec. ed.
Wiley. 1979,

[2] Mosteller F., Tuckey J., Data Analysis and Regression, Ad.

Wesley, 1977.

[3] Pages J.P. Cailliez F., Introduccién a L'analyse des
Donnees, Smash, 1976.

6.- ABREVIATURAS. -

ACP = Anklisis en Componentes Principales
dap definida positiva

etc = etcétera

L = Regresién lineal

sev *= Subespacio vectorial

sii = 81 y sélo si



