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DETERMINACION DEL CENTRO DE K [ x ;cfj . 

Hngo Ra mí r ez Pas;sarg~·: t 

Se p re sen t a e l pr o b l e ma de la deter mi na c i ó n del ce n t r o 

de l anill o de l a s S KEW-P o l i n 0 mials K [ x; ó ] . S e deter mi na q u e 

C(K [ x; 6 J) = k e r ó si 6 es tr a scende n t e so bre ~ ; 

C ( K [ x¡ 6 } ) = (ker 6 ) ( n ( x )] si ó es a l g e braica s o b re K, 

s iendo n (x) el poli n o mio mini mal de 6 so b r e K. Es te caso s e 

d a en c ar (ke r 6 ) = p > O, [ K : ker 6 J = pn , y 

o 1 Eke r 6) . 
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DEFINICION 1. 

Dados un campo K y 6 una derivación no nula definida sobre 

K, defi nim os el anillo de polinomios e n x y coe f iciente s en K , 

con x no central, como el co n j un to 

K ( x; 6 ]= { x 1 a 1 1 <a 1 l 1 e IN es una sucesió n en K de s opo!: 
i e I N 

te f i nito , co n igualdad, adición, y multiplicación d e finida s 

p o r: 

1) 

z) 

J) 

i e IN 

i 
X i e IN b i <:==~ a i Vi E I N 

i e IN 

K [ x; 6] s atisface la s propiedades si gu ie nt es . 

4) La fu n ció n g: K [ 1t; 6 ( .. IN . g{f (x)) = max ( i/a 1 J. O} 

donde f(x) 1 J. O es una función grado qu e s at isf! 
i E IN x a 1 

ce g(f(x)-g(x) ~ máx {g(f(x)); g{ g(x))} y 

g ( f(.).h(x)) = g (f(x) ) + g(h(.)). 

5) K 1 x ; 6] es un an illo íntegro que sat i sface algoritm o de di-

visión a la izqui erda y a la derec h a. L u ego es 

de i deales prin c ip ales izquierdos y dere chos . 

domi n io 
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6) V(A , a 0 , a) don de A es ar:iillo; a: K .. A h o momor f ismo de ani-

l los; y a 0 E: A s atisface la condición (C) 

Va t K, a0 ~o a 0 a 0 aó:o 310 : K ( x; 6 .] .. A que satisf~ 

a 0 Ade más c uando B existe, f(x)O =f; {aJ ce0~1:1,=oy x 0 

donde fa (a ) e A e s obtenido al 
o 

de f( x) por su imagen bajo o, 

OE FINIC I ON 2. 

sustituir c ada coeficiente 

p o r a . 
O· 

Sea A anillo. Ent o nces el conmutador de a,b e: A es 

[a ,b] = ab - ba y satisface las prop iedades. 

7) { , J ' Ax A • A es bi-aditiva. 

8) Va,b E: A la s funciones 6a , ób : A .. A 

defi n idas por 

óa = (a, . J , · y 6b = [ . , b] son las deri vaciones internas 

inducidas p o r y b . 

9) Si a: A .. B es hom o morfismo de an illos , en t o nces preserva 

conmutad o r es : 

Va, b< A,[a.o]º = laº , b"J 

DEFINICION 3. 

De n o t a mos p or k e l su b-campo d e K d e l a s cons tantes : 

k = k e r 6= { ac K/ a.6 O) 
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DEFINICION 4 , 

E l c en tro de u n a n i llo A es e l s u ban il l o 

C(A ) = {a E Al [ a , b] = O , Vb E A) c u yos el e me ntos s e llaman cen 

tr a l es . 

PROPOSIC ION 1 : 

E n K [ x; ó] v a len l as igua l dad es : 

n -1 
l O l [a,x " J= E 

k n - k 
)( a 6 Va E A , Vn EIN* 

k=O 

Co n vie n e dest a c a r e l cas o n 1: [ a ,x J a ó Va ~ K 

11) a , x n ] = O , Va E k , Vn E IN 

1 2) xna ,x ) = xn [ a , x Va E K. Vn E I N 

13 ) , ) : K ( X¡ Ó) x K [ x ; ó J • K [ x; ó ) k-bil in ea l 

OEMOS T RACIO N: 

10) Pa r ticularizan do (3) co n a i= O ,V i GIN * , 

resu l ta 

n - k 

n n 
ax - x a 

·n-1 
E 

k= O 

(:) x k a ón - k 

x k a ón- k n 
- X 
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11' ) 5 i a E k ker6 = => a 6 = O===> a6i = o, Vi E IN. 

n-1 
n )xk a6n-k =O Luego por (10) ( a,xn] 

k= o 

12) [xn a,x) 
n n 

x a x - xx a 
n n n n+1 

x ax- x x a=x ax-x 

13) De (7) sabemo s que ( ,]es biaditiva . Sea 

f ck[x;6} ent o nc es V >. t k, Vae: k, Vi tIN, 

[>. .x 1 a , f J = (),, . x 1 al 6f = 

>. 6' f . x i a+ A ( x i a ) 6 f = [>. , f ] x i a+ >. [ x i a , f ] = >. [ x i a , f } 

(pues >..ck e s c entra l :[>.. , L xia 1 } 

' i= O 

Lu e g o [ .• ' 

i•O 

' i= o 

i=O 

l[>,xi) 

f J es h o mog é nea sobre monomios 

adit i vi da d se r á ho m o ~ é n e a sobre polinomios. 

y por 

La h omo g eneidad d e [ f, . ] se prueba del mi s mo mo d o. 

o) 
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PROPOSICION 2, 

Se a f ( x) 
i 

t x a i e K [ x; 6 J . Ent o n ces 
i= O 

a) ( f (' 1 , ' ] 

b 1 ( a , f (' 1 ] 

n-1 

E 
k=O 

i = O 

Si a 1 c k, i = O, ... n a c k 

OEMOS TRA CI ON: 

al ( f !' I"] = [E 
i = O i = O 

b ) ( a ,f (, ) 1 = r 

i = o 

l 
a , ao+xa1+ ,.,+x ª i 

n 

' 

n - 1 

k =O 

97 
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PRO POS I CI ON 3 . 

El h o mo mo r f i s mo de ani l l o R: K + En d ( k , + ) t a l qu e 

+ aR: b ... b a s e e xt i e n d e de mod o ún icon c o n xR = 6 

R' K [' ; 6 ) E nd( I(,+). Ade más R es K - lin e a l do nd e En d (K , + ) 

es K- es p acio v e ctoria l d erec ho ví a la ac c i ón f). = f o h R ' 

OEMOS TRACION: 

P a r a ex t e n de r R b a s ta qu e cu mp la l a c ond ic ió n C de (6): 

V a E K 

es dec ir, ªR o 6 = 6 o a R+ ( a 6 ) R y es t a s fun c io ne s s o n ig u a -

l es p ues : 

b 
óOa R+(aó)R 

b6 a + ba 6 1ab 16 b 
ªRº 6 

Vb 'K 

e s k-lineal pu e s ( f {X) }._ 1 R f (X) R o ·" = f (X) R o Aíl 

f ( )( l R >. 

PROPO SICION 4, 

S ean i:-I N* un p r i mo d e I N ta l q u e 

1 ~ ) = ( ) = = 1 
n 

= o ( mo d p 1 . 
n = 1 

Ent o nc e s t e lN* t a l qu e p t 

OE MOSTR AC!ON : 

Descompongamos n t P,l' m p m co n ·1 

o 1p1 1 
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si 

t 

m > 1 = = = > 1 < p t < n = => { p m ) 
t 

p 

l o que es contradicción. 

PROPOS I CION 5 . 

= m O ( mod p) 

Sea A anillo y a, b t C(A), b ca n ce l able . 

Sea e E A tal que a = be. Entonces e E C ( A} 

OEMOSTRAC ION: 

En efecto Va tA , O =aa - ao= o b c -bco= 

b (oc-c a) ===>oc - co =O. 

99 

I JACOBSON-BOURBAKI) Se a campo . Enton ces dado AJ 1 s u b-

anillo de En d(K, +) tal que: 

a) A es s~b-e s paci o vectorial de re cho sobre K de End (K,+). 

bliA :KJ =íl 

Entonces k = { atK I a f 
Rº 

es un subca mp o de K , [K: k J 

OEFINICION 5 . 

f o ªR 

n y A 

Vf EA J 

EndR(K ,+). 

Usando el h o mo morfi s mo l i neal de ani ll os de pr o po s ición 

13) R: K 1 x; 6 ] • End 1 K , +) 

Sea K [ 0 J = I m 
i 

6 a .I n E IN 
l 

d o nd e 6 
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Lu ego K [6J es un s ubanillo de End(K,+) homomorfo a 

K [ x; 6 J que ad e más es una espacio vecoti ral derecho sobre 

K. 

PROPOSICION 6. 

S upongam os que ex is te un pal ino mio f ( x) e K ( x; ó] de grado 

mínimo con . f( 6) = O . 

En to n ces IK ló) K] =grado f(x). Ademá s el algoritmo de 

d i v is i ó n de K [ x , 6J i m p 1 i e a que s i g E K 1 x , 6 ] s a t is f a e e 

g{{i ) =O===> f(x ~/ g(x). 

DEMOSTRACION ' 

Es obvio. 

Finalmente e nun c iamos el resultado en un Teo r e ma . 

T EO~EMA ' 

C(K [ x; 6 J) = k si 6 es trascendente sobre K. 

C ( K 1 X; 6 ) ) ki n(x) ] si 6 es algebraica sob re K, siendo 

n{x) el polino mio minimal de 6 sobre K. 

k = p >o 

o i e k) 

Este último 

y ! K,k)=pn . 

c aso se da n eces ariament e e n car 
• p" pn-1 

Ad e ma s n( 1<l = x a 1 + .. +1e, 
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OEMOSTR AC ION: 

Pri me r ame n te u n ele me nt o a e K e s c e n t r al s i y s o lo s i a c k. 

En e fe c to a e e ( K ¡ x ; 6 ] <= => [ f , x } = f 6 = o 

<== > f e k . 

S u po ng a mo s qu e f (x ) t x iai cC (K[x;ó]l. 
i =O 

Es cla r o que f( x ) (an i O, gr f > 1 ) es ce ntr a l <==> f( x) 

c o n muta co n y c o n c ada a e K 

<===> [f (K),x] = [ a ,f(x) J = O . Us ando PROPO SI CI ON (2) e s t a s co ndi

cio n es so n e quiva le nt es 

i =O 

(i o' 1' n) y a 

i - 1 
ª 1 + . .. + r: 

k= O 

n- 1 
~ l x k a 6 i- k a . + .. , + r: ( n )xk 

l k =0 

V a E K 

Co mo es t e p o l i n omi o es nu lo , s u coe f iciente de 
i- 1 

' 
? ¡ -

ª 
6 n - i + 1 

a ªn o, 

Va E K 1 , 2 , 

Esta ú l t i ma ecu a c ión es eq u i va l e n te a : 

1+1 n -i+1 
)a . +1 + . . . + ó Ja n .. O 

i - 1 1 i - 1 

i = 1, 2 , , . , , n 

O, 
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E n part icular pa r a i = 1 , n re s u lta: 

' 6 , o o 

==> c arK = p >O, p p r i mo . Ad e más , si definimos 

g(x) = f( xl - f(O) , g(1d es ce ntr al g ( 6 ) = o 

Co mo s up o n emos que exis te un polin o mi o no constante f 

tq f( 6) =O p odemo s e legi r un polinomio n(x)~ Kix; 6 ] = O 

mónico, de grad o minimal tal que n(ó) =O . 

Po ngamos n( x) = 1 . 

E nt once s n(x) es ce ntral pue s u s ando P roposició n (2) 

n -1 

[ n ¡,) ' ' 1 = '· a ó '· ª6 de menor grado 
i=O 

l l 
i= O 

l l 

que n (X) y [ n ¡,)' ' 1 R = 1 n ( x ) R, ,R J [ n ( ó ) , ó 1 = 

= 1 o ' ó 1 = 

( n (X) " j = 

Po r o tr o lado Va e K, 1 a , n ( x) 1 

i-1 
i 

n - 1 
ó 

t ( )x 
k 61- k n k a ó n-k 

a.,+ . . . + 
k 

a a 1 + .. . + t ( ) ' a 
k-0 k=O 

n 

es de menor grado que n{x) " R [a,nC.l) =[a 
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~=> [a, n(x)] =O, Va c K . 

Ah ora pr oba mos por inducción sob r e el grado de f(x) lo si

guiente: 

si f(x) es ce n tral, gr f(x) ~ 1, existe ge k [ x ] tal qu e 

f 1' 1 g 1n1 ' 11 

f cent r al ===> ( f - f ( O )) ( 6) 

f(x) - f(O) = n(x) f 1 ( x) 

O ===> n(x)/f(x) - f(O) ===> 

por Proposición ( 5 ) f 1 ( >e) es centra l. Si f 1 (x)t k 

===> f(x) = f(O) + n( x) f 1 y luego si , 

g(,I = flOI + r 1 , c k ¡ ,¡ 

===> f{x ) = g(n(x)). 

Si gr r 1 ~ 1 y como gr r 1 < gr f 

==""> por hipóte sis i ndu ctiva f 1 = g 1 (n(x)), g 1 c k [ x J 

y lue go f(x) = f(O) + n(1tl g 1 {n(lC) ) 

entonces si 

g{x) = f(Ol + Kg1(x) Ek (X 

se tiene que f(x) = g(n()C)). 

osea Clki' . 6)1=kln1'1]. 
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Ahora determ inemos la for ma ex plí cita de n(x) 
n i 

co mo n(x) es c entra l, si n(x) = t x a 1 entonces valen 
i=O 

ig ua ldades 

6n-i+ 1 n 

+ • •• +a (i-1)on=O 

Va e K , 2 , 3, ... , n - 1 

es deci r los polinomi os 

f i ,¡ la 
i- 1 

2 i+1 n-i+1 

+X (i -1 ) 0 i+1 + ..• + x (i-1)an 

sa ti sface n r 1 (6) =O 1.:Sgrf 1.,:Sn-1 y lu ego 

las 

s us coeficientes so n tod os nulos. Estos coe fi c ientes se pueden 

po ner en el arr egl o: 

2 
) 

) º 3 . ... ' ) . ) (i 2) 1 º 2 . 
J"'"' n 

l o .. 1 ) . ' .... >. 1 i 3) 
3 j n 

) ( i J) 
j-1 • J-1 . j'" 

(i n -1 ) 
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lue g o si º'J "'- O se deduce que 

J 
1 j - 1 ) O ( PI 

===> pt . Es decir al considerar un mon omio 

1 
X 0 ¡ de m(x ) en entonces i 

i~ 2 

lue g o n(x) 

Fi nal me n te po r proposición (6) y defi n ició n ( 5) s abe mos 

que K{6] es u ~ suba n illo de End{k,+) q u e ade más es 

pacio vectorial derec ho sobre K de End(K,+ ) y 

IK 16]: K ]= gr n(x) =o" 

Además { a E K V A E K i 6) ) 

= {a t K : a R 0 6 = 6º a R ) = k e r 6 = k 

Lu ego por Jacob son-Bou r baki I K : k ] = pn y 

K(4) = En dk (K , +) . 
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