
cuso, vol. 3. octubre 1987 
Plga. 81-91 

CONTR©LABILIDAD DIR ECCIONAL BIPARAM ETRICA EN EL PLANO (*) 

M. El~na San Martín A. •H~ 

RE.SUMEN: 

Se plantea el problema de establecer re@i0nes del plano 

las cuales sea fa c tible mover el esta d 0 i micial a través 
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de trayect 0 rias rectilíneas que tengan u rn a dirección preesta-

blecida . 
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INTRODUCCION: 

Consideremos el sistema de eom tr o l 

X=Ax+BÜ X ( Ü ) = X Q (i ) 

d o nde x un v ector de IR" con t ro l med i ble con val o 

res en ~ IRm y A y B ma t ri ces de or d e n a propiad o. 

Se dice que (x 0 , y 0 ) pertene c e a un a reg ión de contr o

labilidad direccional de l sistema (1) s i exi s t e un control Ü 

para el cual la corres po ndie mte solu GiÓ n es un a trayeetoria 

rectilínea en una dire cc ión prefijada. La det erminació n d e 

ta l es regiones úti l c u and o se trab aj a con r estri c ciones de 

es tado de tipo poli é dr ic as. 

El problema que se d es e a abordar es deter mi nar regio ~ e s 

d e co ntr o labilidad dire cc ional p ara e l si st em a 

+ b y + u X ( Q ) XQ ( 2) 

C X + d y + V (o) 

donde u,v ) toma v alor es U = ( -M, M ) ( - M, M ) • 
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SOLUCION DEL PROBLEMA: 

Consideremos primero el ca s o e n que la trayec t o r ia desea 

da no es paralela al eje y. 

E n tonces , dada una constan t e m , s ea x = x (t), y 

ción de (2) tal que 

y = m x - m x 0 + y 0 . 

Luego, 

m x 

de donde 

e x + d y + v = m a x + m b y + 

y sustituyendo (3) en (2) y (4) se obtie n e 

y (t) solu 

(.J ). 

(4) 

a + b m ) x + b ( y 0 - m x 0 ) + u (5) 

mu+ (bm 2 + am - d m-c)x + (m b-d)(y 0 - m x 0 ). 

16) 

Esta última relaci ó n indica que la trayectoria rectilí

nea está sujeta a restr ic cion e s que dependen de la condición 

inicial y de las const a ntes a, b, e, d, m, M. Además , indica 

que se tiene un grado d e l i b e r ta d para la e lección de u y v . 

E n base a ello , en adelant e sup o ndremos el control cons -

t a nte y analizaremo s e l pro bl e ma por ca s o s. Por supuesto, ca 

d a región de controlab il id a d d ir e ccional resultará dependi e n-

te del control el egido. 

Caso A. a + b m = O 
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De (5) se obtiene 

X (t) = (a Xº+ b Yo + u ) t + Xº . 

Si a x 0 + b y 0 + u = O ento n ces x (t) = x 0 , y{t) = y 0 

lo cual indi ca que n o s e p uede sa lir de (x 0 , y 0 l mediante una 

t r ayectoria r ect i lín ea . Es decir, la recta ax+ by +u = O es 

re ct a de puntos estable s para nuestro proble ma , de pendiente 

Si a Xº + b Yo + u ~ o 

X = a x 0 + b y 0 + u 

de 

Y = m 

se obtiene información inmediata e n cuanto a l sentido de movi 

mi e nto de la trayectoria y de (6) se tiene que 

De aquí resultan lo s si gui entes su b cas o s : 

A 1. Si d m + e = O , a + d = O e nton ces ad-be = O y 

u, co ndición que limita la posibilidad de elección 

de u; c uand o lml >' 1 debe t enerse lul< ~ . 
- - lml 

la región d e co ntr o labilidad direccional son l os semi -

planos abie r to s determinados p o r la recta 

a X + b y + U = Q 
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A 2. Si d m + e - O , a + d .J. O entonces 

v (t) =mu+ ( a+ d)(m x 0 - y 0 l, 

en consecuencia l os punt o s (x 0 , y 0 ) d eben estar e n la 

franja 

A 3. Si d m + e -/:. O a + d = O ent o n ces 

V ( t) - ( dm + e) [ ( ax 0 + by º + u 1 t+x 0 

de d0nde, haciendo A 
mu-M 

B = 
mu+M 

dm+c dm+c 
se tiene 

A5_ 'o < 8 si ax O + byº + u > o. dm + e > o 

B ::_ 'o < A si ª'o + byº + u > o. d m + e < o 

A< X < o- si ª'o + byº + u < o. d m + e > o 

B < X < o - A si ª'o + byº + u < º· d m + e < o . 

A 4. Si d m + e -/:. O , a + d :A O ent o n ces d e (7} se o bt i e ne 

- M - mu < (am - c)x 0 - (a+ d) y 0 _: M - mu 

si (a x 0 + b y 0 + u) (d m + e l > O ; 

- M - .:S. ( am - c J x 0 - Ca + d)y 0 < M - mu 

si {a x 0 + b y 0 + u) ( d m + e l < O . 
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Caso B. a + 11 m ;é O 

So ( 5), 

X ( t) 
1 --------

a + b m 

de donde se deduce que, n uevam ernte, ax + by+ u O es ur.ia 

recta de puntos esta~les . 

S i ax 0 + by 0 + u ;é O, de (6) res~ltan los siguientes su~ ea -

sos: 

B 1 . 

B. 2 . 

Si bm 
2 

+ dm e = o' bm - d = o ent onces am - -

y se t i ene un caso análogo a A 1. 

Si bm 
2 

+ dm e = o, bm d , o am - - - entonces 

V ( t) = 

y por lo tanto el estado inicial ( x 0 , y 0 J debe estar 

en franja 

- M - mu 2_ ( bm - d ) ( y 0 - m x 0 ) 2_ M - mu , 

B . 3 . S.i bm 2 + am - dm - e {; O , ad - be-= O entonces, hacien-

d o L y sup o n iend o L > O , se de-

du c e que 

- L ( M + mu) ~ ax 0 + by 0 < L { M - mu l 

a + ltm > O ; 
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ax 0 + b y 0 2 L (M - mu>. u 

5 i ª'o + byº + u > o. a + 

- L (M + mu) < ª'o + byº 2 

si ª'o + byº + u < o. a + 

ax 0 + by 0 ~ - L {M + mu), 

~~-=-~ > - M ( *) 

a + bm 

bm 

L 

bm 

< o; 

(M - mu) 

> o; 
dm+c2_M(*) 

a + bm 

si ax 0 + by 0 + u < O, a + bm < o. 
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Nótese que en (*) aparece una restricción sobre el con-

trol u . 

B 4. Si bm 2 + am - dm - c t O, ad - be -lo O entonces de (6) 

se obtiene 

- M - mu 2_ (am - c>x 0 + (bm - d)yO < M - mu 

s i ax 0 + by 0 + u > o, a + bm > o; 

(am - clx 0 + (bm - dly 0 2_ M - mu 

(tnx 0 - y 0 )(ad - be) 2_ -M (a + bm)-u(dm + c) 

si ax 0 + by 0 + u > O, a + bm < O; 

- M - mu <(am - c)x 0 + (bm - d)y 0 2_ M - mu 

si ax 0 + by 0 + u <O , a + bm > O; 

(am - c)x 0 + (bm - d)y 0 ~ -M -

( mx 0 - y 0 l(ad - be)~ M (a+ bm) - u (dm +el 

si ax 0 + by 0 + u "- O, a + bm < O. 



.. Controlabili dad direcci ona1 

S u pongamos ahora que la trayectoria deseada es paralela 

al e j e y . Entonces, debe t enerse 

"'o + by + u = o ( 8) 

cx 0 + dy + V 

de donde 

-ax 0 - by . ( 9) 

Co mo depende de V' resulta que en este caso también 

tenemos un grado de libertad para la elecció n de u y v, por 

l o tanto supondremos cor.istante . ( Si fuera constante 

b /: O no se podría salir ~e ningún estado inicial). 

Si d = O, b '/: O, de (9) y (8) se tiene 

y 1 t) 

u ( t) 

{cx 0 + v) t + y 0 

- b (cx 0 + v ) t - {ax 0 + by0 ) . ( 10) 

La recta de pun t os estables será e x + v = O. Si el es

tado i nici al n o pertenece a esta r ecta, de ( 10) se obtiene 

- M 2_ ax 0 + by 0 < M si 

- M < ax 0 + by0 2_ M si 

b (cx 0 + v) >O; 

b (cx 0 + v) <O . 111) 

S up o ngam o s ahor a d /: O , b /: O ; e n ton ces (9 ) implica 

y 1 t) = .1. d t 
e 
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de donde se deduce que s i el estado inic i a l pertenece a la rec 

ta ex + dy + v = O s e ri un punt o es tabl e par a nu es tr o probl e ma. 

S upongamo s c x 0 + dy0 + v ~ O e nto nces , su p o nie ndo 

~ > O , resulta n los s i guiente s c a s os ' 

- M <ax + - o + d y 0 + v >O , d> O; 

ax 0 + by 0 _:: M, x 0 (ad - be) _:: bv - dM 

si cx 0 + dy 0 + v > o, d < O· 

xo (ad - be)> bv + d M 

sicx 0 +dy 0 +v < O , d < O. 

Finalmente, si b = O e nt o n c e s I x 0 1< ~ si a .J: O o b i en 
- ¡a 1 

( 8) implica u = O, en c uyo c aso las regiones de co ntrolabi li-

dad di r eccio n a l son semiplanos abier to s o el plan o todo, depe~ 

d iendo de c o mo sean los coe f ic ien tes e y d. 

EJEMPLO: 

Co n si dere mos el sistema 

y + U , X (Q) 'o 
-X + V 1 { Ü) 

1u 1.:: 1 

1V1 .'.'. 1 

para el c ual a + bm = m , e + dm = - 1 , a + d O, 
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bm 2 + am - dm m2 + 1 , ac:i' - be 1. 

Si m = O , de A 3. se obtiene 

-1 2_ XQ < 1 si Yo + u > o' 

-1 ~ XQ 2 1 si Yo + u < o' 

Si m > o d e B 4 . s e d ec:i' l!J C e 

- 1 - mu 2. x 0 + m y 0 < 1 

- 1 - mu < x 0 + m y 0 2_ 1 

( f i g . 1 ) 

que 

siy 0 + u > O, 

Yo+ u < O, 1 f ig. 2) 

Finalmente, s i la trayectoria d e seada es p aralela al eje 

y , c:i'e (11) se tiene 

- 12yo < 1 si 

- 1 < Yo 2. 1 s i 1 f i g. 3) 

La figura i lu st~ a una po si bl i d ad d e de slizamie nto 

por la frontera a l c o nsiderar una re s tr icci ón d e estado 

1X12_ 1, 0 2. y 2_ 1 Ni t e s e que ello no es p o si b le si se consi-

deran las r es tric ci one s l x l 2_ 1 o b i e n I Yl 2 1. 
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