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APLICACIONES DE FUNCIONES GENERATRICES Y LENGUAJES
FORMALES A PROBLEMAS DE COMBINATORIA Y ESTRUCTURA DE DATOS *

Luis F. Hevia R.3¢

RESUMEN:

Se presentan propiedades de las funciomes generatrices or-—
dinarias y de los lenguajes formales, interrelaciondndolos de
forma que, dado un problema combinaterial, (les cuales son fire
cuentes en estructura de datos), si se leogra representar sus
objetos por un lenguaje y si este lenguaje puede ser generado
por una gramitica, entonces es mas fédcil obtener la funcign ge

neratriz para la familia de objetos que se estudian.
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a8 Aplicaciones de funciones

1.- FUNCIONES GENERATRICES ORDINARIAS.

Se usard el término configuracidn para denotar cualquier
objeto matemdtico, por ejemplo, una permutacidén, un drbol, una
funcidn, etc. Si S es.un conjunto de configuraciones, entonces

la funcién

SR =

o ——> w (g)

es llamada funcién peso en S y para cada oceS, w (o) se llama

el peso de o .

1.1.- DEFINICION:

La funcidn generatriz de un conjunto S de configuraciones

distintas, ordinaria con respecto a la funcién peso w en S, es

ow(x) = d el

S o €S
r w
x estd indeterminada y se dice que marca a w , y que os(x)

enumera a S con cespecto a w

1.2.- DEFINICION:

Sean S un conjunto de configuraciones, E una relacidn de
gquivalencia en S, y 51, 02 elementos de S, entonces se dice
que “1 es indistinguible de 9, ssi g, E 0, y que o, es dis-
tinguible de o, ssi {01] # [02] .



L. Hevia 39

Sea S un conjunto de distintas configuraciones y una fun -
cién peso en S. Entonces el problema enumerativo general que
nos interesa es encontrar el nimero Cn definido por:

(G # {lolelS) ¢ (G8) =R e

En otras palabras, encontrar el nimero de distintas confi-
guraciones de peso n. Esta funcién peso, puede ser el largo de
una secuencia, el nimero de arboles binarios, el nimero de se-

cuencias que empiezan con el 1, etc.
1.3.- DEFINICION:

Sea S, un conjunto de configuraciones y w una funcién peso
en S, se llamard s-objetos a los elementos de S que pertenez-

can a alguna configuracién de interés.

En la solucién de cualquier problema, la primera tarea es
identificar el conjunto S, la funcién peso w , y la relacidn
de equivalencia E asociada con la indistinguibilidad. Normal -

mente se tratardn situaciones donde E es la identidad.
1.4.- EJEMPLO:

Encontrar el nGmero de secuencias de largo 2 que estén for

madas por los simbolos 0,1 y 2.

Solucidn:
Aqui, S serd el conjunto de todas las secuencias de cual -

quier longitud, formadas con los simbolos 0,1 y 2.

La subconfiguracién de interés serd la que corresponde a

s lacieinciiasidielliaingo 2., "Asd s = {0, 1,2 * | con
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o ° 2
(R0 201 X =S OR D0 T izl SUSIOE P SOOI ER ST

©0,1,23 U {0,1,2} x {0,1,2} 0{0,1,2}x{0,1,2}x

S {1 ON T ST NS AR

En este caso los s-objetos son: 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21,
22,

E es la relacién identidad sobre S, y la funcién peso es

w (o) = (n1n2...nk) = K. Por lo tanto, la respuesta es C2 =IO

La funcién generatriz permitird contar cuantos elementos

existen sin contarlos uno por uno.

1.5.- LEMAS DE CONTEO ELEMENTALES.

Si F y G son conjuntos de configuraciones distintas con f

y g funciones generatrices ordinarias respectivas, entonces

1)) La unién disjunta F UG
2) El producto cartesiano ERCR G
3) La composicidn [ S e

tendrdn como funciones generatrices a f + Clon i o Gy 700 G PES =

pectivamente.

1.6.- LEMA DE LA SUMA.

Sea w la funcién de peso en el conjunto S de configuracio-

nes distintas. Sean A, B subconjuntos dis juntos de S. Entonces
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om (ExDEE 3 2 (&)
AUB oeAUB
i ng xm(a) S Xw(a)
ge A oe B

0% (x) +  o9(x) , ya que la unidn es disjunta. W
A B

1.7.- LEMA DEL PRODUCTO.

Sean a , B y w las funciones pesos en los conjuntos A, B,
A x B de configuraciones distintas. Siw ((a,b)) = a (a) + B(b),

para todo (a,b) ¢ A x B, entonces

w (1 B
® = ©
Axa(x) = A(x) Oa(x)

Demostracién:

De la definicién 1 se tiene que:

o ) T wlo) _ ) xw((a,b))

AxB = oeAxB * = (a,b)e AxB

T Lola)+s(b)
(a,b) e AxB
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De jando a fijo, recorriendo todos los elementos de b de B

y repitiendo el proceso para todos los elementos a de A se tie-

ne que:
w a(a) 2 B(b)
) = z °
Axg X aeA * beB
a B
= ®
= A(x) . B(x)
1.8.- COROLARIO:
OF Ao 8 o
Sea § = A* = A" U A UAU ... , y supébngase que w cumple

con la propiedad aditiva de 1.7, entonces

w

OB = s o0 )
Demostracidn:
8 (x) = 950 5l a2y, (%)
= éo o:k(x) (lema de la suma)

w
k
= ;0 (°A(x)) (Lema del producto)

=1 + o:(x) + f oi(u))z $ ooo

= i1 = e>:(x)]_1 )
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1.9.- DEFINICION. (Descomposicién del Conjunto).

Para encontrar la funcidén generatriz que describe un proble

ma se pueden utilizar bdsicamente 3 métodos:

..,,Bz)

Sea A =+ F(BO B 81 g
i) La descomposicidon es directa para A si Bi £ A

el (O R | =Sl O), S 2h st i, In e

ii) La descomposicidén es indirecta para todo Bi con

AR e | B! B, # A.

iii) La descomposicidén es recursiva para A si existe

Bi S A wEl GuiE G HEG G i s

1.10.- EJEMPLO:

Encontrar el nimero de secuencias en el alfabeto {0,1,2}

que comienzan con 2.

a) Sea A el conjunto que describe el evento
ARE(Ee MDA (0L 20 *

Claramente la descomposicidén es directa para A

° :;
AMANSERR o SRR o Mot b

donde m(n1,...,nk) =
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b))
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Xw(2) xw(0)+xm(1) s X”(Z)

(1

3
=R (GRS X ST 9x24 27x° + ..

= il = 3x)-1

sea A = {0,1,2}*

B‘l = @Al
52 =20 xel A 2
B3 = {3} x {0,1,2}*
Bo = 4%

® = ?
(x) 1+ 051 (o) s OB G5 S

2 E3

Por la simetria del problema,
°a* G = O (Gl = G () =@ ()
Por lo tanto

O it CEU S0 ()

(x)
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(1=28x)7" = 1 + 8 o (x)
1 =
O = GRS
= x(1 -= 3x)—1

c) Sea A = {0,1,2}*

BO = 0
B = {05
B, = {1}
B3 =2
B, = (0,2, h*

q

Como oA(x) SHa (Exe) =G =3)x))
4
SE(EI= )= (x)
B.‘ BZ 83
Sea S = B1 X 84
(GG i e e ()
- 3x = 5 (

-1
QS(X) SRR =3)3)
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1,11,~ DEFINICION:
Sean S y T conjuntos de configuraciones combinatoriales.
a) Si existe una biyeccién g9 : S+ T, entonces de dice que

es una descomposicién de S y se dnota

S+ .

w
w' en T tal que
dice que @

Si existe una funcidn peso
entonces se

b)
w(e) = w'(@(c)) para todo o€ S,
es una descomposicién de S que preserva el peso w y se
anota S =+ T.
1.12.- PROPOSICION:

S + T, donde S y T son conjuntos de configuraciones
entonces exis

Si

combinatoriales, y w es una funcién peso para S,
te una funcién peso w' en T tal que

oY = e
s(x) = 0 (x).

Demostracidn:

Resulta inmediato de las definiciones 1.1 y 1.12.

1.13.-' EJEMPLO:

(Cudntos subconjuntos de k elementos tiene un conjunto de

n elementos?.
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Sea A = (a1,az,.,., ar| }
s = P(A)
Cn,k=#{ 0eS /w(ag) = k }
w(o) es el nimero de elementos de G
2 n
Seial S (O] ke =T
oty ( Oy Opyeees an)
1 SH N E O]
J
donde o, =
J
(0] si aJ. £ o
Veamos un caso:
i ="
Si A a1, as, a3}
S = @, {a;},{ay),(ag), {a,a5%, -oon @y, @z, a3}
(O,‘l}3 =‘(000, S@@y - @l @l I oo ol
w o
Luego os(x) =9 r‘(x)
10,1}
n
= z a
donde w' ( LI un) : i
i=1
w w! n
o _(x) = [o“ (x)] por lema del producto
S
(o), 4.}

' ' n
[XN (0)+ mw(1)] el o

47



48 Aplicaciones de funciones

Asi el nimero de subconjuntos de k elementos de un conjunto

de n elementos es:

n
T 0 = @)
& K

1.4.- EJEMPLO:

Determinar el nimero de drboles binarios con n nodos inter-

nos.

Veamos una tabla con los primeros arboles binarios

Si n i N° drboles i drboles
! (=]
0 i (nodo externo)
il 1 0

g o
. : A e e

Sea B el conjunto de los drboles binarios (B) cuenta el

n® de nodos internos de B8

g+ (O)Y ‘v (/L\ } descomposicion recursiva
8

(forma pictérica de la relacién)

B Aa)) V] IO (R ERER )
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Como lim ¢ (x) = 1 seleccionamos el signo-, y desarrollan
b ()

do en serie la expresién resultante es:

il Zn n
ORI D = (SR
B e ounsE 1 -
1 2n
De donde cn = ———— ( n), el conocido nimero de Cataldn.
Nt

Observacién:

En virtud de la proposicién 1.12 se puede construir una bi-
yeccidén éntre el problema de los arboles binarios y otros proble
mas que tienen como respuesta el ndmero de Catalén.

2.- GRAMATICAS.-

2.1- DEFINICIONES BASICAS.

Sea I un conjunto de simbolos, a los cuales llamaremos ter-

minales.

Un lenquaije serd un conijunto finito o infinito de palabras
sobre I al cual llamaremos lenquaje formal (en contraposicidn

con los lenguajes naturales de comunicacién humana).
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Una gramdtica es la tetrada (N, , P, S) donde
N es un coniunto de simbolos no terminales

es un conjunto de simbolos terminales
S es el simbolo de partida

P es un conjunto de producciones de la forma
o+ g aRe BV A & NV
B € V¥ con V =T U N

La gramatica es de libre contexto (GLC) si ¥P, a = g
+, .t
donde a € N BeV (V' = V¥ — {e} )

e palabra vacia.

La gramatica genera un lenguaje formado por las derivacio-
nes (Transitivas) del simbolo inicial, segln las producciones,

que se definen como:
*
[S(GNIN=S (st e N EXN 7S =g )
Aplicando las producciones al simbolo inicial, se obtiene
un arbol de derivacidén, y si para una palabra existe mds de un

drbol de derivacién diremos que la gramitica de libre contexto

es ambiqua.

2.2.- EJEMPLO:

Sea N = {S}
Biimy R Yommaiws 4Sash
PR=S{IS NS SIS gEI)

= {S:+ ssla}
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(N, I, P, S) es una GLC ambiqua. ya que veamos dos &#rboles de

derivacién diferente para a3.

s/s\ /s\
o [ o
[ et G

2.3.- EL ENFOQUE DE LOS LENGUAJES FORMALES.

La conexién entre lenguajes formales y problemas de enume-
racién surgidé por primera vez en los trabajos de Schutzenberger
y Chomsky [1]. Ellos encontraron que existian series de poten -
cias (tiles para la clasificacién de Lenquajes Formales. Gross
[2] encontré propiedades de dichas series para interpretar los
coeficientes como todas aquellas palabras que tienen una misma
composicién de terminales. En consecuencia, si se representa
los objetos mediante un lenquaije y si este lenquaije puede ser
generado por una gramdtica, entonces es mas fdcil obtener la

funcidn generatriz para la familia de objetos.

Flajolet [3) muestra que es posible estudiar problemas com
putacionales evitando recurrencias y sumas a través de deriva-

ciones generatrices combinatoriales y exponenciales.

Interesard utilizar los lenquaijes formales para el andli -
sis de algoritmos, tal que. a partir de una descripcién de la
gramatica en términos de 1la forma normal de Chomsky, ellos se
implementan Para contar y enumerar objetos combinatoriales ti -

picos en estructura de datos.
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2.4.- GRAMATICAS Y FUNCIONES GENERATRICES.

Sea G = (N, £, P, S,w ) uUna G.L.C. con una funcién tamafo

S+ wi(s) = (n.'....,nk) =1 m1(s),..., u.k(s))

w es una funcién peso o de tamafio que permite particionar

L = L(G)
g v k Ln n
(n1,...,nk) e N i ke
don
onge L e = {s e L/w(s) = ("-1'""nk)}
Siendo las clases disjuntas escribimos
L = z 1
n n
n1, .,nk 42 ks
Nos interesa determinar % = #L
¥ n1,...,nk n1,.A.,nk

A la gramatica G definida en este punto, se le asociara
un sistema de ecuaciones de series de potencias. a partir de

las producciones, reemplazando

+ por =
e por 1

no terminales A por A(x)

los terminales no se modifican
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no terminales A por A(x)
los terminales no se modifican
2.5.- EJEMPLO:

Determinar el nimero de arboles binarios con n nodos inter

nos.

Los objetos serdn codificados mediante secuencias en el al

fabeto {x,b,s}* seqln un recorrido en preorden
Asi se tiene: (b: baja, s: sube)
X
x// \\x xbxsbxbxsbxss
x// \\x
La gramatica que describe el evento es
B + xbBsbBs / ¢
202

4 2
cuya ecuacién es: B(x, e, b, s) = xb"s"B~ + 1

(no nos interesa el nimero de baiadas y subidas

Luego B(x) = sz + 1, que como veiamos en el eiemplo 1.14, con

duce al nimero de Catalan.
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2.6.- EJEMPLO:

Determinar el nimero de k elementos de un conjunto de n

elementos.

Por eiemplo 1.13, sabiamos que S = P(A)
TSRO ERY
NS=SN{IS I}

s + os|1sle

Contamos con x el nimero de elementos del conjunto A, con

y el nimero de elementos del subconjunto de A
S(x,y) = xS + xyS + 1

Desarrollando

Six,y) = (1 - (x + xv))“1
20, B y)n
n20
iy n ki
= XU G )
n20 k=0 k
S T (n)ykxn
n,k k



3.- BIBLIOGRAFIA

[1] N. CHOMSKY

[2] M. GRoOSS

[83] P. FLAJOTEL,

J.

L. Hevia 55

MP Schutzenberger. "The Algebraic Theory
of Contact Free Languaje"
Studies in Logic and Foundations of Ma -

thematics 118-159. North-Holland, 1963.

"Aplications Geométriques des Languages
Formels.. International Computation Cen-—

tre Bulletin 5, 141-167, 1966.

FRANCON, L. VUILLEMIN. : "Sequence of Ope-
rations Analysis for Dynamic Data Struc -
tures". Journal of Algorithms, 1 : 114 -
141, 1980.



