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APLICACIO.N'ES DE FUN'CIONES GENERATRICES Y LENGUAJES 

FORMALES A PROBLEMAS DE COMBINATORIA Y ESTRWCTWRA lilE DATOS " 

L1'1i1s F, H~v ia R. >H~ 

RESUMEN: 

Se prese rnt an pr opi edades de las f ~nei 0n es generatrices 

dinarias y Ge l o s lenguajes f0rmales, i n te Prela e i0nánd0lo s de 

forma ~l!l•e, dad 0 u n pr0ble1ma co mbir.i at0r ia l, {les eua l es son fre 

c uentes en es tr~c t ura de datos), si se log Pa r eprese nta r sus 

ob j etc:is por u1n lengua je y si este le n gua je puede s er generad o 

por u rn a gramática, e n tonces es más fác i l ob tener la fun ciQn g~ 

neratriz para la familia de objetos ~ue se est .~dian. 
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1. - FUNCIONES GENERATRICES ORIDINARIAS. 

Se ~sari el t~rmino configyraciórn para denotar cualquier 

objeto matemático, por ejemplo, uma permutaci6n, un ár~ol, ~na 

funci6n, etc. Si s es un conjunto de configuraciones, entonces 

la función 

Ul: s --~ o ,.1. 2 •..• JN 

O~> w (a) 

es llamada f11nción peso en S y para caE:la e ES, w (a) se llama 

el peso de a. 

1 .1. - DEFINICION: 

La función generatriz Ele un conjunto S de configuraciones 

distintas, ordinaria con respecto a la f~nci6n peso w en s, es 

a <S 

w (a) 
X 

w 
x está indeterminada y se dice que marca a w , y que e 5 ( x) 

~as~~aw. 

1. 2. - DEFINICION: 

Sean S un conjunto de config~raciones, E una relaci6n Ele 

equivalencia en S, y 01 , 02 elementos de S, entonces dice 

que 01 es indistinguible de a 2 ssi 01 E a 2 y que cr1 ~-

tinguible de a 2 ssi [o 1 ] ~ [a 2 ] • 
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Sea S conjunto de distintas configuraciones y una fun -

ción peso en S. Entonces el problema enumerativo general que 

nos interesa es encontrar el número Cn definido por: 

en = # {o e s : J = n J, 

En otras palabras, encontrar el número de distintas confi

guraciones de peso n. Esta función peso, puede ser el largo de 

una secuencia, el número de árboles binarios, el número de se

cuencias que empiezan con el 1, etc . 

1.3.- DEFINICIDN: 

Sea S, un conjunto de configuraciones y w una función peso 

en S, se llamará s-objetos a los elementos d e S que pertenez

can a alguna configuración de interés. 

En la solución de cualquier problema, la primera tarea es 

identificar el conjunto S, la fun c ión pe s o w , y la relación 

de equivalencia E a s ociada co n la indi s tingu i bilidad. Normal -

mente se tratarán situacione s d o nd e E es la id e ntidad. 

1.4.- EJEMPLO: 

Encontrar el númer o de s ec u e n c ia s d e largo 2 que e s tén for 

madas por los símbol os 0,1 y 2. 

S olución: 

Aqu í , S será el c onjunt o de t o da s la s s e c uen c ias de cu a l -

quier longitud, form a da s con l o s s ímbol o s 0,1 y 2 . 

La s ub c onfigura ción d e in te ré s se r á l a qu e c orrespon de a 

la s ec ue n c i a s d e l arg o 2 . Así S = { 0,1,2 } * 
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~ (J {0 , 1,2) (J (0,1,2} 2 o ¡0,1,2¡3'0 . . • 

{0 ,1 ,2 } Ú {0 1 1,2} X {0,1,2} Ú{0,1 , 2}x.(0,1,2}X 

X !:O. 1. 2 } o 

En e st e c a so los s-ob jet o s so n : 0 0 , 0 1, 02, 1 0, 1 1, 1 2 , 20, 2 1 , 

2 2 , 

E es la relaci ó n i dentidad s o b re S , y l a f u n ció n peso es 

w (o) = (n 1 n 2 . .. n k ) = K. Po r lo ta nt o, l a res pu e sta es c 2 

La función g e n e r atriz pe r mi t irá co n ta r c u a nt os e lementos 

e xisten s in co nt a r lo s un o po r u n o . 

1 . 5.- LEMAS DE CO NTEO EL EMENTAL ES . 

S i F y G so n conjun tos d e c o n f iguraci o nes distintas con 

y g fun c i o n es g ene r atri ce s o r d i n a ria s res p ect i v as, entonces 

1 ) La un ió n di sj u nta F Ó G 

2 ) El pr o d uct o c artesia n o F x G 

3) La co mp os i c ió n F ' G 

9 . 

t e ndrán c o mo fun ci o nes g e n e r at r i c e s a f + g, f . g , f o g re s _ 

pe c t i va me n te. 

1.6. - L EMA DE LA SUMA . 

Se a w la fun c i ón de peso en e l co n j unto S d e con f igur a cio

n es di s t inta s . Sean A, B s ubc onjun to s dis juntos de s. Ent o nc es 



Demostración: 

E 
OEAÓB 

O < A 

~ W ( X ) 

A 
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w 
• (X) 

B 

w (o) 
X 
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~W(x) , ya que l a uni ó n es disjunta. • 
B 

1.7.- LEMA DEL _ PRODUCTO. 

Sear.i a, 6 y w l as funcione s pes 0s en los co n ju nt os A, B, 

Ax B de configuracio n es distintas. Si w (( a,b)) = a (a)+ 6 (b) , 

para toi:lo (a,b) E A x B, entonces 

Demostraci6n: 

De la definición 1 se tiene que: 

E 
OEAxB 

11.d o) 
X 

E w( (a, b) 1 
(a , b) E Ax B x 

¿ x o(a)+S(b) 
(a,b )E Ax.B 
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Dejando a fijo, recorriend0 ted•0s los elementos de b de B 

repitiendo el proceso pa ra t©•d@s los eleme n t0s a de A se tie-

ne que: 

b<B 
a 1b1 

X 

1.8.- COROLARIO: 

Sea S = A* = A 0 ú A 1 ú i ú ••. , y su p©n gase que w cz1:1·mple 

con la propiedad aditiva de 1.7, e~tomces 

Demostración: 

w 
41 {x) 
s 

E •wk ( x ) (lema de la s uma ) 
k ~ O A 

w 
k lo ( 4'A(x )) k (lema del pr o duct o) 

1 + 4': ( X ) + ( o),~ ( )( ,) ) 2 + • ' • 
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1.9.- OEFINICION. (Descomposi ción del Co njunt o ). 

Para enco n trar la función gen e ratri z que describe un probl! 

mase puede n u tilizar básicamente 3 mé t odos : 

i) La desco mposición es dir ect a para A si Bi /:. A 

\<-i e [O, •• • , n J = 1 O , 1 , 2 , , , , , n } • 

ii) La desco mposición es indire cta para todo Bi c on 

i E {o, •. , n ] si Bi /:. A. 

iii) La desco mposición es r ec ur siva para A si exis te 

Bi = A, tal que, iE{O, . .. , n J. 

1.10. - ~: 

Encontrar el núm e r o de secuencias en el al f abeto { 0,1,2} 

que co mienzan con 2. 

a) Sea A el conjunto que describe el evento 

A • { 2 } x { 0, 1, 2 }* 

Claramente la de sc o mpo sición es directa pa r a A 
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Sea s = A 

b) Sea A 

0, 

82 

83 

w 1 2) 
+ X + ••• 

x(1 + 3x + 9x 2 + 27x 3 + , , , ;· . •.• • ) 

X ( 1 - 3x) - 1 

t 
n >1 

n -1 n 
3 X 

lo, 1 , 2 l• 

{1} X { o. 1 , 2 )* 

(2 ) X { o. 1 • 2 l* 

{3 J X { o. 1, 2 )* 

80 = { 

La descomposición es indirecta ¡::iara B0 , 8 1 , 8 2 , B3 

41A (X) = 1 + ~ 8 1 ( X) + ~ ( ) + t ( ) 
82 X 83 X 

Por la simetría del problema , 

Por lo tanto 
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11 - , 31)-1 = 1 + 3 o 5 Cxl 

• 5 Cxl = ~ [ 11 - 3xJ-1 - 1] · 

= x(1 - 3 x) - 1 

S e a A {o' 1 ' 2) * 

ªo 
{ ) 

ª 1 { ©) 

82 (1) 

83 { ;e ) 

84 {o' 1 '2' ) * 

La desc ~m~0si ci6n es recursiva pa r a A ( A B4 l 

Com0 • A (X) = •04 
(X) (1 

S e a 

• (X ) • . . ( xi • 
ª1 ª2 8 3 

s = 81 X 84 

(í - 3xJ- 1 = 1 + 3 iZi5 (x) 

iti5 (x) = x{1 - 3x) - 1 

- 3x) - 1 

(. x 1 

45 



1.11.- DEFINICION: 

Sean S y T conjuntos de configu1raeiones combinatoriales. 

a) Si existe una biyección o : S + T, entonces de dice que 

es una descomposición de S y se anota 

S + T. 
w 

b) Si existe una funciOn peso w' en T tal que 

w (a) = w' (O (a)) para tode a e; S, entonces dice que 

es una descomposición de S que preserva el peso w y se 

anota S +T. 

1.12.- P~OPOSICION : 

Si S ~ T , donde S y T son eonjuntos de configuracio~es 

combinatoriales, y w una fu n.c~ ión peso para S, ent0nees exis 

te u1na función pes o w 1 en T tal que 

Demostración: 

Resulta inmediato de las definiciones 1.1 y 1 .12. 

1 . 13.- · EJEMPLO: 

¿C uánt o s sub co n j untos de k e l ementos tiene un conjunto de 

n elementos ? . 
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Sea A = { ª11 ª2 1 .•. ' a n 

s P(A) 

e n,k = # { O E$ / ~ ( CJ) = k ) 

w (CJ ' ) es el númer0 de elementos •• G 

Sea S + . {© ,1 }n = T 

( ª 1 ' ª2' ' · ' ' ªn ) 

si a j 

donde 

Veam0s un cas0: 

S = {41 , {a1} , {a2),{a3},{a1•ª2}• ... , ( ª1• ª2 • ª3}} 

{ 0, 1 } 3 = { 000, 100, 010, 001, 11 0, .. . • 1 11} 

Lue g o 

do n de 

e~ ( x) = ew' ( x) 
{O, 1) n 

k=O 

a l 
n 

(X) 1 n 

n 
( ) X k 

i=1 

a 
i 

po r lema del pr0d~ct0 

47 



48 Aplicaciones de f uncione s 

Así el número de subconjuntos de k elementos de un conjunto 

de n ele mentos es: 

1.4. - EJEMPLO: 

Deter minar el nú mero de árboles binarios con n nodos inter -

nos . 

Vea mos una tabla con l os pri meros árboles binarios 

--------,----------------r-----------------------
s 1 n 

1 
Nº árboles 

1 
árboles 

------------1----T-----------------.;-------------
º 1 1 1 (nodo eKte r no) 

------------~---¡--------------------------------

' i 1 1 o ------------r----+--------------------------------

1 
2 i I \ 

------------~---1--------------------------------

3 i s l < / /\ ~? 
1 1 

S e a 6 e l co n ju n to de los árboles binarios w (6) cuenta el 

nº de n o d os i n te rn os de e 
B • { 0 l O des c ompo s i c ión recursiva 

(for ma p ictó r i c a de l a r e lació n) 

B • { O l o o l x e e x e l 
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As! 
w 

• (X) 
B 

_!_~ ___ i.!=-~~-
2 x 

Como lím 
X + 0 

• (X) : 1 
B 

seleccionamos el signo-, y desarrollan 

do en serie la expresión resultante es: 

• (X) 
B 

De donde C 
n 

Observación: 

n + 1 

2n 
( ) X n 

2n 

1 n l' el conocido número de Catalán. 

En virtud de la proposición 1.12 se puede construir una bi

yección entre el problema de los árboles binarios y otros probl~ 

mas que tienen como respuesta el número de Catalán. 

2.- GRAMATICAS.-

2.1- DEFINICIONES BASICAS. 

Sea E un con !unto de símbolos. a los cuales llamaremos ter-

minales. 

Un len Qua le será un con iunto finito o infinito de palabra s 

sobre E al cual llamaremos lenQua je formal (en contrapo s ición 

con los lenQua les naturales de comunicación humana). 
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una gramática es la tetrada {N, 1:, P, S) donde 

N es un con lunto de símb0los no terminales 

1: es conjunto de símbol0s terminales 

S el símbolo de partida 

p es con junto de pr0ducci0nes de la f or ma 

a + e a E V * N V* 

E V* cer.i V = 1: u N 

La gramática es de libre contexte!l (GLC ) si VP, a "' 

donde a E N BE V+(V+ = V* - {E} 

E palabra vac ía. 

La gramática genera un le~Qua . !e formado po r las deriva c i 0 -

nes (Transitivas) del símbole inicial, segú n l as producciones, 

Que se definen como: 

* L(G)= {sEE*/S"'>S 

Aplicando las producciones al símbol o i nic ial, se obtiene 

árbol de derivación, y si para ~na pa l a bra existe más de u n 

árb ol de derivación diremos que la gramáti c a de libre context 0 

es ambiQua. 

2.2 .- EJEMPLO: 

Sea N = 1 S 

1: = ( a V = { S , a} 

P = { S • SS , S • a ) 

{ S • SS la) 
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(N, I:, P, S) es una GLC ambiciua. ya que veamos dos irboles de 

derivación diferente para a 3 . 

/s'-..._ 
s s 
1 /'-.... 

s s 
1 1 
a a 

2.3.- EL ENFOQUE DE LOS LENGUAJES FORMALES. 

La conexión entre lenqua jes formales y preblemas de enume

ración surqi6 por primera vez en los traba los Ge Schutzenberger 

y Chomsky [1]. Ellos encontraron que exi~tían series de poten -

cias útiles para la clasificación de Lenciuales Formales. Gross 

[2] encontré propiedades de dichas series para interpretar los 

coeficientes como todas aquellas palabras que tienen una misma 

composición de terminales. En consecuencia, sí se representa 

los objetos mediante un lenqua ie y si este lenqua ie puede ser 

generado por una gramática, entonces es más fácil obtener la 

función generatriz para la familia de objetos. 

Flajolet {3] muestra que es posib l e estudiar problemas com 

putacionales evitando recurrencias y sumas a través de deriva

ciones generatrices combinatoriales y exponenciales. 

Interesará utilizar los lenquales formales para el análi -

sis de alqoritmos . tal que, a partir de una descripción de la 

gramática en términos de la forma normal de Chomsky, ellos 

implementan ¡;>ara contar y enumerar ob letos combinatoriales tí -

picos en estructura de datos. 
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2.4.- GRAMATICAS Y FUNCIONES GENERATRICES. 

Sea G = {N, .E, P, S, w ) u1na G.L.C. c o n una función tama ño 

w, donde 

L ( G) • Nk 

S + w{ s) ( w1 ( s ) , • • • , wk ( s ) ) 

w es una función peso o de tamaño que pe r mite particionar 

L = L(G) 

L = 
L 

(n 1 ,, •. ,nk)E]t'/ "1•''''"k 

Siendo las clases dis iu n tas escribim0s 

L = 

Nos inter e sa determinar 

A la gramáti c a G de f i n ida en est e pun to , se le asociará 

s is tema d e ecua cio n e s de s e ries de pote n c ias. a partir d e 

l as produ cciones , r ee mpl azando 

+ P O r 

p o r 1 

t e rm i n a l e s A p o r A( ~ ) 

l o s ter minal e s no se modif i ca n 
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no terminales A por A ( x) 

los terminales no se modifican 

2.5.- EJ.EMPLO: 

Determinar el nú mero de árboles bi n a rios cen n nodos inter 

nos . 

Los objetos serán codificados mediant e secuencias en el al 

fabeto {x,b,s}* seqún un recorrido en p r e e rden 

Así se tiene : ( b : baja, s: sube) 

xbxsbxbxsbxss 

La gramática que describe el event o es 

B + xbBsbBs I E 

cuya ecuació n es: B(x, E, b, s) = xb 2 s 2 a 2 + 1 

(no nos interesa el número de ba iadas y s u b i das 

b = s = 1 ) 

luego B(x) = x e 2 + 1, que 

duce al número de Catalan. 

veíamo s e n el e lemolo 1.14 , con 
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2. 5.- EJEMPLO: 

Determinar el núme ro de k elementos de ~n con iunto de n 

e lementos. 

Por e lemolo 1 . 13, sabiam0s que S = P(A) 

E = {O, 1 

N = { S ) 

s + os 11s1 < 

Conta mos con x el númer0 de elementos del con lunto A, c0n 

.Y el número de elementos del stibc0n junto de A 

S(x , y) = xS + xyS + 1 

Desarrollando 

S (X , .Y) (1 - ¡, + X .Y) ) -1 

X n ( 1 + .Y 1 n 

n~O 

'n { E { n 1 yk) 

n~O k= O 

( n) y k 
' 

n 

n, k k 
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