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ALCEORA D& OERN TEI O OJMENSJON CU ATRO Y CINCO 

lNTROOU J ON : 

8 . O r n I n d i 6 una dt l cr ip c 16n d o l& e &lg obras q u e sa 

tJ t fo. CC! ,, l o. c u c • ón ( 2 >2 • IW (X ) J2 x 2 d o nde W e s un cpi mo!:_ 

r l1Mo no nul o o- a '19 bra en e 1 c u erpo. 

S u t r atull•oo l o o b uv o ft p o r ti r oc c on s tocracio n ea s~ 

oro lé A 1 y t d h r ncl • y e l pri nc ipi o es ta c i o nario de una 

DOl> l é c i 6n . 

OlánO o 

Ho t gn t e o btuv o re a ult~dos c a tu

un ou n to do vi s ta algebrai co . De se o~ 

Qa c i o a y a partir de el lo• o btu vo r! 

ur & de l ó l g o bro, lo cua l l e oermi tl 6 

Oopar t.t.lft: n o d "• - ttc a , Un lvc r-a ida.d do To.lea 



A. Puena:.al1de 13 

d•ttrmlnar loa po a lblo e tlpoa d~ ¡lgebrO\ da Born a te ln de dl -

11ton1l6n tr 1 cuat.ro. 

En ea a comunicacl~n ae pr•ao n an r oa ult dos par• e J caso 

do dimenatón cinco. utillza~do i t odo s sl mllora e a lo s de Hol -

galo. 

En ol coso do dimenal 6n 3 . S . Bern eta ln an tQ 23 - l 92 4 

d ló una doecrioción complot' de las po s lbllid•dc e de ra n s f or

• a clo ne a cund r ótico s que repr~•~n tan a J stomo a no eel~cttvos oe 
herencJn en l o a cunles una Ola rtbuc i6n es nc iono rla ae atcan 

La ocapu6a da u no úni c a gon&ractó n. 

8a a6 o u c t aa1ficac16n eobre el nV moro d e ~lpo1 ouroa qu e 

••la tan e n uno pob l ación sometida a l o a l~ yaa da herencln que 

••tia f nc on o l p r lncioio ~ataclo"ar 1o y o btuvo~¡ re ault ado 1-

guien t 

1 .- las troo c l osas son raza s purea : l ~ s trnnorormart one~ cu! 

or' icos corro apondlen tc s son: 

X' • X X + Y t Z p. 

y •• y X . ., Y + Z p. 

z . • z X .. y + p. 

e n qua l oa gen otipos et. chno tari por r , O,H: s us col!'ficlPn

tca n l n gcnQro c16 n tnl cl•l por X,Y,Z y l ns co~rt c lcntea 

e" ll\ pr6ximA ven ración por X ' , Y', Z' r('lapccttvam~n t f!:. 



X ' • IX • 
0 v > t x , ti - o > z + c1 - -~-8- > v 1 p . 

•• 1 •• 8 

y • • ( o • 1 ) (X 0i -2- Y ) ( Z + __ !!_ __ y 1 

• '8 o + 8 

z 1 • ( z • 
• • a 

Y 1 1 Z • ( 1 - B I X + l 1 - --~!_- I Y J P • 
o • B 

Con lA I •i•••• 011l9nac!o n ea anteri o r es y O i o • 1 !. 1. 

3. - Un1 do 111 cla ot ea una rnza pura: 

X' • !X • ZI 1 X ! i • o 1 l X • Z 1 + l 1 - B 1 Y J 

Y' • Y (X • Y • Z l p . 

Z ' • (X + Z I 1 X ! 1 - • I !X • Z 1 + B Y J 

4, - Otro 1 i 1te a no i10 o r f o al s i s te ma anterio r en qu e una de 

11 1 raza t es pura : 

X ' •X(X • Y+Z)t o X(- BZ+ Y ) p. 

Y' • _a ( Z • X) (X +Y • -~~-:-~~~-i_:_~~-~~ 
1 + B 



A. ruen eelida 15 

z•. l~!-!l_l~-!-!-!-.!l-=-~~l-=J-~_!_!_l 
, .. 

~ . - Nlngun~ d ln l rata s e 1 pura: 

al 

X ' • o X+Y+Z ) 2 

y • • ( X+Y+Z) 2 co,n ll ,.. o •· 6 • 1 

l' • 6 ( X + Y + Z ) 2 

En el c a s o do d l mon a l 6 n 4, S . Bern s t in obtu vo r~ su l t ados 

parc iale s : dc moe tr ó q ue lo ÚAJ c o s dos s i s t emas Que inv~ 

lu c ra n c uat r o tipoa pvroa •on: 

El mon d o l lo. no, 

x, . x, x, . x2 • XJ . x. p • 

x2 . x2 x, ' x2 . XJ . x,, p . 

XJ . X3 x, . x2 • 3 
p . 

x. . x. ( x, • 2 . XJ . • 1 p . 

an QUC! l o a g o n o t l poa at dt1l9n 1tin por 0 1 . o2 , o3 y 0 11 . su1 

co e rt c i o n t ea e n J a gto~ra clón 1 n1 cio l por x 1 . Xi , x3 , X4 

y loa coo fi c l ent ~ on 1 pr6 tm a gcnora c lón por X1 , X2 · 
J· x4 r oape c tlvomcnto . 



" 
Al ~U m •t•S.n 

,, l• l•Y oel cu4oruol• Ctd•n ttrtcada blol69lc••~nt• por Ly~ 

biCh ( 101 1)) 1 

. e 3 • 1 •· 

. ( 
3 

. x.1 p . 

. ( 
3 

. •31 p . 

. e ., • l ( 
2 • • 1 •· 

S.Orn19lny Ol 4\AOO tructura dft ' ' &lgebra'' Obtiene los 

11 1• 1 1~• de herencia aue 1a tiafacen el 

prtnclplo t DOI . 

<•~ltla1 do &l gebraa son deno tada • 

por 1 

º o " la cu 1 "º h•J "• Z 61 pu l"'l\ s 

o, " •• cua I hoy do• ra 1. & a pur ee 

• 1 cua I h•y • •• rat AS pur a a 

o 11 .. •• e ua l hay una re l 8 purn 

º12 .. la cua ! hay una raza pu ro Pe ro e e,. 
12 
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lll En dlmo nat6n 4, la• ra•l ll•• de &lgcbroa co rr aepondle nte s 

A l oa 1t1tomo1 Mana o llano, lay de l cu&d ruplc se de~o tan 

po,.. : 

DE CRTPCI ON DE LA S ALGEDRA E 1) 

En todon loa ~oaoa. a e&n F , G, H l oa gonotipo 1 . aus coc í ! 

clt n tea e n la g e ne ra ción lnl c lal X, Y, Z y a ua coa r 1clentca en 

la or6x!ma oe n or nc16n x ', Y1
• l rcapoc ivom on ta. Laa ranafo~ 

M&clonea c uAdr&ticn e dada s por S . Berna o ln en c odo uno do los 

•l•toma a do n orige n o la a respec iva1 ñlgobr a do baae 

(F . O , HJ c uyll & ta.bla t dt ul lplicac i ó n oo n l o a alguien ca: 

B0 : F 2 • G2 • H2 • FG • PH • GH • nF + BG + 6H 

ª2 
. ,2 . F ' 

H2 . 11 

G2 ·-º- 11 - ºª J F + --2.!_ G + _B_ I ---ª-
o+B 

o:;-ir o . 8 o+ 6 + 

fG • ¡ 1 ¡ + o 11 ,- 88) ¡r + 1 JG + ¡ 1 11 11 - B ) 1 H 
o + B 

PH • t (J - al F + t to + 81 C + 11 - BJ 11 

GH • ¡ 1 a !1 - o 1 .F + ¡ G + ij 1 + 1 ~ : ~ B 1 11 
Q • 8 

8 



PC • l¡ F + .. c. Fii • Ji f' + Ji 11 , 11 • Is C + l¡ H 

811 1 
r2 • H2 • fH • !¡ (1 + a ) ' + ~ ( 1 - o ) H 

<;2 • e 
re • CH • i, ( 1 - B) l'+ljC + ~611 

ª12' r2 • r 

c2 • u 2 • CH • ! llC + 11 

+ B 

f G . ~ l + o F + Ji 1 - " l cae + 11¡ 
l ... 8 

FH • l¡ ( 1 - 08 ) F + J + • B) ( 8C + H) 

+ 



DE CRIPCTON DE LA ALCEBRA E~ 11) 

En loa doa ca101 aean 0 1 . G2 , a 3 , G4 lo s ganotl poa. 1 u 1 

co ílc.J. ntoA a n l a gcncr-o c.16" lnlc!e l x ,, x 2 , x3 , X4 y sus 

19 

co fl c iont a o n l ft prów !ma ge ne,..•c16 n X~, X2 , x3 . X~ re1pec tl 

v• ente. L1a t ran1ror maclone1 cu•or,ti c oa dadas por s . Berna -

teln en oada un o da load~• 1i1tem•1 dn n orJgon o la s reapec ! 
vaa 'lgobroa da bt1.aa ( 0 1 , G2 . G3 , G4 J cuya a tab l 111 ion las •.! 
gulentca: 

B41 • Ci Gj • Is (Ci + Cj l , 1 { l 

ª42' G2 G G2 G c2 e l • l ' 2 . 2 ' 3. 3 

GlG2 • Is IC3 + C4l • li c 3 + Is c4 

GlG3 • Is G¡ + Is CJ 

ClG4 • Is Gl + Is c 4 

G2G3 • Is G2 + Is C3 

Et co n von1onta CKprct•r od• ca DO ' l gobroo en nu~va1 b! 

a que loa dnn une tabla de ul •p lJ c ncJón c nn 6 ni c4 : a con l

nu•c.Jó n monc l onaromoa para C•O• •igobró, on dJmcnAiÓn 3 o en 

01 nal6n 4 l oo nuava a bases 1 au 

nó111lc a 1 : 

ob l ea d multlpl lcacl6n e ! 



20 
l · bru 4e a.rn1te1n 

b~ • bo · b b) • O & m nos qu • j - o 

o :1 i. j > 2 

ª 2 1 l bo • !', b1• f' - 11 , b 2 · , F - + 8 l G + a H l 

b2 
o • bo · bObl • Ji b ) + ~ b 2 b 0b 2 • o 

b2 • b2' blb2 • b2 • o 
1 2 

03 lbo • !', b 1• F - c . b 2 • 2G - 211 1 

b2 
• b0 l b0b 1• ~ b 1 , bob2 • ~ b 2 • b2 • blb2 • b2 • o 

o 1 2 

b~ • b0 , b0b 1 • ~ b 1 , b~ • 4 b 2 , otros produc tos ce r o. 



• 4 1 

r oto d loe produc os e ro. 

ª•2' lbo • ~ !e 1 • e2 • el •e~ ¡, b1 • el - eJ , 

b2 • e 1 - e 4 , b3 • c 1 • c 2 - e 3 - e 4 

21 

To~a a laa 6Jg ob ro a dtacri • on 6lgobr a co nmuta lv&a ª! 
br C . provi a to a dr vn ho•or í l• o no trtvJA l W: 

8 • C. X • W ( XI tol QU IX 2 J2 - IW I XI 12 x2 • O 

C 8 . Ea b it Álg o bro a IC 1 ta ian " Algob r a s dt! Bor n • ttin " 

P . Holgo o (l 97~l dl6 una clA1t r1 coc i 6n ol orna iv& o 
toa Spoa d o Alg abr4a oc 8crns eln do dlmonsl6 n ~y ~ 

~•noa o la& d!m o n1lon11 d ~ ci~r oa •ub - OBPbC io a on qut 10 o ~ ! 

co pone al 6 lg obro . 

S tAalaromo a lo deaco~po•i ct6ft y ftlguna a prool oa•Oftl aue 

• rtftc n n t od o 'lt~bra d• 8 ~nGtcJn G. 

lod• Alg obra dt 8crn1 tln d St~ un Jdompoton ~por EJ . : 

v 2 / W(Y) • 1 , Y l. 8 . 

2 . - S ea o un l dcmpo tt nt't ttn 8. l(.f? "' u no vb-6 lgcbr A de 9 . 



11 , ... de en• e1n 

• 1 ,_ • 1 •• ,,.o J f't un idfl•l dt e. .... (• puta • • • ( ) ~ ~ (X - W( ) ~ X • 8 

u • 1 • ') •"b ... r-•C)acto dfl B . U2 • V•< w • u 1u/( 

u• • u, r • 0 r..- u r U, V w e: 

1, u • y r un ld• 1 d•l •lgfl ,.,. C:e CI U t V .. u . • u 

º· vl !: u. u !; U, • !: U, U W !; U ~ V 

• 1 
!: u . . v . 

10. C • (1 • U • V • 'º 11 ~" e t.al que e2 • e 

11. C• ll• 

c 16n d~l td PO ft ~. 

12. e •• dlCP Vft •o•bra d~ ''8fl,.na eln Or ogonal .. ce.o . ) 

uv • 1o1. 

t • ln un lo ora o e.o. t'.l t acal u G v et nttoo tn 

dO 4, 

I •, n un •19 b~• o 8•rn •In B 1 o. e 1 e,.e n •.o• loe PO ente• ... e • o .. f orma • . • 2 u . u u u ( 

1 ~. s. . 
1• • 1 o 1 i 

. 
u . . u ' u u u V u . u u 

16. 8 un •o•rtr• d• 8ernat.ctn ortogonal tntoftCe" : 

vl 1 o l. 2 . 
~ . !: u . ( w, • 1 . • ; o .. on 

. 2 • 2 u . •, 11 o "" t onc ,., . ( 



A. ruennHda 

,.2 . . . 
!: u ' 

uw !: u vw !: u 

l l. SI n un i•gob•• d• 8 l"ft'\l In ortogont\ l V? • 1 o 1 ~n t on-... u V •• n l lpo n • ... 9redo 3 . 

l8. SI ?do a lament o en V•• el cuaor1do da o lg ún al• ~n lo en 

U . n onc o 1 v2 • 1 O 1. 

lll. V • 1 ttn oncrl v 2 • 1 O j . 

20 . SI º" • cllmc V y dv • 0~11111f;U t>n t onc a ctv ~}S d.., 

du -t i ) , dv ) O .. d > O. 
u 

21. 8 • Ca z • ce G u e v ~ w • ce e u ~ é u* e v 9 v. 

L1 d1a trlbucl6n oe la dl rnatón d~ o ntro 1 08 1ub-r100 -

otr~r•n ea t1 poa de Al g~braa dt 8 rn tftln. (No bcl6n por cua -

'"'"••l . 

En cliima ns J 6n 3: (!'\ l • en ,, t t,00• "" Á 1 Qfl l) l' O ti a• 81f'rn l.r t n: 

11 º· o. o. 

lll O, 2 , o. o 

11 ll o, 1, O, 

1 l 2 ' º· l. o 

En dlm n1l6n •. C! 'I;' •• ... 1 l te-o s d• Ólgebro§ de 8 rn i n: 

ll O, o. o. 3 

111 o, 3 . o. o 



,,, , '· '· '· o 

'" ' 2. o. o 

•' o. 1 , o. 

• ' 1 1, º· '· ' 1 

.... ,, o. '· o. 1 

Co noc tdo • l ' ºº l 9tbr& dt B~~ n 1 t eln , t• PO lbl~ d~ • 

111 10 . L o. o 

: . u' • • • • 1ol . dt• u • º '"' u· • :-

11 c0 1 e 1 e 1 
•••••••. ¡ ••••••• , 

11 1 1 1 
c0 11 c0 1 e 1 e 1 - _____ , 
e 11 1 0 1 0 1 

• 11 1 1 - ------1 
11 1 1 

c. 11 1 1 o 1 

u 

C• • ' to brt c orr ~oono ~ . , 1 g•-
r a O•mf l e• d ~ 1• h • r *nct a 

lt a na • l~o •~ ·· 1 cor~••Dondr • 83 

r n t a C i A41 f t c e c t6n an •rtor, 



J y) 1 2 . o' , ' o ) 

u• • W • IOJ. d l!ft U + • '2 . dtm V • 1 

l e 11• 10,0 1 

1 1 1 , 1 o ' o 1 

Par• qua aeta 'lgobra lt& o 8~rn1 ·e ln se nacos Ita 

uv • 1 O J l ortogoo alló•ól 

SI e • t • O y.\ • X titt& ál9t!·br• co rro ap? nflc n i Álgebra 

q ut d~rlne l a ''loy da l c u,drupl ~ n la c lo 1 lfl c nc i 6 n an ortor . 

ea o• aho ra I n c la al rl c•c•ón d 'lgabr' AA do Bcr nat In o 

!.!~.!!.!.!!!.-~ . 

E~t ttn 12 tiPOt da 'lgeDr 

11 O, O, O, • l 

11 I o, , ' o' 

111 o, • o. o 



26 Al gebras de Bernstein 

i V) O, 3' o' 1 

V) 3' o, 1, 

Vi) o' 2' o' 2 1 

Vi i) 2' o, 2, o ) 

Vi i i) 2' 1, 1, o 1 

ix) 1 , 2' 1, o ) 

,¡ 1, 0' 1, 2 ) 

Xi) 2' o' 1, 1 

xii) 1, 1, 1, 1 

Analizaremos las tablas de multiplieacién de al@unas de 

ellas: 

ii) ( O, 1, O, 3 ) 

dim W 3, dim u*= 1, v =u+= {o l 

11 e 1 e 1 e 1 e 1 e 1 

= ===ti==~==+===~==+===~== =i= = ~ = ~ = = = t = = = ~ = = = = =1 
e 11 e 1 Y,c 1 a e 1 a e 1 ' e 1 

__ Q_~ __ Q __ 1----1--1----1--1+---1 ___ t ___ 1 ____ 1 
c 1 \1 1 o 1 ó c1 ! ¡ c 1 1 o c 1 1 

-~:-::-----1-------:-~-:~--1--::~---r-::~----: 
----~-----1-------1-L-----1--------t--------1 

c 3 11 1 1 1 e c 1 1 'c 1 1 

----~-----1-------1-------1--------+--------1 
e• JI 1 1 1 1 , c1 1 -----------------------------------L---------



Como ew l. 

y ew 

A. Puenzalida 

O implica w2 

O implica w2 
V=(O)VW<W 

* U V w E W. 

27 

Considerando laS posibilidades de nulidad para los elemen

tos ew obtendremos cuatro álgebras de Bernstein no isomorfas 

del tipo ( O, 1, O, 3 ) a saber: 

B~i en que ninguno de los parámetros a, a , A es ce r o 

s:i en que uno de l os parámetros a, a , A es cero 

B~i en que dos de los parámetros a, a , ). son cero 

B~i en que los tres parámetros a, a, A son cero 

iii) ( o, 4, º· o ) 

* dim U 4, U+ = V = W = · (O) 

Luego la tabla de multiplicación es : 

c2 
o 

y el resto de l os productos cero. 
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Obseriváe' ión: - ------ ----
Esta álgeb r a cor r esponde al álgebra gamittea de la heren 

e~a mendeliana simple. 

V) ( 3, 0, 1 , Q ) 

d im U+ = 3, d im V = 1 , U* = W = [ 0 ] 

. 
1' 

a 
2' a 3) " 10 ' 0' 0) . y 

2' 2' 
y 

3) " 10 ' 0' 0) 

a y ' ) " 10 ' 0 ' 0) 3' 3' 

Nota: 

Para que esta álgebra sea de Ber~stein se necesita 

UV = [O] (ortogo n alidad). 



vi) (0,2,0, 

dim W 

A. Fuenzalida 

* dim U U+ = [ O ] = V 

11 c0 1 c1 1 c2 1 c3 1 c4 1 
====~=========~=========~=======~=============+===========I 

c0 // c0 / Y,c 1 / Y,c 2 / aic1 + a 2c2 / s1c1 + s 2c2 / 
-----11---------4---------+-------+-------------+-----------I 

11 1 1 1 1 6 1 
c1 11 1 ° 1 ° 1'1c1 + '2c2 1 61c1 + 2c21 
-----11---------4---------4-------+-------------+-----------I 
e 11 1 1 1 ~ e ~ e 1, e , e 1 2 11 1 1 o 1 1 1 + 2 2 1 1 1 + 2 21 
-----11---------4---------4-------4-------------+-----------I 
e 11 1 1 1 e e e e 1, e , e 1 

3 11 1 1 1 1 1 + 2 2 1 1 1 + 2 21 
----~---------4---------4-------4-------------+-----------I 

11 1 1 1 1 1 
~~_J _________ J _________ J _______ J ____________ J~~~.~-:-~=~= 1 

29 

Con la misma obs e rvación del caso ii) obtenemos t..r:..e..s ál

gebras no isomorfas del tipo ( O, 2, O, 2 ) a saber: 

sº 
vi 

1 

en que 

Bvi en que 

82 
vi 

en que 

a 1 

B 1 

o' ) y 

o' o ) 

( o' o ) 

( o' o ) 



30 Alg•bra.s de Bernstein 

La s álgebras de tipo 2' o. 2' o ) 

1 • 2. 1. o ) 

son de Bernstein si uv 1 o] 

u+ 
. 

{o) X) (1, o. 1, 2) d im = 1 = dim V• dim w = 2, u = 
u+ = < e; > V = < c2 > w = < c3' c4 

> 

s, 11 c 0 1 c 1 1 c 2 1 c 3 1 c 4 1 
======N========~===========~=========~==============~===========I 

11 1 ' 1 1 1 1 
co 11 co 1 Y,c1 1 1 ° c1 1 6 e, 1 

------~--------4------------1----------1---------------1-----------1 
c 1 11 . 1 rc 2 1 &c 1 1< 1c 1 +< 2 c 2 1w 1 c 1 +w2 c 2 1 

------~--------~-----------~---------~--------------+----------: 
c2 11 1 1 1 <e, 1 • c1 1 

------~--------+----------+--------+-------------+----------: 
C3 11 1 1 1 a 1 c 1 +a 2 c 2 le 1 c 1 +e 2 c 2 1 

------++--------4------------1---------4---------------1----------- 1 
11 1 1 1 1 1 

-~~ ___ l] ________ J ___________ J _________ J ______________ J~.!~2.-~~3_~3__1 

1 y • 6 ) 1 o. o ) 

es álgebra de Bernstein co n re s tric ció n de los parámetros. Si . 
UV = {O} y eW 2 U , Bx es álgebra de Bernstein ortogonal. 

Análogamente la s álgebras de tipo 

. 
son de Bernstein si UV (O) y eW ~ U , 

2' o. 1 t 1 

1, 1, 1, 1 



A. Fuenzail.ida 

C©NCLIDSION: 

En dimensi6n 5 existen 12 tip0s de álgebras de Bernstein 

* 0rt0g0nales c01n la c0n,dici6r.1 eW _s: U • 
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