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S J T EMA LI NEALE EN L PL ANO ( • ) 
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RE UMEN : 

Oo do un s i s tema d e control lineal aul 6 nomo en el plano 

9~ planteo el problema de mover el os tod o i nlcia l a trav és de 

trayector ia s r ecti l ínea s en una direcc ión pr ees tabl ecida. Su 

solución co ndu ce a l o delimitación de rogJ o n es del pl ano don

de ~s fa c tible tnl dinámica . 

• Pt'oyecto RS - 83 - 34 Oir. de Inve-!. . y De s . UACH 
•• lns itu to do Ma tem..itlcas, Univer$ld•d Austrol de Chl l c 
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JNl'RODUCCTON ' 

Co n1ldcremo1 e l &ls te ma de c ontr o l 

• Olt + b)' 

,Y • C• + dy + u 

'1o1 . ' o 

y(Ol • y 0 
( 1) 

u • v (t) c ont ,..o l 111 -t! di bl o c on valor es en U • 1-M, M J, M >O 

E l pr o blema ouc nos plantoamos es det e rminar solucio n es 

d o l a i a tc mn e nteri ) r que p e rmjtan mover el e s tad o inicia l 

trov 6a d e tr1ye ~ o r l a s r ec tilín e a s y on una dire cc ió n p r e f i J ! 

NA. 

En o t ra 1 pa l • b ra s , d ada una c on s t a rt e m y un pu n to (x 0 ,yJ 

d o l plan o . el o b je tiv o e s d e t e rminar, s i exis t e , u na s ol u ció n 

M • •(t ) , y • y( ) del s i s to mo (1) t a l qu e 

mx 
o 

(2) 

E1 t c p rob l c ~ d e co ntr o labil i dad dir ecc i o n al co ndu ce a s o 

l uc l onc a qu e s o n ú t iles . p o r e j e mpl o , p a r a l a con tro l abilidad 

c o n r c 1 tr icc l onc 1 de e s ta d o d o tipo po l ié dri co , c ues tió n que 

pu ede origlnar l a neces ida d d o d e term i na r secciones d e t r ayec 

t oria s so brt ia f ron tera de l p o l ie dr o . 

Re emp l aza ndo (2) e n e l s is t e ma (1) re s ulta 

; . ( J l 

Y • m i • ~ a x + ~ by • e x + d y + u 

d e oond 

I • l 



Controlabilidad d.1.rec cional 

Ci to última r e lo ción , Junto al acoto mJe n to de u, indica 

qur la rnye c t o r la rectil í nea esti s ujeto o roet r icclones que 

drpende n do 1 n co nd ición inlclal y do los co n s t antes a. b, c.m 

d . M. Lo c unl nos ind uce a re$Ol~er e l p r ob l e mo por casos . 

SOLUClON DEL PROBLEMA. 

Coso A. 

Para o + b m • O s e obtaene de (3 ) qu e 

• • b(y0 - mx 0 ) t + ~ 0 • (ax 0 + b y0 ) t + x 0 

S i e l es t ado ini c ia l (x 0 , y0 l p rt e noco o l a rec a ax+by•O 

res ulto x ( t ) • x0 , y( t) • y0 para t o d o t . Es d ecir. desde 

t a l p unt o no es p osi bl e sa l ir ~ed i a nt c una tr a y ectoria rec i -

l i nea . En o t r o s p a l abras es un pu nt o '' est a b l o ' ' poro n u ~ro 

prob l e ma . 

Nota r ademá s q ue , en este caso , m es l gu o l o la pendlrn e 

de la me n c i o n a d o r ecta de puntos es tabl os . 

Si o x0 + b y0 i O se obtlen' i nformac16 n I nmediata en cuan 

o al se n t i d o d el movimien o de l n t r ayecto r ia puesto que 

y • 

Po r o tr o po rte , de la relació n 14) res ul to 

u• - ( c ~ dm) ((o x 0 +by0 )t•-. 0 ) + ( o • d)( mx 0 - y 0 ) (5') 

y se co nc luy o lo sigulcnt~: 
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A. 1 . - S i c+d"' • O , ••d • O e n to n c e s u • O , ad - b e • O l o c u a l 

trQn t f o r a a (1) en uo co n oc id o s i s t e ma de tallado , p o r 

oJompl o . o n En9c l <i 2) ) . 

A. 2 . - S l c • d m •O , a +d i O c nton cos u • (a+d) ( mx 0 - y 0 l 

e n co n 1 e cvenc l • 

( 6 ) 

Et d eci r , loa puntos i n iciales ( x 0 ,y0 ) de b e n es t a r ubi -

c ado 1 en l • f ran j a dete rm i n ada p or (6). Tal i nf o rma c i ó n 

co mo la 1 que te o bte nd r á n e n los c a s o s sigu i e nt es, es 

útil 11 te de a ea t rabajar co n un a re s t ri c c ión d e es ta do 

d o ti p o p o l i édri c a. 

A. 3 . - Si c +dm A O. a • d • O e nto n c e s de ( 5 ) se o btiene 

1 (a x .. b y ) t - 1C 1 < A 
o o o -

d e d o nd e se conc luyo qu e 

- A < x O ~ A, & 1 & a O+ by O > 0 

- A ! • o <A . ti ax 0 + b y 0 < O 

e o n A .. " 
l c +dm l 

A.4. - S i C~d~ i O , a +d t O e nton c e s de ( 5 ) s e o btiene 

de donde - < ( am-c lx 0 - ( o+d ) y 0 ~ M. si ( c + d 111)( a 11 0 • by 0 1 > O 

- M ~(a -c) x 0 -( a +d) y 0 < M, & 1 ( c +dml t tt• 0 +by 0 ) <o 
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Cnao B . 

Pnrn n + bm ;. O se obtl~ne de (3) que 

O + bm 

Ento nces, n ucvn ma n tr, si ( ~ 0 ,y0 l p e rt e nece e 14 re c ta 

ftlt + by • O r esulta 

y(t) • y 0 pnro t odo 

Ahor a si a. • 0 + by0 j O y L • ---~-!-~~--- >O 
bm 2 +o m- dm- c 

lc l coso L < ae trata p o r ana l ogía) 

En to nces de ( 4 ) s e ob lene 

l o+bm )t 
• < 8 

Ft no lm o n tc de (7) y deno tando 

E • ( od - bc) (mx 0 - y 0 l : F • ( am- c)x 0 + (bm - d) y 0 

Se co ncl uye qu e 

B.I . ox 0 + by0 >o ; a+ bm>o i mp l Jcn 

- M( o +bml <E < M(n•b•l - M < F < M 

8.2 . ax 0 + by0 >O : a+b• < O i mpli ca 

M( o+mb) < E < - M{e+bm) - M < F ~ M 

( 7 ) 



• 

a + bm > O i mpli c a 

9 .4 , •• o • by0 <O : • + bm < O i mplica 

M (•+bm ) ~E< -M ( .a+Om) ; - M < F < M 

e. e;. •d - be • o p 1 i ca 

do 

0 (a+bmlt < _ _!:.~-

-l a:a0~by01 

dond«i 

la• • by0 1 !_ LW • i 
o 

l<aa . by0 l<LM • i 
o 

A+bm ~ 0 

a+b m > O 

a.o. bm2 +a•-d -e • O entonces do ( 4) se obtiene 

1 ! od m6a b-d •O rea ulta u • O, l o c ua l trans f orma (1) 

en un tltte • cuyo retrato fa so ea conocido en sus di f e -

r"Cnt 8 C•tOI , co•o apa re ce por ejemplo en Hirsch Cl 3]) . 

l. - Coneldera oa tl alatema que usa Blagodotskikh <{1 ) ) para 

apli car au resultado s obre coro cont rolab1lid~d optlma l 

co n ro t trlcclón dt e s tado 

• y 

u •n f - 1 , 1 1 

En cate c •~o . aa + by • y • o 08 la recta d• pun o est! 

bl ~a para nuestro problema y n + bm. m • O (npll C• P•ra -
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loll 1~0 • l •J• x (Flg. 1 1 . 

BJagodat a klkh c on a l de ra la r es rJ cc 16 n de e s tado 111~ 1 y 

all l ea rae l blc el deel i za~l•n o r ec tt11neo so br' e la f ro n era 

o~ al regi6 n ( F i g . 2 ) . S l n t •bargo , e ll o no e s po s i ble s f se 

co n s idera por ejempl o la r ea t rlcc 16 n O ~ Y ~ i . 

u: O 

U: O 

F !g . 1 F l 9. 

2 . - La di no micn d el oscil a dor lt~ Al omort lgu a do tiene como mo-

de 1 o o l 

• y 

s i s tema 

1( ( o ) • • 
o 

p c o ns te nt e s po<11iitlwa1 l k no wl cs [4 J) 
En ea co c a so 

l+bm • m a -t d • -2q; Rd- b c 

1u1 ~ ... 
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d~ A.4 qua 

•• 2 > o -P Yo 

• ! -P 
2 

Yo <o 

S l m >O 1 obtiene de B.1 qua pe.ro a11 0 +by 0 >O se cumple 

- Mm ! P 2 (m• 0 -y0 )< .w ; - M < p 2 ic 0 + (m+ 2q)y0 < M 

S l AM 0 +by 0 <O lt aplica B.3 y 80 vorifl clln desi gualdade s 

•nAloo• • (Flg. 4 ) . 

F J g. 3. 

.... 

Flg . .. 

......_' ié H 
.... .. 1= - 2q ][ + 2Cl 

----+- .... 

/ 
-.. .... / 

' ' 

' ..+- - - - '-... 

Y= - L 
.... .J m+2q 

.... 
.... .... 

" + 

/ ' ................ 

~ y 

' ..... 

M 
••2q 

mx -
M• ;z 
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co~ ~ I ARI O ~' AL : 

Cr1 emo 1 Que la tn r orM clón an erJor conattt u yf una mo t iva

ción para in l cl a r u n c a mino o• 9•nera l i1acto n s al caso lineal 

constd•rado . A {, l a e• t ~nalón del problema p r eaentado a 1t1tt

••t t tnealea de con ro l •ultlpara•~trtco y & als esat no linea

l•• en el P l a n o y au po1 t erlor adaot a cJón t R" e1 á en proceao 

dt eatudio . 
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