
PAo . 71 

ARITMETICA Y GEOMETRIA 
(CURSO B3) 

Dr. RJcardo :e..
( U. DE CHILE ) 



PAG . 72 

ARITHETICA Y GEOMETlpA 

R. BAEZA 1 

El prepósi te €le estas tres charlas es explicar a 

través de Wl ejemplo algunas interrelaciones que existen 

entre aritmética ( teo:ría ae números) geemetria (geometría 

algebraica) y el análisis. No ¡;>ret~ndemos dar demestraciones 

de los resultados expuestc:>s aquí, sino que pendremos énfasis 

en las relaciones que existen entre ellos. 

Denotaremos per l el anille de enteros racionales y 

por CI los números racienales. IR denc:>tará el cuerpe de los 

números reales y e de los números complejos . 

Uno de los problemas básicos de la aritmética es el 

siguiente: 

Sea f(x 1 , ••• ,xn) E Z (X 1 , •• • ,xn] un polinomio con 

coeficientes enteros, es decir 
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con a 1 1 
E z (o tambi én en e más gene r al) . El problema 

es enc ontra r todos los tuplos (a1 , • •• ,an) E Zx . . . xz tal que 

(1) f(a 1 , ... ,an) • O 

o más general, todos los tuplos de n\lmeros racionales 

(a1, ... ,an) E Cx ... x(I que satisfacen ( 1 ) . Si ( a 1 , . .. ,an)e zn 

satisface (1), se llama solución entera de la e c uación 

f(X 11 • • • ,Xn) 

racional. 

Diofántica . 

racionales) 

existe una 

antiguos de 

difíciles . 

"" O: si (a1 , • • • ,an) E Qn, se llama solución 

Una ecuación de este tipo se llama ecuación 

Encontrar todas las soluc iones enteras (o 

de f(x 1 , ••• , xn) "" O ó simplemente decidir si 

tal solución, es uno de los problemas más 

las matemáticas y tal vez uno de los más 

En el estudio de este t i po de problemas 

nec esario c onsiderar también las soluc iones reales, 

respectivamente complejas de la ecuación f ... O, es decir uno 

se ve c onfrontado c on el e studio de la variedad algebraica 

complej a 

o también c on la parte real de ella 

V~(f) ""{(x1 ••• xn) E ~ni f(x1 •• • Xn) ""o} 

Observación . si f(x1 , • • • ,xn ) es un polinomio homo9éneo de 

grado m, es decir i 1+ ... +in • m V ( 11 , ... ,in), entonces 

obvia mente (O, . . . ,O) una solució n triv ial la cua l 

descartaremos . Además en este caso da lo mismo estudiar 

soluciones enteras o racionales, ya que (a1, .. . ,an) es 

soluc ión si y sólo si V ,\ • O, también (Aa 1 , ••• ,Aan) es 

solución de f • O. 

En el caso de polinomios homogéneos es más natural 

y conveniente estudiar las soluciones proyectivas de f .. O, 

e s de cir identificando (a1 , • • • ,an) con (.\a 1 , ••• ,Aa n), ,\•O 

(si endo (a1 , ... ,an) • (O, . .. ,O)) es decir se estudian las 

s oluc i ones de f • O e n el espacio proyec tivo p"-1 • 
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Sea (a 1 , •• • ,an} E Zn una so lución de f • O, es 

decir 

Si p es un primo cualquiera, es claro que ( 2) 

implica V r z: l 

(3) f(a 1 , ••• ,an) • O (mod. pr) 

es decir las congruencias f(x 1 , • •• ,xn) • (mod. p r ) tienen 

solución V p primo V r I!: l. 

Notación Si a divide b escribiremos b .,. O (mod. a). De modo 

que resolver tma congruencia de la forma f(x1, ... ,xn) • o 

(mod.pr) significa encontrar un tuplo (b1, .. . ,bn)EZ tal que 

prlf(b1 , ••• ,bn). Esto también equivale resolver la 

ecuación f(x 1 , ••• ,xn) =O en Z/prZ. Sir""' 1, Z/pZ es el 

cuerpo con p elementos y lo denotaremos por F P . 

Se puede hacer la pregunta . obvia : 

si para todo primo p y todo entero r z: 1, la 

congruencia 

es soluble, es entonces la ecuación 

f(x 1 , •• • ,xn) == O 

soluble en Z? 

Si es asi, d i remos que f satisface el principio 

local - global ( o también principio de Hasse-Minkoweki). se 

sabe que si f es homogéneo de grado :s 2 , entonces t 
satisface el principio local - global. Para gr (f) z: 3 1 en 

general f tiene esta propiedad y problema 

fundame ntal e ncontrar obstrucciones para que f satisfaga o 

no el principio local global. 

Ejemplo: La ecuación diofántica 

3x3 + 5y3 + 7z'J • O 

no tiene solución e ntera " (O, o 1 O), pero si las congruenc ias 
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Jx3 + 5y 3 + 7 z 3 • ( mod. p '" ) para t odo p p r i mo, r it:. l. 

Otro ejemplo senci l lo de una ecuació n que no admi te 

solución e nte r a ( .. g l obal ) 

Sea p un primo. Entonc es: 

no tie ne s oluc ión en z . Pues s upongamos que l a tuvi era, y 

s ea (x,y,z) E Z 3 - {< o,o ,o )} una tal s olución, y sin 

res tricción ( x , y, z ) = 1 , pue s l a ecuación es homogé nea , 

Pero p 1 x neces ariame nte . s e a px ' Reempl azando: 

p 3x' 3 + py3 + p2z3 
::i:: O 

es decir y3 + pz 3 + p 2x' 3 "' o 

Esto impl ica PIY · Sea y py' s e obtiene 
PJY, J + pzJ + p2x , J = o 

es dec ir z3 + px' 3 + p2 y ' 3 = O 

de modo que pl z. Esto contradic e (x,y,z) : l . 

Como ya menc ionamos e l problema de r esol ver 

ecuac i ones Diof á n t i cas e s uno de los má s difíc iles y 

atrac t i vos de l a t eorí a de núme r os, pa rtic ula rmente porque 

involuc ra gran pa rte de la matemá tica. El propósito de 

estas charlas es mostrar c on un ejemplo esta s ituación. 

Comencemos con un ejemplo partic ularmente simple, 

cuya soluc ión se obtiene via divisibilidad elemental en los 

enteros: encontrar todos los triángulos rectángulos con 

lados racionales, ea decir resolver en O la ecuación 

(6) 

Como esta ecuación es homogénea, basta resolverla 

en enteros ( x, y, z) . Además podemos suponer que x, y, z son 

relativamente primos (x, y, z) "" l (se dice ( x, y, z) es un 

triple pitagórico). De ( 6) se deduce que x e y tienen 

diferentes pa ridad y que z es necesa riamente impar. Sea x 

par, y i • par . Entonces: 

xª • zª - yª • (z-y)(z+y) 
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+ con z - y par es con x • 2c , z + y , z +y = 2d, z - y = 2L se 

obtiene c 2 "" d l , y po r hipóte sis ( d, 1) = 1. Del teorema 

fundamental de l a aritmética se deduce de c 2 = dl que d y 1 

son ambos c uadrados, es decir d = a 2 , 1 = b2 • Tenemos 

entonces z + y = 2a2 , z - y = 2b2 , c 2 = a 2b 2 , 

ab (eligiendo un signo). De esto resulta : 

X = 2ab 

y = ª 2 - b2 

z = ª2 + b2 

decir c .. 

donde a,b son enteros arbitrarios. Hemos obtenido así todos 

las soluciones enteras (resp. racionales) de x2 + y2 = z2 • 

Este problema fue probablemente completamente resuelto por 

Diofantos . 

Alrededor del siglo X, matemáticos árabes 

formularon el siguiente problema: Encontrar todos los 

tr !ángulos rectángulos con lados racionales, cuya área sea 

entera. 

OEFINICION 

Todo entero que área de 

rectángulo con lados racionales se llama 

congruencia. 

triángulo 

nümero de 

Por ejemplo: 6 es el área del triangulo (J,4,5). 

Respuesta. 5 es el área del triángulo 

decir 5 y 6 son números de congruencia. 
(~, ~ . ~), 

Se puede 

demostrar que 1, 2, 3, 4 no son números de congruencia. 

En general: n e s un nt.imero de congruencia si y sólo 

si las e c uacione s 
x2 + y2 .. z 2x 

tienen s o luc i ó n (x, y, z) o. 

En l o que sigue s upondremos que n es un entero 
l t bre de CUl'l dradoa. 
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+ 
De (*)n se obtiene (9 )2 • (t) '!: n, de modo que 

con t • (~) 2 , vemos que si n e s de congruencia, existe t e Q 

tal que t, t+n, t-n son cuadrados. El inverso también es 

cierto. 

Por ejemplo si 1 f uese número de congruencia, 

existiría un t E Q tal que t-1, t, t+l son cuadrados. Se ve 

que esto implica que existen números enteros u, v, w con u' 

- v' • w2 , w impar. Demostrar (ejercicio) q ue esto no es 

posible. 

Volvamos al caso general ( * )n. De las ecuaciones 

[9]' º [~] ' ± n 

es decir , la ecuación u ' -n2 • v 2 tie ne una s olución racional 

con U • t • v • ~· Multiplicando. por u2 y reemplazando 

Y :• uv . cx2;y2)z 

ae obtiene que la e c uación (cúbica) 

En: Y2 - X3 - n2X 

tiene una solución racional (X, Y), con la propiedad que X • 

(~) 2 es un cuadrado racional y que el denominador de X es 

par . 

Se tiene en erecto que este hecho es una condición 

necesaria y suficiente para que n sea un número de 

congruencia, es decir 

TEOREMA. Sea n un entero libre de cuadrados. Entonces n es 

un nWDero de congruencia si y sólo si la ecuación cúbica 

Bn: y2 • x 3 - n 2x 

tiene una solución rac ional ( x, y} con xEQ~ cuadrado racional 
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y tal que el denomi nador de x es par. 

Demoat.ración. Basta demostrar que esta condición ea 
suf iciente. Sea ( x, y) e Q2 con x E CI~, x con denominador 

par y tal que y 2• xJ- n2x. Sea u•,¡-;;---eci • • v~ , de modo que 

v 2-x2 -n2 • Asi v 2+n2 .. x2 • Sea t el denominador de u, es decir 

el ente.r o > o más pequeño con tuez. Por hipótesis te2Z. 

Observemos que v 2 , x 2 t ienen el mismo denominador , pues n es 

e n tero con v 2+n2 .. x 2 • Este denominador es t' . 

Se tiene entonces (t2v¡ 2+(t2n) 2= (t2x) 2 , donde los 

enteros t 2v , t2n, t 2x son relativamente primos . Además 

t2ne2Z es par . Por la solución general de los triple 

pi tagór leos se obtiene 

t 2n • 2ab, t 2v ... a 2 - b2 , t 2x • a 2 + b2 

con a, b enteros. Con x = u2 se obtiene 

t 2u 2 - a 2 + b 2 , de modo que 

[~] ' + [PJ ' ~ (2u) ' 

define un triángulo rectángulo racional con área 
!. ~ ~ .. 2ab ... n 

2 t t t 2 

decir n es un número de congruencia . 

Hemos reducido asi el problema ( *) n a estudiar la 

ecuación c úbica 

e ncontrar todas las soluc iones racionales (x , y) ce Cl;i 

xdl~ , denominador de x par. 

La ecuación En define lo que se entiende por una 

el i ptica (racional). A continuación estudiaremos 

bre vemente algunas propiedades geométricas y algebraicas de 

este tipo de curvas, lo c ual nos permitirá traducir nuestro 

proble.ma original ( *) n e n un problema básicamen te analítico . 

Consideremos la ecua c ión 

E: y ;i • xJ + ax + b , a ,b E CI 

Se dice que E define una c urva el í ptica si el 
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d iscri minante del polinomio cúbico 0.=4a3- 27b2 es "º (A veces 

se usa 4x3+ax+b l o c ua l reduce el disc rimi nante a: a J-27b2) . 

Se de no t a por E(C) el con j unto { (x,y)ECxcl l•xJ+ax+b} de l as 

soluciones complejas de E, al c ua l también se le agrega un 

punto O .. m, que corresponde a la solución (O,l , O)EP2 ( C) e n 

el pla no proyectivo, s i se considera la ecuación homogénea 

zy2 • xJ + axz2 + bz3. 

De es t e modo E(C:) • {(x ,y )EC:xc ¡y2""xJ+ax+b}u{o} , 

s i e ndo l a solución "escondida " de la ecuación e l 

infi n i t o. Denotaremos por e ( Q) e:' E(C:) el s ubconj unto de l as 

soluciones rac i onales. En el plano RxR , el conjunto E( un es 

de l a forma 

y2 "" x3 + ax +b "" ( x - e 1 ) ( x-e 2)(x-eJ) 

(e ,O) 

ecuación :;u: a:1 , + : 2• ~ : 3
• s : :r 

1::pu::~:c~::eses::a~::vadeso~: 
r espresenta un pedazo de la c urva e l í pt i ca complej a y2 • x3 

+ a x + b. El punto o no se pue de vizualizar en el plano R2, 

y r e presenta como "el punto e n el infinito". El conjunto 

E( Q) s on los puntos (x, y) de l plano sobre la curva con 

coorde nadas raciona l es , i nc luyendo el punto O. 

A conti nuación me ncionaremos pos i ble 

parametrizar los puntos de una curva eliptic a via la f unc i ó n 

de Wei r str ass. -

Sea O. e: C: un re t iculado, es decir un s ubgrupo de 
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rango 2 , ll = Zw m Zw c on (w , w } 1 inea lmente independientes 
1 2 1 2 

sobre fi . Entonces C/ ll es un toro complejo, y como variedad 

real, de dimensión 2, es decir una superficie (compacta) . Su 

imagen es simplemente 

C/ ll como variedad real 

Asoc iada a A se tiene sobre e la siguiente función 

(7) p (z) =-=- + \ [-1 -.-=-] 
ll z2 fe.a ( z-1 )2 12 

l•O 
la cual es absolutamente y uniformemente convergente en todo 

compacto k e C/ll, de modo que define en C/ó una función 

anali tica como función sobre e se ve que todos los l E A son 

polos de o rden 2, es decir p6 (Z) es una función meromorfa 

sobre C son polos de orden 2 exactamente en los elementos de 

A. A.si p6 induce sobre O::/ A una func i ón an~litica con un 

solo polo en o, o mejor, en C/ A-{ ü } . p 6 es una función 

analítica , pues se comprueba que p 6 ( Z) es función 

doblemente peri ódica con per iodos w1 , w2 • 

El desarrollo en seri e de potencias de p 6 (z) 

conduce a ciertos coeficientes G2k(6 ) que dependen sólo de .. 
( 8 ) 

( sólo aparecen potencias pares de z, pues p6 es par). 

Si r > 2 es un entero, se define 

y se c omprue ba que s i r 11 1 ( 2 ) , Gr • O. Es tas son los 

c oefici entes que a parecen e n e l desarrollo ( 8 ) de p6 (z) , 

Es t a se r les se llama n s e r les de Eisenstein a s ociadas a 6 y 
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De ( 8 ) ee deduce 
2 

(9) p¿(z) • 7 + 6G4 z + 20G6 z3 + 42G8 z5 + . . . 

de modo que 

P'(z)ª=~- l 24G4-z 2 - BOG6 + ( 36G: -
!J. 2 z6 

16G8 ) z + • . . 

También tenemos 

p ( z) 2 = .:__ + 6G + lOG6 z2 + 
s z' ' 

p(z)J= =-+ s 2 2 z6 9G,~ + 15G6 + (21Ge + 

27G4 )z + •.• 
y si comparamos coeficientes, usando la notación 

g2 = 60G4 "" 60¿ :_ 
¡lE!J.14 

l•O 

obtenemos la función 

f(z) = pÁ(z) 2 - 4p6 (z ) 3 + 9zPti.(z) + g 3 

PAG.81 

no tiene polos y es doblemente periodica y además f (o ) .. o. 

De la teorí a elemental de funciones deduce f ( z) • o, es 

decir 

(10) p¡.(z) 2 m 4p6 (z) 3 - g,P6 (z) - g2 

Obtenemos asi que los puntos ( p ti. ( z) , p ¿ ( z) ) están 

sobre la cúbica 

El hecho que A "" g~ - 27g~ :i1 O, muestra que EA ee 

una curva elíptica . Se obtiene asi una aplicación 

C/A E6 (C) 

i (p6 (z), p¿(z)) si i•O 

~---~o mm 
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l a c ual se demuestra, es biyectiva. Además si se consideran 

las estruc turas de variedades analiticas de C/ /J. y El!.(C) 

ve que a es un isomorfismo de variedades analiticae. 

Inversamente, dados dos números g 2 ,g3EC con g~-27g: 

'" O , existe un reticulado AcC tal que g 2• g 2{ /J.), g 3•g3 (A), 

de modo que la curva elíptica y 2-4x3-g2x-g3 coincide con la 

curva E6 • Asi el procedimiento anterior sirve para 

construir todas las curvas elípticas sobre e. 

Por otro lado C/ ti. tiene . una estructura de 9rupo 

abeliano, de modo que mediante la biyección a: C/A ----+ E6 (C) 

podemos traspasar esta estructura de grupo a E(C), es decir 

a los puntos de la curva elíptica E: y 2 • 4x3 - g 2x - g 3• 

El elemento neutro de E(C) será O . Si P • a(i), Q .. a(W), 

entonces 

P + Q .. a(z+w) 

Del hecho que p(-z)mp(z), p'(-z) • -p' '( z) obtenemos 

por ejemplo: sea P m(x,y)=a:(i) . Entonces -P=a(-Z) .. (p(-z), 

p'(-z)) • (p(z), - p'(z)) es decir ·-p ... (x, - y) es el punto 

simétrico de P sobre la curva E. Pa ra encontrar las 

coordenadas de P + Q en función de las de P y Q, se usa la 

siguiente fórmula clásica, llamada teorema de adición para 

la función p( z): 

(11) 

Para todo Z 1 W E C 1 Z - W '- ti., ( Z, W ti: /J.) 

p(z + w) • -p(z) - p(w) + .!.f,e'(z)- f'~w>] 2 
4\ji(z)-pw 

Si z-w E A, es decir lo que equivale a calcular 

p( 2z) tiene 

(12 ) p(2z) • -2p(z) + i~;(~)'] ' 

(Usando (10) se c alc ula p''(z) e n función de p'(z), 

p( z)). 

Se tienen t ambién fórmulas de a d ición para p', lo 

cual deja.aoe de e j e rcicio. 
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Po nie ndo P, • (x, , y L), P2• (X2,yZ), p2 ... p1 +P2 

(x3,y3), o bte nemos pa r a x 3 la sigu iente fórmul a 

correspondiente a ( 11), si P1 .. P 2 (res pee t i va mente a ( 12) si 

pi .. P2): 

( ll)' X R 

' 
- x, - x 2 + ¡¡~] ' 

X - X 

' ' 

Las coordenadas y 3 obtienen de fórmulas 

similares para p'(z+w) respec tivamente p '(2z) . 

La interpretación geométr i ca de estas fórmulas es 

evidente: Sean P1, P2 eE(C). Se une P1 con P2 por una recta 

la cual corta a E en un tercer punto P'. El punto simétrico 

de P' es P1 + P2. Si P1 • P2 s e traza la tangente a E , la 

que corta a E en un punto P ' y el punto simétrico de P 

2P 1. El inve r so - P de un punto P es simplemente e l 

simétrico. El elemento neutro de E{C) es e l punto o en el 

infinito. Asi tre s puntos P1, P2, P3 sobr e E(C) son 

colineales si y sólo si P1 + P2 + P3 • o. 

Geométricamente obtenemos la siguiente 

' P+Q 
1 

1 
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Una consec uencia de (11 ) ', (12)' es la siguiente: 

Sea Q ~ P ~ C: un cuerpo con ga ' g3 E P ( por ejemplo si ga ' 

9 3 son racional es, formamos Q) . Sea E(F) e E(C:) el 

subconjunto de los puntos racionales sobre F, es decir con 

cooordenadas en F. De (11)' 1 ( 12)' vemos que si P, Q E 

E( F), entonces también P + Q, 2P, tienen cooordenadas en F, 

decir E(P) es un subgrupo de E(C:). 

En particular 

Si g2, g3 e Q entonces E(Q} es un grupo abeliano. 

un teorema profundo de aritmética afirma 

TEOREMA ( Morde 11 ) 

E(Q) es finita.mente generado, es decir existen 

puntos P , .. . , P E E(Q) tal que todos los demás puntos de 
t q a :i 

E(Q) (es decir las soluciones racionales de y .. 4x -g2x-g3 ) 

ae obtienen a partir de P1 , ••• , Pq por el proceso de formas 

secantes respectivamente tangentes y cortar la cúbica. 

En consecuencia podemos escribir 

(13) E(Q) • E(Q)tor m ZP 1e ... eZPr 

donde r • rango del grupo E(Q), E(Q)tor es el subgrupo da 

torsión de E(Q). Este subgrupo es finito, y recientemente 

B. Hazur demostró que para toda curva elíptica racional E se 

cumple I E(Q)torl :S 16. 

De ( lJ) se deduce de inmediat o 

E(Q) es infinito • r z: 1 

El rango de la invariante 

e.xtremadamente dificil de calcular. De hecho no es fácil 

ncontrar c urvas elípticas con rango suficientemente grande y 

s olo r eciente mente se han dado ejemplos de c urvas con r z: 14 

( Heetre, 1987). 

Con estos resultados volvamos a nuestro problema 

origina l ( *) n . Vimos que n es un nUmero de congruencia si y 

Anln Ai 11'1 r.11rv l'I R l intir.l'I 
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En : y2 • x3 - n2x 
tiene un punto racional ( x, y) con x E Q2 , y de.nominador de x 

par. En En( Q} se tiene fuera del elemento ne u t ro los puntos 

obvios (O, O), (n,O), (-n, O) y se puede demostrar 

(14) E0 ( Q) '°' - {o, (O,O), (n , o), (-n,o )} 

De este resu ltado y del ante r iormente mencionado 

deduce, ya que obviamente un punto racional ( x,y) E E (Q) 

con x E Q2 y denominador de x par, no puede s er punto" de 

torsión por ( 14) , ya que si n 'es nllmero de congruenciea , 

entonces En(Q) " En(Q)~or y por lo tanto rz:l. En efecto se 

tie ne : 

Proposición 

Sea r - rango de En(Q) . Entonce s n es nllmero de 

congruencia • riP!l. 

De e ste modo hemos reducido nuestro problema a 

calcular el rango de En(Q) (o mejor , a s o lo estimarl o por 

abajo). 

Para estudiar este tipo de problemas introduciremos 

un nuevo objeto la función Zeta asociada a una c urva 

elíptica. Esta función r elaciona el comportamiento local de 

la c urva el1ptica con su comport a mie nto global. 

Sea E: y2 • x3 + ax + b una curva elíptica datinida 

sobre l, es decir a ,bd. Sea 6•4a3-27b2110 su discriminante. 

Parei todo primo pt fJ. sea F P • Z/ pZ el c uerpo con p elementos y 

EP: y2 • x3 + 8x + E 
la curva reducida módulo p, definida sobre FP . Como plt:J., !P 

elipt ica. 

Sea EP(FP) el grupo de puntos 

sobre FP, ea decir EP(FP) • {cx , y)EF: 

!P(F,) e• la versión local de E(Q). 

racionales da EP 

Yª • i 3 +ai+E} . 
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Sea N1•tEP(f P) el núme r o de solucio nes de y 2 

i x + '6 en FP, es dec i r usando congruencias tenemos: 

NI - ' {(x,y) E ZxZJ~1~2~~~-=x~~1 } + l 

_, 
• X + 

(+ 1 pues hay que contar el elemento 
0
nneuptrdo

0
) .

1
• E0lcu:n0t1a6rnoy~-' 

mide el número de soluciones locales Q g 

x 2 +ax + b. 

Definamos 

para todo primo plb. 

La función Zeta de E define formalmente para s•C 

por 

( 15) 

y se comprueba fácilmente que : 

Proposición: 

El producto ( 1 5 ) es uni.formemente y absolutamente 
) 

convergente sobre compactos en la región Re(s) > -, de modo 
2 

!;1:(s ) representa e n este dominio una función analítica. 

) 

(i Re(s) > - , podemos desarrollar los factores 
2 

locales 
1 - 2a\p - • 

multiplicarlos para 

ser i e para (t (s ). 

( 16 ) 

serie respecto 
p" 

todo pll!. y obteneJDOs un desarrollo 

b E l V m~l 
t. • 

e s deci r { (s) es una serie de Dirichlet e.n e l dominio Re(a) 
) E 

> - con coef !c i e ntes ent e r os . 
2 

Es t os coeficientes b ... 
t ambién re f l ejan e l comporta mie n t o loca l de B, pero toda la 

serie r eflej a e l compo r tame i e nto global de E. Por ejemplo 



PAC.87 

( 17) ( (s) • 1 - - - - + - + - + 
i: s• g• ¡ 3• i 1 • 

y para E0 : y2 • x3 - n2x , se tiene: 

donde 

b g (!!)b 
n,• m l,• 

con b determinados por (17 ). Aquí [- ) es el símbolo de ... 
Jacobi que conociendo ( ( s) obtenemos ( (e) 

toC"ciendo la serie por ~l carácter (!!r de Jacobi. i: 

Explícitamente (Re e > - ) 
2 

(19) ( i:(s) - i-2 (~} s-M -J(~) 29-•+6(fi}13 ·•+2(TI)11·•+ .. . 

Una de las conjeturas más importantes en la 

a ritmética de c urvas elípticas es : 

( BSD) : (E(s) admite una prolongación analítica a 

todo el plano complejo y satisface una ecuación f uncional . 

Además si r .. rango de E(Q), entonces r satisface 

lim SE(s ) 111 o 

s~l ( s-l )r 

ea decir r .. o rden del cero e • 1 de (E( s) . 

Esta conjetura fue originalmente formulada por 

Birch-Swinnerton Dyer. 

En particular se puede dar l a siguiente formulación 

debil de ••ta conjetura: 

R( Q) ea infinito• ( r;( l) .. o 
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Res pecto a l a p r olongación a na li t ica de (r:~ a ) a 

todo e s e puede demostrar que ( ( s ) t iene e sta p r opiedad Vnz: l 

y q ue sat i sface una ecuación funci onal. 

obtene.mos: 

En consecue ncia 

Teorema 

s upon iendo la conjetura débil de Bi r ch- Swi nnerton 

Dyer, se tiene pa r a n z: 1 : n es núme r o de c ongrue ncia • 

(,( l ) - o. 
n 

Ejemplo . El valor de (E~ s) ' e n s = l se puede calcular 

e xp lícitamente v i a l a teoría de fo rmas modula r e s ( de peso 

f r accionario) y s e obtiene : 
co b ~ 

(20) ( ( 1 ) • 2\ ~e N 
en ~l m 

- {
2n'2 sinesimpar 

donde N 
2n s inespar 

En particular 

2¡.-n;2h_ ~ 0 -5n/ 2h_: 0 -9n / 2h+ 
(" ( l) - 5 ) 

:.__ 0 -13n/ 2h + ~ 0 -17n/ 2h + Rl 
1 3 1 7 

El resto R se pue de e stimar y el del o r den 

IRI :$ 0,012 

de modo que se obt iene , al calcular las expr e siones en el 

pa_rénte sis 

( ( 1) - o , 65 5514 3 ... :!:0 , 024 
'1 

y e s o bvio que ( ( 1) " O. Esto con f irma el hec ho que 1 no 
' 1 

nllme ro de cong r ue nc i a . 

La e xpres ión que he mos usado ( ( 20)) par a c alcu l ar 

( r:~l9 ) no pro viene de la se r ie de Dir ichlet L pu•• 
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esta serie s ó l o c onverge para Re ( s) > - La e.xpresión que 

usamos proviene de la demostración de la prolongación 
J 

analítica de E:: (s ) a Re(s) :$ - , la cual se obtiene de manera 
'n 2 

similar como s e pro longa la func ión Zeta c lási ca de Riemann, 

es decir introduciendo una función teta adecuada de modo que 

t¡r.~s) sea la transformada de Mellin de esta func i ó n t e ta. 

Considere mos e l anillo de enteros de Gauss z ( i J -

Z111Zi, • ~. Para todo ente ro ¡i. s e de fine un c arácter 

xn: Z(iJ-tC 

por 

{ 
x>:'(x)(~J si (x,2n) • l 

X (x ) • 
" o si (x,2n )• l 

donde N(a+bi) • a 2 + b2 es la norma de x • a + bi, y 

x':Z[ i )-tC se de fine por X' ( x) • i r , donde irx • l mod(2+2i) 

si (x, 2 )•1. Se c omprueba iue xn es una función 

multiplicativa y que si Re(s ) > -
2 

l\ X (x) 
( C•I - -L -"-

En 4XEZLi) (N(x))ª 
( 21) 

X • 0 
Tal c omo para la función Zeta de Riemann, se puede 

preguntar si existe una función Ftn(t), t E R. , tal que la 

transformada de Mellin de Fen(t) sea rr-•r (s2E::tn(s) , donde 

í(•) es la función r usual, es decir, r (s) - J e-t e~ 
o 

Es decir, debe tenerse 

(22) 

En efecto, tal !unción existe y es la siguiente 

f unción teta : 
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• ! X (m+nl)e-nt(m +n ) L '' 
' ' m,neZ 

Tal como en el caso clásico de la función e. 

'\ ' e (t) "" L e-ntn 

n=-co 

que satisface la ecuación funcional 
1 1 

e(t) m ---<>(i:l 
¡-;; 

la función FEn (t) que hemos defind.do también satisface una 

ecuación funcional. 

,n • 1( 2) 
( 24) 

{
Bn ', si n •. l( 2) 

donde N es el entero 
4n si n • O ( 2) 

Usando esta ecuación funcional y la expresión ( 22) 

puede obtener la prolongación analític a de {En (s) a todo 

e y su ecuación funcional. 

s upongamos n a 1, 2, J (e) para simplificar la 

ecuación funcional ( 24) de F En; se obtiene: 

pues (~) "' l si n • 1, 2 ( 8) 1 respectivamente (~) .. 1 ei n 

•2n0•2(mod 8). Usando (25) podemos escribir :FEn(t)t•~ como 

suma de dos integrales desde l/¡-;; hasta m, permitiendo aai 

elim.ina.r la si ngul aridad e n t • O. 

se tie ne 
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Pero l/¡-;; es el centr;o de la ecuac ión funcional 

( 25 ) , de modo que si en la segunda integ·ral hacemos l a 

transformación t---+ht y usamos ( 25) , para reemplazar F En (k} 
por Nt2F E~ t), obtenernos 

( 26) 

Se comprueba que usando { 26) se puede extender 

(E{s) analitioamente a todo e y además se obtiene de 
n 

inmediato la ecuación funcional siguiente: 

Estamos suponiendo n • 1 , 2, 3 { 8). Para n .. 5, 6, 7, 

(modB) se tiene la misma ecuación funcional, sólo que hay 

que poner un signo - en uno de los lados de la igualdad. 

Haciendo S""l en ( 26), obtenemos para n • 1, 2, 3 ( 4): 

( 28) { (1) • 2nJ" r F (t)dt 
En l/V N En 

Recordemos que: 
l\ X (X) 

{ (•I - -L -'--
t n 4xeZ(i]N(x)• 

(Res > ~ ) 

X • 0 
respectivame nte 

( • !\ X (x)e-nt¡x ¡' 
PEnt) 4L n 

XEZ(i] 
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En particular la serie de Dirichlet que define 

(r~s), es decir (E~s) ~"·" ¿---;;-• 
1 m 

obtiene con esta notación 

por 

b = .!_\ X (x) 
n,• 4L n 

xeZ(i) 
N(x)=m 

y par lo tanto también 

( 291 F (t) =\a e-mm 
En L n,m 

m=l 

Reemplazando ( 29) en ( 28) e integrando término a 

término obtenemos finalmente: 

Proposición : 

( 30) 

Sin s 1, 2, 3 (B), entonces 

t; (1) = 2':c::b .-rro/h 
En L n,m 

m=l 

donde ¡-;; = { 2nh 
2n 

n impar 

n par 

Se puede además demestrar que: 

1 b 0 ,.I < ~,(m)h 

donde u0 (m) = número de derivaciones de m. 

Esta última cota permite a veces estimar el resto 

de la suma ( 30) cuando se ha calculado hasta cierto entero 

M, y así poder deducir por lo menos que en ciertos casos 

(En(l ):itQ. 

Ejemplo. Para n = 1 se tiene: 

= 2 re-rr/2h _ ="52 -5rr/2h _ 
EE, ( 1) 



1 -9n/2h + 6 -1Jn/2h 2 - l 7n/2hl + R 
~ IY3 + y-:r 

y se calcula que 1 R l :s O. 023. Se obtiene entonces: 

(E
1
(1) ""0,6586 .. • ± 0,023 • . . ¡1: 0 

PAC.93. 

lo que coincide con el hecho que 1 no es número de 

congruencia. 

Finalmente formularemos los resultados más 

recientes conocidos respecto a este problema, los que se 

deben a Tunnel (ver [T]) . Usando la teoría de formas 

modulares de peso fraccionaria y la correspondencia de 

Shinima con las formas modulares de peso entero, Tunnel 

recientemente demostró la existencia de dos formas modulares 

de peso 3/2. 

respectivamente 

f(z)=¿a0 q" 

i'(zJ =l:a.q" 

tal que a tra vés de la correspondencia de Shinima 

Sh(f) = Sh(f) = l b 1,. q" 

donde (E ( s) 
l 

t:·•. Además existe una conetante 
1 

/3""2.622 ••• tal que 

(311 
si n es impar 

s i n es par 

En particular 

{a: =O sinesimpar 
{32) (E(l)-0•_2 

n ªn/2=0sinespar 

En efecto las formas f, se pueden construir 
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explícitamente usando la función teta clásica 

(32) e(z) = ¿ q112 (q = e2mz) 

nel 

Concretamente se tiene: 

f( z) • (e(Z)-e(4z))(e(32z)+(Bz))e(2z) 

f(z) • (e(Z)-e(4z))(e(32z)-~(Bz))e(4z) 

Reemplazando ( 3 2) en estas expresiones se puede 

calcular explícitamente el valor de ªn' respectivamente an. 

•• obtiene: 

ªn .. #{(x,y,z)EZ 3 j 2X 2 + y2 + 32z2 - n} 

- ~ t {<x,y,z)eZ3 1 2x2 + y2 + Bz2 - n} 

Resp. para n par 

a!!== #{x,y,z)eZ 3 4x 2 + ~2 + 32z2 = ~} 
2 

- ~ t {{x,y,z)eZ3 1 4x2 + y2 + az2 = ~} 
Combinando este resultado con ( 31) y con la 

caracterización de los números de congruencia a través de 

los valores de (En{l), obtenemos finalmente: 

Teore11a 

Sea n un entero > O libre de cuadrados, suponiendo 

la conjetura débil de Birch-Swinnerton Dyer, se tiene la 

equivalencia de : 

i) n es un número de congruencia 

ii) Si n es impar 

t{ x, y, z )eZ 3 l 2x 2+y2+32z2=n} = ~t { (x, y, z }eZ3 l 2x2+y2+az2-n} 

Si n es par 

t{ x , y, z )eZ 3 l 4x 2+y2+32z2=1-} = ~t { (x, y, z }eZ3 l 4x2+y2+az2-j} 

Observación: 
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Lo particularmente interesante de este resultado es que 

dado un entero cualquiera n, las condiciones del teorema se 

pueden comprobar efectivamente. La conjetura de 

Birch-Swinnerton Dyer para En ha comprobado por 

Creas-Zagier para una clase grande de enteros 1 pero sigue 

siendo un problema abierto cemprobarlo para todo n. 
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