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e 1tUCED.ll1lEtlJOSJSJ'AD.1 Sr 1c o.s_ROB.USI OS 

El c o nc ep t o d e robust e z fue introduc ido po r pri :ner11. ve z po r G. 
Bo x (l 95 3 ). en un traba jo so b r e estiinac ió n de lB v a ri :inz 11o. pur a el cuo 
n o g a uss i an o . El s o oc upn d o in insoni:i ibilid;id de lo s p r oced i iniont os 
e s t ad! st i c os con re s pe c to 11. pequ eihs d es v i a c ione s de l 1:1od o l o 
es t 11d i st i co su pu e s to y 111uy p oc as ve ces contr11s t 11d o . A p o rt ir de es t e 
•. ::-!l b !.,!-:- ~ ~ ~ ::.~de :! :.:: :. ::!::, e:: e::.::~ :-...;.:::i..:;:; 1-. s d re.ls d o 111 6S L 11.dl.:; ~~ " " · 
g r:rn d es esfue r z os pa rn pre c i s ar est e nue vo c o ncepto Y p11r11. d e s11. rr o ll11. r 
proc11 d i ai e n tos est 11d i sticos r o bus t os . 

L11. e s t 11d i:1tic 11 p11.r11.111 ót ri c11 , nsu 11e q ue s us d at o s proviene n do un11 
di s trib ución c o n oc i d o dcsorr o ll;indo pr oc ed i 11 i e ntos óptimos pan 
ood c lo s p 11r11 mó t r icos e xnctos , y 11.d e 116s supone qu e e l comporl1u:d ont. o 
::i ¡ue siendo 11.de c u11.d o cuei.n do el Jlode lo es vli iido s ólo aprox i11 ndnmcnte . 
Es t e supu e sto do continu i dad no s o c uriplc en a u c ho s pr oc cdi111i e n t os 
c:l li:d cos, po r l o q u e e s ne cesar io de s arr ollar cet od o s c:; t .ld lst ic o~ 
: obusto s . 

En el p r oblo111 11. du ou t iaincl ón parei.riót r.i ca pu n t u n l ::e nsucen 3 
:Jupu e s t o:: ( e l :; upu o:1 to do i ndopo ndencin , o l su puest o d e id e nt id ad de 
l :i d !. :Jtdbu c i ón Y !l l nup u o:: t o d e l a d i st ribuc ión) . En lo p r Act ic :i 
e :1d a uno de c:: t o :; :; u pu e:iton puode ser v ñ. l id o s ó lo 11. p r o:d 1:1 ad 111:1cntc . 
Por lo :. :1 n t o es n oc csnrl o obt c n .:i r nótodo t:: r obu !> toi:; rrcn t o 11. e nd :i. un o 
Ce e ::tos sup ues t o !:, os deci r . r obustez con ~e s pe c t o a l supu e.s t o d e 
1ndcpendcnc 1:i., r ob11s l e: co n r espec t o 11 1 supues to d e !d.:int idnd d o l :i 
d 1st r 1bución y r ob u ~: tc;o; co n r esp e c t o a l supue ::t. o d e una d i:: t r i::iuc i 6n 
{ r obu::t.e:: d i s t r lbucio11 :i.l ) . 
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En o!lt• i:s n o tas o 1 ooncepto do robu i: tc: trot:i.d o i:e rii robu s to: 
dlatrlbucion al. 011 doci r robustez on el 1JCnt ido de Hubcr (196 1). es to 
1111 el O&ll O llÓl: i 11p o rl:antll y lllejor desarrollado a Ja (o o hll . C.., n 
roopoclo a l a robu i:s toz do lo::i supucotOl: do indcpondcnci:i., di otribuc ió n 
idéntica y aloatorledad se oonooen siuy pocos traba.jos. ontro ot r os 
11otlvo11 es debido a quo la ralta do robu:Jtoz on to l sentido or; 11ono11 
llravc que en el caso do robustez distribucional (v e r Po rll\OY (1977)). 

a ) Xn ::: (1/n )- I X1 

[ 
XPl(n+l }) 

b) Ho d : 
1HXClsn) + X(lf(n+2))) 

o-• 
e ) K1< (1 /( n -2kl)· I Xo> 

l•k .. l 

( •odia arit116 t io11.) 

•l. n os l.11par 
(initdianll) 

ei n oi: par 

( 11od1.e. t. runc•da de ordon k) 

o-• 
d) N1< : (l/n){k·Xck•ll + k•X( n -kl :.: .. 1Xo>) ( •od i a winzorl:ada) 

En un sontido 1111plio podoinoo decir qua in no 011 ro buat11, d obld11 a 
ou olla aonalbl lJ.dad a 1011 valorol!I ext.rallOC o atlp icoc , en co.inbio h. 
11odlana, la 11odia truncada do orden k y la 11odia v i n:r.orl :ada de orden 
k son r obustac y a que no r:on .a t ootad o'a por unos p oco s v alora11 ox tromoa 
de 1011 datoG . 

Es conocid a disputll ontr., Eddini(ton (1914 ) y Fl.sher (1920) sobre 
los nerl.toa da dos 111 od idu;1 d11. dispersión con re!:pact o al pro111odio, 111 
oonp ti.r :aci d n de ei:tiJ111dorca del p11.rd.n0:tro de oi:call\ pu ad a se r ootudi o. d::i. 
booo.d11 e n a J¡¡unai: i doo.s de robusta: . 

Se a X~, X2. 
dlslrlbucidn 

, Xn uno. nuestra o.laato r i :i. p r oveniente de un11 

F(x) (1-e.)' .¡i ((x-1-1)/a) • E· oJl ((x -u )/Jo). 

donde t. os la runción do diiltrlbución de la norna l es tind 11.r . 

La aedida de dispersión pr opuel!lta por Eddington rue la dosviti.clón 
nodla 
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.iltnl:l.s qu e la propuesta por Fl.:ihor ruo la desvi ación os tilndtH. 

Sn: [P/n)• '! (X1 ·_X»] ' 
. 1•1 

f id1er c:oncluy ó con la disputa der:iostrand o que bnjo el supuesto 
do no rna lid s d Sn es 12;: 1116.s ofi.c:iente que dn . Puci.:to que ::i F.:0, 
tene ::o:; 

Coepanndo e s t os c sti1111doros sobre 13 base de l:i. eficiencia rolat iva 
ad:-. :.!:. ~ c :i (!: ;":,; ; .:.:.ito11.,u1us : 

ERA( E) : l illl YARLSn.lL.E.!.LSn.l "' 1-lJ.U!Jl.ll!...lLUl:..fl.i..J~.ll 
n-• - VAR(dn)/E"(dn } ~1t (1+-8E)/(1+2E) " - 1 

La tab l a i:i uestre que bastaré. E:-0.002 (2 observaciones on 1000) p11r11 
que ta ventaj a do Sn respecto de dn dosoporez.ca. Por otro lodo para 
(~ 0 . 05. 111 ventajo do dn con respocto a Sn os e vident e. 

lluchos d11otoi: on las Cionciall Fisl.cas son si.odo.l ad os adoouadalllonto 
por una dl.=:itrlbucl.ón do la ror1111 

F(x) : (l - •l)·~{x) +- ll·'I>("/ . ), » 1 

tonc! C" ,:, es l::i dl.stdbución acu111ulada d a 13 IH0 .1) . 

El e j enpl o :rntcrio r nua!ll r::is que 11l11rg11ndo los colin: do 111 
d!std buC"!6n. Sn i;o YO muy 11rcctado pero no ::isi dn . Es decir, dn 011 
e a:s : cs l stento 11 1::1. pro:'lenclo da datos at i p i c o s (outliers). P3 rll 
uJc hos ere c t o s prd ~ tl.coi:: posible in te :- e :unbiti.r r obustc: 
d l:;. U tbuclon :i\ " y re:;.i::tonc in . 

f l nalr.ienle oltorno tiv a p11r11 es tic:ir r obu:::ta11ente el 
~uiratr o de csc nln o::: In Hcdinnn do las des\•i 11cion11::: ab:'loluta HAO 
( i:c.J ian abs o luto dc:::vlotlon) propuc!ltll por And:-ews ( 1972) 

HADn: ( ' / o . u.,~o)( llf\D{X1))"' { 1 /o. oHo ){Heddl Xt ~ HadJ(XJ)i}), 

t:'ndt O 67 4 5 : ~· - 1 ( :1/~) e::: Uf\ factor de no :-r:iti li: :i.ci ó n per a lograr 
cen:. :::hncl :i del e!ltl •indor bnjo dl:::t rl bucló n no rr:ial. 

- COltUK.U lDAILLHOll_U_S_TEZJ:JJ_ALl.LUl.Y.A 

Har.ipal ( 197 1 ) Introdujo ol conc ep to de r o bur:;ta: e unll.tntiv1 
••oci ado nl prob le1111 de cstl1111 c l.6n puntu11 l ; 1 11 I d ea bi. ::: lc:i ec que un 
P• u • tlo O•l:lb io en \3 dl:it rl buci ó n del r:i od cl o f 11 s u i:ddo. debe r l a c ause: 
s ólo pequol'ion c1111 blo::: e n 111 d\r:;tribuc:l ó n do } 3 fun c ión da e:::tilllacion 
l. r ( i .. ). 
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J)Jif-2. .. l _;. Sa an Xt, X2, . Xn cucesi On de v.:ir l -3b l os :iolc11lori:1.1; 
lndopend\onloll is l.d6nlic:u1enlc d t sl:-~bui dtt:; 
dlctrihn rl"'n r o '1•i'l f o , Tr. : '!' r. ~ ~: : .X:: ··· . :'C.. : s u coi.:.:.. .. ..;., 
e ~ai n.:idorcs o lc rll. So dice q u e (Tn ) e c cu:ali l -' llvu11:nte 
r obu!:ll-' on fo ci pn r n. C(tdti '1 >0. 3 610, V no>O V f . V n >no 
ddfo, f H6 ==> d t. (LPo (Tn ) , Lv ( Tn ) ) <E. donde d t. ec un11 
nétrica ade c uada . 

0 115-l __i. SI (Tn) co deriva do un . func i ona l Tn: ! ( fn l . e nt.oncor. o:; l :!. 
dofini cion os oqui·10.lonte a 111 continuidad débil de T . 

Ul)_S_,.2.__.;.. La riélr ic:i. dL Ot": una 1r11Hricn o.d ocu :i.da on e l e::;>:a c i o d o lod a c 
l:i.c 111odido is de Probabi l idad ( Ol::ilribucione c ). 

'J.--=.....J..A .J{OJ:fl._Cl OtLI.UJi.ClOMAL_UJ: _ESU tt.ti.OORES 

En la nayo r i ::l d o l o e cor.oc cosiuncc loc Te~::t oc tsd l ct.\r.o!l y 
111:itl11ndo rac depend an do una 111uoctrn (Y. 1, X::. Xn ) nó l n111oinlo 11 
travéis d o h d i!::tribuci6n 0111pirio11. Fn . 

Q.ELJ..J_¡ Sean X l' X2 ' 
ale:io lorio X 1. X2, 
c:ipi ri c o o 

, xn E IR . val o r oc de uno nuect ro 
, Xn :sobre IR. Se lluu1 Dic tribución 

donde 1 oc In tunclón lndicatrl;: . 

oe.s__i__:. Pn r11. 0:1p 11. cios cnucotr11.los ~6.11 a:onera l oc fn puedo cor dofinida 
a t r11v.!1¡: do ln 111~dld 11 o:ip. l r i ca 

Fn = ( l/ n )' I lhu ,., 
donde 6 .. 1 oi:: un 11 dlotrlbución que. ae: i ¡na prob11bilid11.d l n. l 
pun to x1 (l'lt!dida do Di r ac) . 

OD.S.....2__:. En C l\!IO quo Tn = Tn(X 1 .X2,- ... Xn ) do pend:i. de l:l riuot: t r 11. cólo 
\\ t.r:av6:; d e Fn, podolQOC esc ribi r 

EJuEP.lo::s__;. 

l) TO' ) = Jx ·dF = ElXJ 

T(f'n ) = J x · dfn = Xn 



PA0. 52 

ii) T(f ) : Jo: · · E(XJ>•·cff 

Tffn ): Jtx· ElXJ)"·dF,. 

VlX I 

( i ¡ ., ) 

T ( fn ) !'"n · 1 ( 'f): Hedi. an a {1t1 .· ··.xn) 

v ) E l-::n_.'!' :S...t :i•:ii:;t i.co_.do..:....OLJ.emtL.de . HeYt:io.n·.P.o:ar:: on .. 
E l te::l d o poto11c b rub.im11 .,nlre d o :: den:-;idade:: fo y r1 e::ti 
ba:Jado en un11 oc t 11dl:it l c a de ln for ri11 

T ( Fn) .:: ri.+J ( X) ·dfn.:: ( 1/ n) I \f C:-: 1 ) 

dond11 '+'<X> = lo¡ t ~t} 

lv ) E l c:::lh1nd o r inilxi~irl v o r o:;lrd l do e do un:i f:rnilia d11 don11ld11de11 
r c x.9 ) es In cioluoión d o 

T ( Fn) .:: r 'fCX)·dfn .:: O 

dando 'f'( X) .:: d.... lo¡i r e x,9) 
de 

1 . ..:__ltuBUSTEZ_ CUlltlTUATl Y/\ 

4 J ._:_.fUHC1Ull _DE lHFLUIWClA 

Hai::pcl ( 1960) Introduj o un11 11cdid11 de r cbu:::te~ loco ! baca.do e n 11 
dc r t·uda d e Glit111rn)l do Fun clon11le:; llllriad11 función de Jnl'l uench . 

[)t"C !:! ; .. .:: T .. ; ;.; . . ··· , x,.j aJriit..c unl\ r e res.,.n i11.., ion Tn : T1 fn1. 
di r c noo que T,, C:5ti definido por un fun c1on11l T defi nido 
sobr r un oubeon J unto del de tod:u: 1111 

r obnb !lidados (Z(fl)) . 
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[J;¡L.1...._2.._;. $ eo. T(f,,) un 1rnti11t1d or o Le!.ll, h. funcion de rnfl u cnci :i do 
T en F ccl:l do.da por 

Jond c r.:: ( 1- t)·F + t·6,., con 6,. dlctribucló n qu o :i,!;ign:i 
probob l lidod l al ori¡¡on. · 

Wl..SJ_;. Lo función do i11 flu o nci t1 O!; \ti dcriv od:i. d.: G6 tt':t.UX de T en F 
lo. di ri:cci 6 n de 6,.. 

1) TU > :: Jx ·df 

ccn:.F .T>: ~t T ( Fdlt•O: ~t ((1 -t ) · T(F). t·iC6. ))1~ -o 

: -T( f) t X :: X - J X·df : X - E,. (Xl 

¡ ¡ ) Te F) : f· \ ( 'i > 

JCO. f .T ) : ~l T(Fdl<;.•0:: ~t r . - 1ci,>1 •• o 

~ : Fdf.- l('s l) 

o :: d ( f t(F .- 1 (1¡)))1 
dt <;.•O 

o : d ({ 1-t )· F(f . -t( I¡) ) -1 t·6v(f.- 1c 1¡ ) > ¡ 
d < 

o : -rcr - q is n . r(r - 1c is »·~/··1cis >¡ •• ~ 6vcr-1n» 

IC(Y,f.T): 'L..:..-6.>".il . .::.l.UUl 
t ( F - 1 ( 1s)) 

_ _ ¡ __ y :S f -1(1¡) 
2f( f-l(I¡)) 

- '-- y ) f -1 ( ~ ) 

2f(f- 1(1¡)) 

1 • .z . .=.JPL1C6C lOtLDEJ.lt..J::.U.H.Cl.U.tL.JlJLl..H.E.L.UfillClA 

D) Bojo c ondicionoc de ro¡u larido.d ec pociblc linea li : ar T 011 In !: 
cercen be de f en tó r rd n oc de I CCX. f :r> 
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T< f,. ) - T(F ) ::. f IC (X, F.T) · (d f,. - d f) • R,. 

CODO J 1c (X.F. T )•dF = Ev( l C) =o. pod etiOS e sc ri b ir 

fii ·{T( Fn l - TCF))"' (1/11,)' ~~ 1 !C C XtJ , T ) 

Lue'o uj:3nd o el leorcllll centrnl d el lin i le 

fñ· <TC Fn) - T{f)) ----~---> 11 (0.V ( f.T l) 

donde Y(F,T) =- J1c•o,F,T )·df 

TCf) ::. YCX) = El X"] - E[X] 

IC CX, f, T) ::. (X - Ev(X))" - Vr CXl 

V( F.T > =- Jux - F.rCX)) 1 - Vr(X))"·dF =u" - u :i • 

a ) func ión do inrlucucio. cnco finito. T,.: T(fn) = Tn(XL, X,. ). El 
i np a cto d e unn obon rvnoió n :JUplo11cnt11.ria ad ic i onal d o X en T e:rt6 
d ado po r 

l(T ... Y.~ = 1'n·dX!, · ·· ,X n.X ) - Tn CX1,··.,Xn } 

::. T[{l - (l/n-il )'Fn. P / n •ll-6 .. ) - T(Fn ) 

~ l.11 s on:iibil idnd do Tn p11r11 un e 11ucslra (Xl, ·· ·,Xn ) dad• 
•uti do r inid 11 por 

SC( T,.,X)::. Sup il(Tn,X)I ( Tuk oy 1970 ) 

Ue.V..O:::i......;.. 

1) T<F> E(X) 

'" '" y,. _, ( 1¡ ,.. 1) (X . ' " ) 

l{ T,. .X ) (' / n • i) (X X .. > 

SCCT n . X) 
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111 T(F) : f·l( \ ) , X< 1 > :S Xo> :S :s x(f') d o nde n: 2 ri~ l 

Hod (Xl} X< n- t > 

( 

'! '(X< .. > + X<••I » s t X < X<•> 

"I · (X< ..... l > -.. Xc . .. ;:)) si. X ? X< .. -:z i 

"l'(X + x, ... 1» si X<• > s x s X< .. .ii 

1 (Tn ,X ) ' [ 

.. ·.(X< ., > - i< n• l ¡) 

... (X, ..... :z > - X< .. -1 >) 

~ • C X - X< ..... 1 >) 

, ¡ X ? X ca- ;:> 

QB.FJ.._i__;.. Soa T un osti11111.dor o test e n f, sa lla.n• walor ox t ro1110 d e 
sens:ibl lidad 11 

QBS_L_~ Si GESCT.f) < "' , ontonc o s doc i cioa q u e T ec 8 - robu:;to. 
( Rou,oouv 1981). 

QliS-2.._:. Un o .stinado r T !!IO dioo Fh1h11r con:dstento s'i. T( fe )=8, Y 8 vS 

OBS_ J_;. Un e.st i siado r Fiohor oonsls tante T oon GES <T , f ) ri i ni110 "º 
llaa• B-robu::::to 1110.x l mo.l. ( Haripo l 1988 ). 

D..EF-1...S__:. Sea T un osti11u1.dor o test c on (unción de inCluonci e 
lC< X.f.T), entonooa 1110 llaria sensibllid:\d local 11 

A · (T, f): Sup ¡ I C(X ,F ,T) - lC( y,f,T ) i 
'"" x-j 

U.o.llP~ 

l ) T : T(f ) : Jx·d f 

GES(T,f): S~p pccx. F,T>i 
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); <T , F ) :: l 

2 ) T : T ( F ) : f - 1( ~) 

GE S( T ,F ) = l/{2 f(F-1('5;))) 

k ( T.F ) = O 

~CDtlilABlLl.O.AD .• .GLO..BAL_..0 PUNTO DE RUllU.RA 

He 111 o s vi s to el concepto de funcióñ de influencia y su utilidad 
pnra f o ri:ia li ::ar varias ideas en la teoria de la robustez. Pero una 
l i111i tación de estn medida es qu e es un concepto local. Para completar 
est a me dida necesitamos un concepto o medida de confiabilidad global 
de l e stimad o r o Test. Dos 11ed i da.s globales de robustez son: punto da 
rup t ura y robustez cualitativa. 

DJff_ LL. El punto de ruptura de una sucesión de esti111adores (T., : ni!:l} 
en F estO. dada po r 

E• : :: Sup { E 5 1 ¡ 3 un conjunto c'ompacto K.C:@ : 

1td(F ,G) < E ==> G(Tn • K.) --- .. ----> 1 

d ond e Ttd(f , G ) :: lnf {E; FÜ ) 5 G(A•) +E, V A&01.) 

c on G( A1 ) ; = { X e Q Inf d(x,y) < E ) 
>"A 

O_BS_.L__;. n .:i ( F ,G l es la distanci11 de Prokorov entre dos Distribucion es 
de Probabilidad en Z(IR). 

QDS--2_;. ®= R, e ntonces E'" = Sup { E 5 1 ¡ 3 r. n:.:i<F ,G) < 

l J 

QU 5_3__..;_ El punto de ruptura deberla se r forma l 111ente denotado por 
e • ( (Tn; n<!:l},F) pero usuah1ente no depende de F. 

O.ElSJ___;_ E:dsten algunas variant e s de esta definición que ree111pl11zan 
la distancia de Prokorov po r la distanci.:s. de Levy o la 
dis t ancia de Lipschitz. 

Sea ~ :: (X1,X2,••·,Xn) una 111u e11 tr a ale a toria de ta111año n '/sea 
Tn ( ;z;n ) un estimador basado en la muestra de Xn . 
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OJIT_4...JL__¡_ El punto de r uptura de la 11uestra finita en · del esti11ador 
Tn de lll muestra Xn es tli. dll.dO por 

en• ( Tn,Xn) :: ( 1 /n)•Hax{ 11 ;11ax1i.···.1n ·Supy1,· 
· ¡Tn( z1, · · •zn) 1 <oo} 

donde la 111uestra (zl,· · · , z n } es obtenida reeaplazando los 11 

;:iur.~o~ X11, ·· ,X1 .. por valores arbi t rarios Y1,· 

O..B.S....L->. Sea X,nCn > la 11uestra contas¡inada obtenida a partir da Xn, 
donde se ca11bian · 11 datos. en la muestra original por 

Si l) (iu ,Tn,:.\n) = Sup llfC~<•>) - TCXn> !! 
X,, .(n) 

siendo IJT(X,..<n)) - TO.:.n >ll la nor'11a sobre IRk . 

Ent onces En • (Tn,Xn) =Hin ( (J1/n ) 1)(11,Tn,Xn) ="" } 

1)(1,Tn ,Xn) <1/n) ( y1 - X11) , y 1 arbitrario. 

2) Sea T CXn ) = Fn-1(1-j) 

En"' ( Tn ,Xn) = ('i) 

3) Sea T(X,.,) = X .. 

e,..• ( Tn.X.... ) = a 

L .. L..=.. .. J:Jllil'..lH.U.lDlúl.....l......O.DJJ.SI.EZ.........C.UALll'A'l'.l.Y./I. 

~ Se dice Que una suces ión de estiK1adores { Tn ; ni?l ) es 
eualit11tiva11ente robusto e n F si Y E>O , 3 O>O , V G•Z(IR). 
Y n ~ ti: n:a(F ,G)< O ==> n:.:i(Lv(Tn).Lo(Tn))u;:, donde Ttd e s la 
distancia de P roko rov entre dos di s tribuciones en Z(R). 

O..Ef__4._._fL_; Un a sucesión d e esti11adores { Tn ; n~l } se dice continua 
e n F, si V E>O, 3 lP0 ,3 noi&H, V n,11~no V Fn ,F .. ~Zn(~): 

nct(F, Fn )(O} 
-=> I Tn ( Fn ) - T .. ( Fn )I. ( e 

1tct(F ,F., )<0 

Estas dos definiciones son claranente no eQu i valantas, paro 
pueden se r re lac ionadas po r lo s s igui entes r e sult:i.do s ( Ha11pal ( 1906)), 
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I.Eil..3......1...__;_ Una su ce sión de . esti111adci r e s {Tn;n~l}, la cual es continua 
e n F Y t odos lo s Tn s on funcione::: continuas de las 
observaciones e s cualitativa111e nte robusto (Hampel ( 1986)). 

~ Seo Tn una sucesi ó n de e stimado.res generados por el 
funcional T ( Tn(Fn) : :T ( Fn) ), entonces Tes continuo con 
r e sp e cto a la distancia de Prokorov V F& Z([l) ssi {Tn; n21} 
es cualitativa11ente robusto V Flii Z(!R). · 

Se a n X1,X2.- · -.Xn variables aleatorias independientes con 
distribución común Fe, e .. 8c;1R y Tn un eS"ti:nador que puede ser obtenido 
de un funcional 0:T(F) definido sobre la fa11ilia de distribuciones por 
evaluación de Ten la distribución e11pirica Fn: Tn=T(fn). A 
continuación se presentan 3 clases de estiP1adores robustos Tn de 8: 
estiriadores tipo H, esti111adores tipo L y esti11odo•es tipo R. 

La clase de estimado•es tipo tt fue introducida por Hub e r ( 1964) y 
sus principales propiedades !t,On expuest~s por Huber ( 190 l) . 

la solución del proble1111. de 

( 5 . 1) 

~ Si (' es una función deriva.ble en e, Tn es la solución de la 
ecuación lineal d e P•i11er orden~ 

donde lf ( x,0) =~e ( x,9) . •• 
Asi Tn verifica (l/n)' 1 ;

1 
't'(x1,Tn): J ( X,Tn)·dFn 

O bien J 'fcx,T(F))·dF = O (forma funciorsl). 

(5.Z) 

OB.S.._2____i_ Es bien conocido que el es t i11 ado r 11 i ximo verosimil 
definido coin o el valor Tn: Tn ( x1,···,xn ) que f! aximiza 

o equivslent e me nte 

re f ( x1, Tn) 

~ -1nf'(x1,Tn ) =~in 
l " ! Tn 



llubor propuso una gonoralizo.ción a: 

= inin 
To 
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donde(>: X•9 --> !R diferenc iable . Por tel 11otivo se llama 
a estos est ~11111do·res tipo 1118.xima verosimilitud. 

CALCJJJ.Q_.JlJLLILEUllCJ!Qlf..JJ~llFWLEHClá 

Se a F t : (1 -t » F + t · 5,. 

T(F.) J lf(x,T(Ft))·dFt 

= (1-t)·J 'f(x,T(Ft))·d•F + t· lf(x ,T(Ft)) 

derivando con respecto a t 

-J ~ ( x , TCft))·dF + (l-t)· [ Jd ~ ( x,6)1 · dF] · dI(ft) + 
;fe 0=T(Ft) · dt 

• Y (x, T(Fd) + t· ~ \ti (x,e~¡ · d.'t(ft) 
c)EI B=ll'(Ft) dt 

~ o 

evaluando en t=O timemos 

'-\) (x.T(F)) - J~(;";,T '(F))·dF + IC(X.F.T ) ¡~ ~ (;"<;,8)1 • dF =O ºª 8=1'(F) 

IC<X, F. T) 
_ _'Llx_,l!LD.l .. __ 

- jil.'IJ«.0l[ · dF 
óB 8:T{F ) 

(5. 3 ) 

En c aso de est i1110.·r el pa ré.netro de l ocalizaci6n, tenenos)laR, 
.e= IR y F(x,8) = ¡:'(x - 0 ) 1.uego, es natural cons ide r ar 
e 1 uso de func i•on•es ~ del ti p o: 

d o nde 

IC(X,F, T) = 

"tl<x .8) = 'f (X - 0) 

~}~. 

J '\1 1 (x - 0)·dF 

'ti 

j "I' ·df 
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l. - f.s.P.t.liUlZ.a 

0 : E(X) 

!C(X,F ,'r) 

2. - tte.d..izuut 

e = f-1('S) 

P< t > " t~ 

X - E[X) 

IC(X,F,T): s.ign(.~..:.21..ill 
2·f(F-l(Js)) 

min 

• 

Si e es un parámetro de localización y la distribución F supuesta 
simetrica , la función debe ser impar y no decreciente. 

Huber ( 1964) sugiere lia función siguiente 

1.\-'c(:() :; sign(x)·min( 1x1 ·' e l 

dondt! C e~ una constn·nte de a juste . 

Por otro lado Tuki:y (1972) sugiere la función 

'fa(x): x·(l - (x/b) 2 ] ~ I(x) 
(-b.b) 

donde l(x) es ln función caract:.eristica sobre el conjun t o [-b , b) Y 
{-b.b) 

b es una constante de ajuste. 

e.RDP.l.ED.AD.ES_.ASl!tTIIT.lCAS. (Serfling ( 1900)) 

Si EF( '+' (x,0)] : O adll'l i te una solución única e T(F) Y 
lill'I T(Fn) ::: T(F) Entonces se puede dell'lostrar que 

·fií"(T(Fn) - T(F)) -----> 11(0,V{T,f)) 

para el caso de partí.metro de localización. podeinos escribir 

( 



PAO. 81 

QB.s........i_.. Si e s una función acotada, entonce:; se puede demostrar que 
los H estimadores son B- robustos y cua litat i vamente r obustos 
y Que su punto de ruptura es E"' :: ~ . Por otro lado si '+' es 
una función no acotada s e puede de11ostrar que los estiliadores 
tipo H no son cualitativamen t e robuistos, ade.r11ir1 tienen un 
punto de ruptura E'" :: O. 

Q.11S......2... Desafortunadamente los estimadores tipo H no son invar i a n tes 
ante transformaciones de escala . Es t e probleJla puede ser 
resuelto definiemio T" por 

t~1~\u~1:: o 
d o nd e s., es un estimador robusto del parl\rietro d e e s cala, tal 

Bickel (1975 ) propuso u n tipo de e stiiiado r H llainado 
e stimad or H de un paso {a-es t imador ) definido por 

TCO ) :: Jled{xt) 

5 ( 0 ) :: 11ed(\:< 1 - T< 0 >t) 

31 \f'\x's;o;<"'') ·s<o> 

t<.i-1 > :: T<.,> + '-------- - - ----- --- - - --

Un a seg unda alternativa conocida c oiio h. proposición 2 de 
Hube r ei::tiJla conjunta11ente el p a rli. J1etro de localización y 
e:scala riediante l a so l ución de l cisten a . 

donde ~:: E~('t'"l. 

Un algorit110 para deter11 i nar conj untamente T y S apa rece 
Hube r ( 1981) y está dado por 

T<.,-1 > :: T<"'> + 
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Recorde11os la definición de estedistice de p osic ión . 
Sea Ro" = { (Zl, · · ·, zn) IR" z1 S S Zn } , e ntonces la 

función 
On : IR" -- - > IRo" 

definida por On{(Y1,···,yn )') (Y<l) ·· . Y<n )) 1 siendo 
( Yc 1 >o ···.Y<n>)' el vector ( y1,· · · , yn)' ordenado de Jianera · que 
yc1> S •• S Y<n>, !le llama vector aleatorio de estadist i cos de orden . 

~ Sean a1,•·•,an IR I a1 = l. Entonc e s se lla.-ia esti11ador 

tipo L inducido ¡ior · · · ,an bas ado en Xi.··· ,Xn a 

(5.4) 

UB.S......l.__. En general los coeficien tes a1 dependen del ta11año de la 
muestra y pueden se r engendrados a través de una 11edida H en 
{0, l], es decir, 

I' I " 

an1 = dH(s) 

~ 

En tal caso Tn = T(fn) = J h(Fn.:l(s))·dHe. 

y po r lo tanto su función inversa F esta definida ~o r 

__ { x(i) s; { .i:::..ll < s S i , i= l ,2 , · · · ,n-1 
Fn-l(s) 

x(n) si 1 - l < s < 1 

Luego l:i forma funcional del estimador 

T(F) = Jh(f-l(s)J·dH. 

1 
dT( Ft) • J 

de 
o 

S i u < :ir. : • • Tt(u) • (J-t)F(u) dooc 

(5. 5) 



' 1 
( l-c> 2 . t< r- 1 l ' ) J . ,_, 

ti u >- x : 1 .. fc(u) • (1-t)F(ul •c. d one: 

1 

t [r-1 ( ~:~B 

\..ve~o 

<TCr > ' h'[r- 1c2-'] Jf(x) 

t ' 1-c 

-"- • o ~. r(i-1c1~c~J 

o' bi..Qn. 

IC(x; í,Tl ·Jl ~d~!( s) 
o r[r-11(s)] -r 

f( Jl} 

si H M"'"i..\.e ..... f\a. .AQnSi.Aa..d..Tf\ 

tC(x ¡ f,T) .. uf(y} - 1 (y)] h'(7} m[rtr}] dy 
[x .. ~[ 

ddx t•c:x ; F,1") .. h'(x). 12 [r( x.)J • 

IC(x ; T,T) • Jx 111.~(y )J d. y . 

o 
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Sea o E ]O,'s], entonces la .11edia o-truncada z¡e obtiene supri.11iendo 
las (na) priineras y últimas observaciones de 111. muestra ordenada 

Xn.a: _ l _ n-ina] X(i) 
n-2[na] l"(na]•l 

S.p.d.g . supongamos para simplifica"r que a·n E H 

Tn = Xn.a = "Z ll.n1· h (X(i)) , donde h(x ) = X , Y ,., 
si l+o · n S i 5 n· ( 1'-a) 

e . t.o . c. 

asi an1 = .....l....... Jt;:(t) · dt = J 1 ~:(s) 
1-20 {a, l.-a] 

i.o.l i.o.l 

Luego H admite densidaqm(t) =.....l....... l(t} 
1-2a (a, l-o.l 

Tn = T(Fn) = _ _l_._ . 
1-20 

siendo su forma funcional 

¡,_. . 
" Fn-:i.( t)-dt 

T = T(F) =-L .... 
1-20. 

¡,_. 
o. f-l(s) · ds 

E.URClilli.....O..E..lHf.LJLEHJ:lA 

·- · r-·( ,_,, r·· 
IC(x; r,íl .. J F(y) 111 [t( y)j dy -f i: ( rtyl]dy " !±( r<rl~7 - 1 _, CíCyl)J.j) 

-1 [l ,1-J 
-- X f (o.) X 

r- 1<1 -.il .., 

(i-ia> 1c .. <1-J> r- 1u -a> -a r-• ca> _f rdr<1> -J 1 cr<r>Jdy 
J -1 X [a,L-.:i] 
F (a) 
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-1 -l _, = . f'-' 
il r - 1( l-<1) < :ic 1 ( l-2a) lC • ( 1-.J) f (1-.J) - a f (a) - a. f (1) ds. 

1C(:ic ¡ f, T) • 
1 [ _,. _, f '~_, ] 

T=b :ic-a r (al - ar (l...,;i) - a r <~~ld1 

1 [ _, _, 1'~ _, J 
- - Q r (.:J) - (1-.il f (1-al.. f (s)ds 

l -2a 
. a • 

Pero IC(X,f,Tl es una funci•ón en X monótona, l uego si Fes si11étrica 
T(f) :: O, se verifica q ue 

(l-2a)-IC(X,F,TJ 

aas........l--i a --> Is se tiene T(F) = f- 1 ( 1¡¡ ) 

IC(X,F,T) lliJt:nCx - F-lCl(ll 
2·f(F-l(IS)] 

QB.S....Z....... a -- > O se tiene T(F) = E(X) 

IC(X, F,T) =X - E[X] 

bl Kndh, !fina..a.tl.udJt. 

Sea a E }0, IS] , la media ~inaoriz:ada de· ardan a ee la media 
arit11et ica si11.ple ·· obtenida ree11plaz:ando las prh1eran {an] 
obeervaoiones por X<tanJ•l> y laa dlti11as. (an] observaoionea por 
X< n-Cna l >: 

- [ n-Cna] 
Wn,a : l. I X< 1> + 

n l•(na]•l 
(an )• (Xc (an]•l.) + x"cn-tan] > l l 
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S . p .d.g. supongamos o.n E ti 

T,. = Wn . .. = ¡U.n i h(Xc1>) donde 

si 1 +a· n S i S n · ( 1-a) 

•. t 

si l+an S i S n(l-o.) 

h(X<1 » si i 5 no. 

si i l. (n-o.n) 

es decir 

m(t} .. 1[ l (t) +a 6 +a ó 
a, 1-oJ a l-o 

JI sh'lr-1(s)J dH( ) . a JI-o am(s) · 1 ~- 1 s ª --_,-- • --- ds +a _ _ -a __ 
o , ¡, <•>I <I< (ali a <lr'<•>l <lr" 1(1-»J 

c 2 -1 -1 J'-a 2 "--_,--1 + { 1"""'1 ) F (1-:¡) - aF {<l.) - F-l(s) d.s + ---5!:2.._ 
dr (a) a t[r- 1(1-:i>I 

~-J 
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-1 -1 , Jl-l -1 1 1 
IC(1t; r ,T) .. 11: -ar fo.) -ar \1 -!l - r (sl d' t -'-- -- -º-

ª t l:-1<al 1 tlr- 1u-.iJI 

Jl....:i 2 2 
- 1 - 1 - 1 a e-~ 

IC(x · r T) " ( 1-.J) r ( 1-.:l - e: (al - r { s )<! s 1 -_-1- • -_-,--] 
' ' 1 a ti; . lo>! t(; ( 1-:i .1 

Si F e.s s imétrica , entonces T(F ) =O, luea:o ae verHica 

IC ( X,F, T) 

- _.___ 
r[F-l (l:t)] 

. _.___ 
f [F- l (a)} 

si x < f-1(0) 

.si f-l ( a) S x S F- 1( 1-a) 

si x > F - 1( 1-a) 

Los esti11adoreG tienen su o rigen en el p robl e 11a de la conparaci6n de 2 
11uestra.s en estadistica no paranétrica es decir se construye n a part i r 
de una combinación linea l de las estadisticas de rango 

' S H = 1 ; 1 c 1·1rn(R1) 

d onde Hes el nti11ero total de ob!:;ervacione:s ( z1,··· ,Z H), Rl e:s el 
ran¡o de z1 en la nuestra o r denada 

Rt : :E I(z1 Z,j) ,,.1 R· 

Los aH(i ) . l S i s H son l o:s "score:; .. construidos en general e parti r 
de un;,. función J:(O, I) -- ~ ~no decreciente : J ( l-l ) = -J(t) . 
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L:'ls elecc i ones usuales de ··seores" 1n1{i) 

I "" J{ { i-IS )/tl) ; N· J( t)·dt ; 
e 1 - 1 )/n 

J( i /( 11+1)) ; 

Sean xi, · · ·,x .. e y1,·· · ,y., dos nuestras de virriabl e s aleatorias 
independientes provenientes de las d is t r lbuc iones F )' G 
respectiva nente . Supongamos que deseamos contrastar 111 hipótesis nula 
Ho : F=G v/s la alternativa Hi : YxER, G(x) = · Fcx - 8). 8>0. Para esta 
prueba en rietodos no param8tricos se ps8. una esto.distica lineal de 
rangos de 1 tipo : 

s ..... = (l/11) I at1(R1) es decir c1 = {l/• 
1=1 o 

1 :5 i :5 n 

111+1 i :5 H 

donde H=n+n, y Ri es el rango de la nuestra global (x 1, ·.,y.,) 
de tanafio H. 

Para simplificar la estadistica suponga11os n=n . Entonc es: 

Sn ( l/n) · 1 : 1 0.,, .. (R1) , donde 8.2n = J((i - 'S)/2n), luego 

R1 H xJ ) + I l { YJ) = n·Fn(:u) + Gn { x1) 
] - "',XI ) ]-m,x1] 

Se a : 

H = li? · ( F+G ) y en los puntos de discontinuidad 

H( x ) = ~'(H(x · O) + H(x+O)), xER 

n · ( Fn {x 1-0) t Fn(XttO)] = 2n·Fn{Xt) - l , 

Obte n iendo: 

S n = J J [ .~ ·Fn (t) + ~·Gn ( t)]· d Fn( t ): S CFn .Cn) 

l u ego. l :i. f o r 1n a fun c i on n l 

S< F. Gl: rJ{~·f ( t ) ~ 1:,·G ( tl ] ·df ( tl 

( \ 
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01\f__:j..._J _ : Un estim1l(tor-ll de loi:-:i li zación p uede se r deíinido como 
l'n= T,,(x1, • ·.xn), donde Tn es e!e.;ido de !TIOdo que, 

S,, = (l/N)o 1 ~ 1 a~(R¡), sea lo 1T1ás Pró :-: i :=ia a cero posible 

cuando culcul<lalOS la estadistic;:i d e r;:in¡:¡os d~ l :l 'lue~tra 
· · · , x,. 2Tri ·x1 " , 2Tn-xn . 

O_B.5--1...__;_ Le. idea de esta definición es la silil'.uiente: a partir de la 
111ues.tra o.riginal xl, ,xn pode111os construir una iiuestra imagen 
ree11plazando co.d xi por Tn-{xi -Tn ) . Tn s e elige de C1nn era Sn 
no detecte caa1bio de l pariimetro de loc:il!.zac ión , es decir Sn 
debe ser l g. 118s cercano a cero posible. La f o rll'la de Tn 

JJ(IS· ¡;-,,'( t) + I¡• { 1 - Fn{2Tn - t )) ) ·dFn = o 

o bien 

J J(is· f( t) + IS·< l - F(2T-t) )) ·df : O 

La f unc ión de influenc·in para _T. cuando Fes simetrico, esto. do.do por 

IC(X,F,T) : _J.!..f.í..x.1..1..._____ 

J [J ( f ( t) )) . ·df 

(Ver Hampel (1986)). 
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