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CONSIDERACIONES GENJCRALES SOBRE CAMPOS POLINOMIALES 

(y-f(x) )~x+(-x+g(x,y) )~y ,PROBLEMAS DE ltSTABILIDAD 

Y EJEMPLOS. 1 

por 

J. Billeke G H. Burgos V 

RESUMEN. En este trabajo se estudian problemas de 

estabi°lidad de campos de vectores en el plano, (y-f(x) )k + 
(-x+g(x,y))~, donde f y g son pol~nomios con grado de f(x) 

mayor o igual al grado de g(x,y), (para g(x) • O la ecuación 

diferencial asociada es de tipo Liénard). 

Se analizan singularidades, órbitas periódicas, conductas en 

el infinito y bifurcaciones genéricas 

1 . -INTllODUCCION. sea Xfq (x, y) una familia a N-parámetros de 

campos de vectores en R2 dada por el sistema 

x - P(x,y) - y-f(x) 

l) y - Q(x,y) - -x+g(x,y) 

g(x,y) - f b x 1yj 
l•J-1 11 

N - n + m(~+3). 

11 P"3TIXTO DIUf'Ml 701-89 

a 1 ,b11E R, parámetros m :s n 
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S i g • O, e ntonce s x'º cx,y) es una ecuación de Lié nard de 

grado nz:.J, en el plano cuya conducta cualitativa s e conoce 

a l menos para n.:ss, a 1 pequeños.((1),( 2 ),[3] )· Entonces 

Xr9 {x ,y ) es una perturbacion de xrº {x,y) e n la dirección 

g{ x,y )~ . Deseamos estudiar la dinámica de Xf9 (x,y) 

funció n de los coeficientes a 1 ,b1 J . 

El siste ma ( 1) e s equivalente. a estudiar la ecuación de 

s e g undo orden X =-x-f' (x):ic+g(x,:ic+f(x)), que no es en 

general de tipo Liénard salvo si b 1J- o para todo j•O. 

Entonces interesa en particular es'\:udiar la dinámica de ( 1) 

para 

2 . -SINGULARIDADES. 

2 . 1.-Comencemos estudiando el conjunto de singularidades de l 

sistema ( 1) y su dependencia 

I: = ( ( x,y) e~2/x''(x,y) ~ (O,O)) 
de X(9 (x,y) . 

respecto de los parámetros. Sea 

el conjunto de sinqularidades 

(x,y ) e I: s i y sólo si y- f(x) y x es solución de la ecuación 

polinomial de grado nm : 1 G(x)=-x+g(x,f(x))""ol 

Las k+r+l:snm raices reales de G(x) se pueden ordenar de la 

siguiente manera 

~11: <~11: +t <~k + 2 < •.. • , , <~1 <xo <xi <x2 .. , . . <x,. xo-o 
Llamemos p 1 : - (x1 ,f(x 1)) a los r+k+l elementos de I: 

2 . 2. - observac iones . 

1) Si g•O , entonces I:• {p0 ) Y P0- (0, 0 ) e s un fóco hiperbólico 

si a ,• o, y es un foco débil de orden s si a 1- a 2 , ,,ca:a.-i 

O y ª a u1• O 

2) Si bo.• O y de finiendo 19 1 - máx(b 1 J} ,se tiene : 

a ) Pa ra nm impar : 

Si bo.an< o,entonces existe e0 > O tal q ue 

todo g(x,y) con AgU < e0. 

si b 0 • an> o, entonces cuando 1g a-+ O e x i sten x ,. 

x,.-+ ci:o, x_11~ 

y X 
- k 

y 
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b)Para nm par: 

si b a < O,entonces cuando lgU--+ o,existe x_ 11 y x_11--+ -11;1 

Si b 0•a n> O, entonces cuando Ug l --+ O, existe x r y xr--+ +lll 

c) Existen resultados análogos a 2) cuando g(x,y) .. g(x) 

2.3) Notación. q • J(a,b) significará B1 • J g(a,b) 
x Y ax'ay' 

2, 4) Oef inición . I: se dice de tipo 9ener ico ai para todo 

(x, t' (x)) E I: se tiene : 

i) G' (x) > O ,o bien ii) G' (x) <O y t'' (X)'"gy(x,f{x)) 

2 . 5 ) Observaciones . Si I: es de tipo genérico, entonces : 

1) Las curvas P-1 {o) y Q-1 (o) se cortan transversalmente en 

p 1 , para todo i • -k,-k+l, . . • r-1,r. 

2) Los elementos p 1E I: son todos singularidades hiperbólicas 

y tenemos : 

Si G' ( x 1 ) > O entonces p 1 es una silla 

si G' ( x 1 ) < O y f'(x)-gy( x 1 ,f(x1 )) > O entonces p 1 es un 

a tractor . 

Si G' (x1 ) < O y f'(x)-g,.(x 1 ,f(x 1 )) < O entonces p 1 

repulsar . 

Además s i (g ,. ( x 1 ,f(x1 ))-f'(x1 )]2+4G'(x1 ) < O, entonces p 1 

un foc o . 

En particula r el orige n es un foc o si a 1 b 01 +b 10< 1 y 

{b0 1 +a 1 ) 2+4(b 10-l) < O .Este t oc o e s atractor si b 0 1 < a 1 y 

repulsar si b 0 1 > a 1 

Si b 0 1 • a 1 e l origen no es una singularidad hiperbólica ,en 

general e s un fóco débil cuya debilidad depende de los 

coeficientes superiores 

3) Si loa polinomios ( f, 9> ea tan próximos de los polinomio• 

(f , g) en l a topolo?~ª de R" ,entonces i: el conjunto de laa 

•ingularidadea de x '"'cx,y) tiene la misma cardinalidad que I: 

l oa elementos p 1 , ~1 son del mismo tipo (por 

eº -conj ugación local) . 

4) Loa coeficientes (a 1 ,a2 , .•. ,b0•) • E donde B s; IR" ea un 
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ab ierto y de n s o de finido por: 

E=(( a 1 , • • • b 09 ) E R11 / E es de tipo g e nérico } 

5 ) Se a e "": r +k+ 1 el c a rdinal de E. 

si pa r , e también lo e s y el número de sillas es ~ 

si impar ,e también lo es y el número de sillas es c~l, 
si a nb 0 ,.>0,ó bien c;l , sJ. anbO• <O. Las sillas alternan 

c on a tractores y repulsares, o centros . 

2 . 6 ) Supongamos ahora que E no es genérico y q ue la no 

genericidad de E es de la forma más ·simple posible . 

a )Si G'( x 1 )=0 para algún i=- k,. . . ,r y f'(x 1 )""9Y(x 1 ,f(x 1 )). 

Entonces podemos concluir: 

i) La matriz DX(p1) es similar a la matriz 

: ] 
_

1
ii) Si g Y( x 1 ,f(x 1 )) ""O,entonces las curvas p- 1 (0) y 

Q ( O) son tangentes en p 1 • En efecto, como Q(x 1 ,f(x 1)) • 0 y 

QY(x 1 ,f (x 1 ) )=gY(x 1 , f (x 1 ) )1"0, existe h ( x ) función diferencia

ble def inida una vecindad de x 1 ,tal que Q(x,h(x) ) • O. 

Además h' (x ) • 
l - g x (x 1 , f(x 1 ) ) 

g:,.(x 1 ,f(x 1 )) 

Entonces G'(x 1 ) • O 

a o n tangentes en p 1 • 

De i) concluimos que p 1 es una s il la-nodo . Usemos ii) para 

hacer e l retrato de fase de e sta si lla nodo : 

El signo de Y e n P - 1 ( O) es e l s igno de Q(x , f(x) ) • -G(x) 

en una vecindad de x 1 • Como G' ( x 1 ) • O, el signo de y esta 

dado por el signo d.e G"( x 1 ) • _
1 

Si G"( x 1 ) > o .. y< O en P ( O ) 

S i G"( x 1 ) < O• Y> O en P- 1( 0 ) 

El signo de X en Q- 1 ( O) esta de terminado por l a posic ión 
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relativa de las curvas f(X) y h(x) en una vecindad de x 1 
Sea A.(x) == h(x)-f(x) . como: .\(x 1 ) = h(x 1 )-f(x 1 ) "" O y 

i\'(x 1 ) = h'(x 1 )-f'(x 1 ) =O (por ii)) 

Calculemos entonces .\" ( x 1 ) • 

[ 
Q +h' ( 2Q +Q h') 

h"(xl) e - ICIC QIC)' 'l'I 

' Entonces por un cálculo 

Entonces : 

Luego si: 

G"(x1 ) 

h"(x1 ) = f"(x 1 ) + -g,-¡~~-,~,f~(-x~, )~) 

A"1)c ) .. G"(x )--=---,.,,=-l...,..,~-.-
g1(x1 ,f(XI)) 

G"(x 1)g 1 (x 1,f(x1 )) >O .. h(x) > f(x) en una vecindad de x 1 

lo que implica que y-h(x)<y-f(x), por lo tanto X>o en Q-1(0 ) 

G1'(x 1 )g 1 (x 1 ,f(x 1 )) < o .. h(x) < f(x) en una vecindad de 

xt lo que implica que, y-h(x)>y-f(x), por lo tanto X<o en 
Q-1( O) 

f'(x) • h'(x) >O 

f' (x 1 )"'g1 (x 1 ,f(x 1 )) 

Cuando G'(x 1) = o y f'(x 1) = g 1 (x 1 ,f{x 1 )) ,entonces esta 

silla-nodo degenera a una cúspide (de codimensión 2) 
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b ) Si G' (x 1 ) < O y f'(x 1 ) = gY(x 1 ,f( x 1 )} , entonces DX(p 1 ) 

similar a la matriz: 

Por lo tanto p 1 es un foco débil, Además este fóco débil 

de orden 1 si y sólo si a 3( 2Il)"11=0, ~onde a 3( 2Il} es la tercera 

derivada de la transformación de Poincaré en p 1 (a1 (2Il) ""1, 

ª2' 2íl) .. o ) . 
Si p 1 es el origen p0 , entonces esta tercera derivada es no 

nula si y s ólo si : 

b 21+ 2(boJ - aJ) - 2a 2bo2 - (b 2o+b o2 )(b11-2a 2 ) ~o {4] 

f'IC . 3 1 

3. - CONDUCTA EN EL INFINITO. El cambio de variables u .,. ~ 
;v .,. i , transforma el sistema ( l) en 
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' 

A 

Sea id(u ,v ) una extensión analitica a u•O de un- 1X(u,v). Ea 

decir i(u,v) está dado por el sistema : 

Ü • U [-un-IV +ll~lallun-11) 

Anlilogamente el cambio de variables 

rorma a l sistema (1) en: ¡ Ü • vP(~ 1 $)-uvQ(~ 1 $) 
x: 

V •-v ªoc~,~> 

X 
y ~, trana-

A 
Entonce• i d(u,v), extensión analítica a v•O da vn-1X(u , v). 

E•tli dado por el sistema: 

1 
Ü • [(l+u' ¡v•-•- L a,u'v• - •1-uv•- • ¿ 

••t 

V • vn-.. 1 [uv•- 1-¿ ~ b 11 u 1v • - 11 1 
ll · l ,.r.11 

La• a i nqularidadea de I!"9 en el inf ini to ªª obtienen de 

resolver i (o,v) • (O,O) en (*) y i(u,O) • (O,O} en (**) . 

c a 110 n > m: Las singularidades en e l inf inito son en la 

•atara de Po incaré : 

p 1 • (1,0) y p 2 • (-1 , 0 ) 

q 1 • (0,1) y q 2 • ( 0,-1 ) 

Que se obtienen direc tamente de ( * ) y (**) , o bien por un 

• i • ple c lilc ulo,eatas singularidades se obtienen de resolver 
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9)(6)=0,con: 

t>(B) ~ <(-senB,cosa), (-ancosnB,O)> • ansenacosna. 

Entonces X 11 en el ecuador de l a esfera de Poincaré es: 

DDDD 
an>O 

n impar 

(FlQ 4) 

an <O 

n par n impar 

Analicemos p 1 ,p 2 • Como X está dado por el sistema 

Los p 1 son singularidades hiperbólicas cuyo indice de 

estabilidad está dado por e l signo de ªn y la paridad de n 

(ver fig . 4) 

Analicemos q 1 ,q2 • Como X est~ dado por el sistema : 

u -

V .. uvn - l bl,k-lu1v 
1 1 k• I 

El origen es una singularidad no-hiperból i ca (polinomios de 

grado ~ n-m+l). Observemos que: 

X(u,O) • (-anu n ,O) 

X(O,v) • (vn-1,:t b okvn-k•t ) 
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contiguracionea en el infinito para n > • y bi:. .. o 

1) an>O,n pa[' 

[:] [:] 
1) b 0! 0,m par 2i) b 0 !0,m impar 

[(dJ 
\. 

[] 
31) b0!0,m par 4i) b 0!o,m impar 

2) an>O,n impar 

~ [11 
i) b 0 !0, m par 2i) b 0 !0, m impar 
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[11 ~ 
Ji) b0 ~0 , m par 4i) b 0 ~0, m impar 

3) an <O,n par 

lQl ~ 
i) b 0 ~0, m par 2i) b 0 ~0, m impar 

lOJ ~ 
Ji) b 0 ~0 , m par 41) b0 ~0, m impar 

4) an <O,n impar 

la [QJ 
i ) b >O, m par 2i) b >O, m impar 
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Ji) b <O, m par 4 i) b <O, m impar 

t . - EJEMPLOS 

EJEMPLO 1. -consideremos la ecuacióÓ ( l } c o n n- J; m• l, es 

decir , el campo de vectores Xr9 (x,y ) dado por el sistema : 

SupC!ng2unos s in perder generalidad a 3• 1 y b01 • b >O, es decir 

escoj 1unoa conducta en e l int' ini to de las c uatro 

posibles . Por un cambio de c oordenadas, estudiaremos el 

aiatema equivalente: 

{ 
X • y - (a x + axª+ a x 3 ) • y - f ( x) 

xr'"' : 1 a 3 

Y • - x + by • -x + g ( x,y) 

Por 2 . 1) s a bemos que ( x ,y} es una singulari dad de Xr9 si y 

sólo a i 

G(x}• (ba1 -1 )x + ba ax ª+ bx3• O 

Por lo tanto l a s s ingularidades son p0 • ( 0, 0 ), p± • (x±, t (x±)) 

donde : 

X • 
1 

2b 

1.- Si G'(O} < O, e ntonces p0 es un f oco y p± son s illas 

hipe r bólicas que nace n e n l as singularidades q 1 , q z e n e l 

i n fi n ito, ea decir X±----t :t •cua ndo b ----t O. 

Si n perder gene r a lidad supongamos a a> O, e ntonces c uando 

G' ( O) ----t O colapsan p0 con P, e n e l or i ge n e n una silla nodo 
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(cuando G'(O) .. O). Sea p
0

• p0 (a 1 ,a 2 , a 3 ,b) .. O esta hiper

superficie 

i ) Si 1:0 = b - a 1 < o, entonces p
0 

es un atractor h i perbólico, 

y existe una hipersuperficie de conexiones de sillas de P. 

con p de ecuación µ 0 = µ 0 (a 1 ,a 2 ,a 3 ,b) "" o, tal que la 

secuencia de bifurcación (genérica) es: 

ii). Si 1:0 = b - a 1> O, enton~es p0 es un repulsar hiperbólico 

y existe una hipersuperficie de autoconexiones de sillas de 

ecuación : ">r.0= /\0 (a 1 ,a 2 ,a 3 ,b) • o, tal que la secuencia de 

bifurcación (genérica) es: 
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2.- Si G' (O) • O, es decir p0 • O, p 0 • P. e s una silla nodo y 

tiene : 

J.- Si G'{O) > O, es decir p0> o. En tonces si i:. la 

hiperauperficie definida por traza DX(P.) • O, se tiene: 

4). Existen a de más las siguie ntes hipersuperficies parametri

zadas por ( a 1 , a 2 , a 3 , b): 

P.• o , defin ida por l as condiciones det DX (p+) • o, y 

traza OX ( p+) • O, que corresponde a una bifurcación de tipo 

silla-nodo donde c olapsan p_ con P+ y luego desaparecen 

u+• O ; JJ+• o, (IJ+ conecta Wu(p_) con W1 (p0 ), y il+ 
conecta Wu(p0 ) con w•(p_) ) 

A+• 0 1 Hipersuperficie de autoconexión de la s illa p_. 

Loa diaqramaa de bifurcación son en toncas los si9uientea: 
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~~l@J 
P0 • O p 0 > O, µ+ < O µ+•O 

~~~ 
b).- Pasando por 't"+"" O, (bifurcación de Hopf en P+) 

~[i]~ 
µ+ >O, P+ <O , 't"+"" O -r+> O, .Ü+< O "t+> O, .Ü+"' O 

~™~ 
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Observaciones: 

l). Estas bifurcaciones ocurren gané.ricamente 1 es decir 1 

siguiendo el principio de máxima simplicide.d ocurren las 

bifurcaciones descritas máa arriba. 

2). En el caso a < o,es similar, y aqui colapsan p _ con P._ 

y por lo tanto existen analogamante las hipersuperficies p_, 

"t"_ , µ _ , ¡¡_, ). _ etc. 

J) .Para el caso a 3• aa· 1 1 las curvas de bifurcación en el 

plano (a1 ,b) son: 
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•, 

Esta curva de bifurcaciones de Hopf está definida para 

l :sa 1::s5/4, y o < l/a1.:S l/(a1- 1/4) y tiene derivada -1 en 1 1 

y +oo en 5/4 . 

En el a 2= O se tiene la simetria xr11 ( - x,-y)=-X'11 (x,y) 

luego si x tc:i t/~ - a 1 entonces p±= (xt 1 f(x±)) son 
singularidades simétricas. 

i). Si ~ < O los diagramas de bif urcación 
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p < o p ~ o p > o 
( • 1 l la no hlporbol \ <:al ( s i l \a h\por-boll c• I 

11). Sl "t > O, entonces existe una y urva µ de conexiones de 

sillas 

. \ ' 

. t"J' _;, 
'\-~ ! -

" < o 
(3 a L e L o 1 1 • I l o ) 

p • o 
(•lll• l>O hlpsr-bol\Cll) 

" • o µ > O,p<O 

p > o 
hlpor-t>ol l c •I 

Obviamente "t • o, es una curva de bif urcación de Hopf. 
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b 

p 

", 

caso simétrico a,• O 

EJEMPLO 2. - Consideremos la ecuación ( 1) con n-ai-~ y b 1J• o 

para j •O. Entonces por un cambio de variable • linea l t enamoa 

al campo de vector es. 

X: {X • y-(a 1 x+a , x ª +a 3 x 3 ) • y-t(x) 

Y • -x + (b,xª+b 3x3) •-x+q(x) 

1.- Las singularidades de X son: 

p0 • (O,O) y p:t• (x:t,t( x:t)) , donde 

X • 
1 

-b . I b'+•b 
' ' ' 

2b , 
cuando existe . 

2. - El origen p0 es un toco si la , 1<2 y un nodo si ]a1 12:2. 

Ea atractor hipe rbólico si a 1 :> 0 y repulaor hiperbólico si 

ª1 <O . 

Si a 1•0 , e n tonces e l origen toco débil.Calculando lH 

derivadas de la transtonaación de Poincaré TI, por el método 

de Bautin [4],obtenemos: 

O'( O) - 1 , n m (ºJ - o, n 131 (o) --jc2a,ba+ Ja 3 J . 
Luego si a b " - - a , ol orige n os un foco débil de o rden l. 

At.ractor s; ~ 131 (6)~0 y ropulao r ai Om(O):>O . 

Sia ab a• -ia3 , obtonomos 0 141 (0) • O, IT 151 {0) • ~ 4 a abab3 • 
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Luego si TI 151(0 ).,.0, e l origen es un foco débil de orden 2. 

A tractor si 11 151 (O) <O, y repulsar si n 151 (o )>O. 

Si 0 151 (O )•O, entonces : 

Si a 2b2• O, como 0 13,(0) • 0, entonces a 3• o y se tiene por 

s i metr ia que el or !gen es un centro. 

Si b3• O, usando el programa Reduce {Northwast Computar 

Algorithms 1986) se obtiene que las derivadas superiores de 

n son combinaciones del tipo: 

TI CnJ • Un(al ,bJ)Ilt3l + Vn(aL ,bj)TICSI' 

nuevamente un centro . 

( b 3 • 0), lo que implica 

Estos resultados implican que desde el origen sólo 

posible obtener dos c iclos limites i nfinitesimales [5) . 

3. -Sea A • b:+4b3. 

a) . -Si A < o , e l origen es la única singularidad de X, 

las caracterís ticas estudiadas en ( 2) 

b) .- Si A > o , entonces además del origen existen pt, si 

:~toOX(a~a: 
1
s_i

2
nbg;i:lta-r

3
ibd

3
axdt<s

0
• son sillas hlperbólicas, pues 

Si b 3<0 y b 2>0, e ntonces p_ es un foco atractor si f ' (x_)>O, 

6 repulsar si f' (x_) <O . P+ es una silla hiperbólica. 

Si b3 <O y b2 <O, e ntonces ocurre lo mismo cambiando p _ por 

P+· 
Si b3• 0 y b 2>o e ntonces P+ es una silla hiperbólica y p_ 

colapso en el i nfinito. 

Si b3• 0 y b 2<0 entonces ocurre lo mismo cambiando p _ por P+· 

e) . -Si A• O, e n tonces además del orige.n exist e otra 

singularidad p • p+• p_• (X,f(i )) X • * (b311 O), Y 

se tiene detDX(p) • O y 'l'razaDX(p) o10 (genéricamente). Luego p 

es genér i camente una silla- nodo. 

4 . - Estudiemos e l comportamiento en e l infinito. 

Apl icendo los cambios de coorde nadas u • ~: v • § y después 

de di v icUr por v ª tenemos: y 

~ - ( {l: u 2 )v:- a 1 uv 2; a 2 u 2 v - a 3 u 3 } - u{ b 2 u 2 v + b 3u 3 ) 

V • V ( UV - b a U V - b J U } 

El in! lnl to es v• O y las singularidades ocurren para 

-a 1 u 1 - b 1 u 4 • o. 



PAC. 4 4 e u e o J . B ILI..EIL y 11.ot.n;OS 

- a 
Luego las sing ularidades s on ( 0 , 0) y <-o! , O). (b3,. O)· 

Haciendo dos blowing-up s uc e s i vos e n la dirección v de la 

f orma r "" u, s .,. v/ u 2 y d i v i d iendo por r 2 , tenemos 

-ar - b r 2 - a r 2 s + r 2 s 2 - b r 3 s - a r 3s 2+ r's2 
3 3 2 2 l 

2a3s + b3rs + 2a2rs 2 - 2rs 3 + b 2 r 2 s 2 + 2a1r 2s 3 - r 36 3 

S i v = o se tiene s = O, l os términos relevantes de la dife

renc ial son: 

[
-a3 -

0 

2b3 r 

-· cuyos valore s en (O 1 O) y <-o! 
-a r'- b r'] ' ' 

2a 3 + b 3 r 

,O) son respectivamente : 

-· Luego (o, o) e s una silla hiperbólica y <-o! , O) es un 

atractor ó r e pulsar y haciendo los respectivos blowing-up y 

observando que en b3 .. O colapsa un nodo en el infinito y 

apa rece una silla ( ó al revea, dependiendo del siqno de b2 ) 

se tiene: 
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b <O b • O 
, 3 b > o , 

l'AC. 45 

veamos algunos retratos de faso en sª. 

pérdida de generalidad a 1 < O, b2> o•, 

Supongamos sin 

1.- A < o (por l o tanto b3< O) 

Aquí a 3• o, bifurcl!.c ión de Hopf e n el infinito. 

2 . - A > o y supongamos además e3 < o. 

b<O b • O b > O , , , 
Luego si consideramos por e jemplo a 2> O, b2> O. Entonces : 

a 1• o as un hiperplano de bifurcación de Hopf en e l orige n 

a 3• o es un hiperplano de bifu rcación de Hopf an el int'inito 

b3• O ea un hiperplano de bif urcación silla- nodo e n el infi 

nito . 6 • o es una hipor suporficle de b ifurcación sill - nodo 

e n el plano. Estas bifurcaciones son de t ipo genórico (de 
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cod.ime ns i ó n uno) , Obviamente existen sobre estas hipersuper

f icles otras s uperficies de bifurc aciones de codimensiones 

mayores. 
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