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1 TNTfiOOUCCI ON 

1.1 Concepto• B ú ic os 

TradicionaJmcotc 1e hn reconocido qu e, quizás dcapués de ll!gunl\ tn1.nsíorml\ciÓn , u11n 

11erie cronológica !1• puede descomponerse en unu lendcncio. ¡i 1 , un efecto cstndonnl 1'i y 

unn irregula.ridad t 1. Esto es , 

111 = 111+1'1 +t1, t =l, .. ,T. (! . ! ) 

Ln iden cen tr&.I de los modclo!f cstructurnlcs se bn.sn en el hecho de que, en much~ 

npli cncione:1, la tendencin y los efectos eslo.cionnles conforman los nspcctos mó.s 

sobrca !Lli en lcs en la.s series cronológicns. En este contexto, 16 cons trucción de un modelo 

cs lti, o debiera estar, fundamen lo.!mcnle orient ndo. a la es timnción y ni nnálisi s de eslns 

componente!!. ~ ecuación ( 1.1) constituye el punto de pnrtidn en In construcción de 

modelos estructurales. L11 cspccificnción de lu .. s componentes ¡ir, 1'i y ~t. cstú bns11dn en 

el conocimiento que tenga el in"es ti gndor ne.eren del proceso que se es té rumli u1 ndo, y en 

técnicM estadistica!I bó.sicns. Esta es In formn natural de especi fi car un modelo, y coincide 

con In utilizo.da en otros métodos estndlsticos. 

El modelo (1..1) ha sido ex tcn~nmente usndo en el nnlili sis de series tempornlcs. 

Tlpi camente, µ 1 es definido corno un polinomio en el t iempo , 1'i es especifi c11dl\ n lruvCg de 

vnriablcs muda!! o componentes nrrnónicns, y t 1 corresponde ll un proceso del t ipo ARMA . 

Es deci r, l&nlo la tendencin como !os eícctos eslndonnlcs son Mlullidos dcterminislicos . Ln 

evidenc.in empfrica más reciente en ln liternturn hn mos lrn<lo, sin embargo, que ¡i 1 y 1'r 9011, 

en mucha!! npli co.cioncs de interés , íun cione~ estoc&sti cM y no determinis ti cns; ver Ncl11011 

y PIOS.!er {1982). Este tipo de condu11i6n es tá bns ndn en es ludio9 en los cu1llCS se supone 

que una serie cronológicn sin efectos estncionnles y1 puede ser representada, por ejemplo, 

por el modelo 

111 =o+fJt+-"-' - , 
(1 - pL) 

donde o y P son conslnntes, u1 ca un proceso no corrclncionndo seriaJmente y L es e! 

operndor de rezago. Entonces, si pes menor f¡ue uno en modu lo, los efectos cs tocó.sl icos 11 1 

n.fecta.n a. '1• sólo en fomin trnnsitorin, y estos pueden ser nsocinclo:a n un mo,•imicnlo ddico 

o irregu lar en la serie. Si n cmbnrgo, si p es igunl n uno, entonces lru efec to1 cs locñst icos 

tienen un efecto pcnn11.nenlc !!!Obre y, y e~lo es j11stnmcnte lo que 11e entiende por le11dc11cin. 

Muchos de los es tudios empiricos rc1dizndos en lm 1il t imos n1-1os , con modelo11 co rno el 

nnterior o con ob••ias modiflcncionee pnrn incorpornr cfccto11 eslaciomJ es, hat1 lle••ndo n In 

conc.lusión que, en muchM se.rice cronológi cns, In lcndencin y los efectos estncionnles 11011 

funciones estocti.sticas y no detcnnlnfsticna. 

Ln clMC de modelos ARIMA, ha aido cxtcn110.mente uenda pM/\ el iu11Ui11i11 de series 

cronol6glcas. Sin embargo, cstn dMC <le modcloe no Clllt\ exenta de crílk/\9 .. En primer 

lu&N", )'considerando lo expuesto nnteriormcn tc, In idc!\ bMi ca de lot modelos ARIMA de 

diícn:nciM la ecric para obtener estncionnridnd contrl\dice el objclivo primero del 1U1 álísi11 

por cuanto no permi te 11' cslirnnción de In lcndencio y de loe cfo::tot ert iu:ion nlca .. En 

tc.gundo lu.gar, la idcnti fl cnción de modelos n 1nutir de la función d .. 111utocond"Ci6n ("11 

usualmente muy dificil. Espccinl111e11 tc c.unndo ec dispone de pocu ob.r-n,..donct, vnlorf'tt 



ext1tm09, u ot ro tipo de irrcguJ1nidftdet. 

Otro tipo de modclo11 ulilh:ados par11. el anifü.ls de .e:riet cronológicNJ cslÁ..11 hMR<loe 

en m~todOll 11.ulomálicos: por ejemplo, autoregr~iones. No pocas vccc11, 1011 rcaullndOll Mm 

dcautroeoe; ver Jenkin11 (Hl82) y HrLrvey y Todd ( 1983). 
Loe modelo• etl ruct ur11.les 11e dcsllrrolla.n a partir de IOll lrnbnjoa de Mnlh (1060), 

Holl (1957) y Wintcr11 (1960). E,, to es, con el IUllYi~ienlo cxponcncinl y 111111 exlc1111ionetJ. 

La fonna de eslndo y el filtro de J(alman permiten formalizar c11tn11 c11peciílcndone11 dc11de 

un punto de visln c11ln.dl11tico, y extender í&cilmente estOll modelos n n11mcrosns 11itu11cio11cs 

de interés en nplicncione11 ; v1Lriable11 exógenM, dalOll íll.lt11.nlcs, dnlos irregull\rmenlc 

espaciados, etc ... ReferenciM má,, recicnte11 en el desarrollo de los modelos eslructurnlcs 

ion Harri9on y Stevcm1 ( 1976), Engle (1978), Kitagawa {1981) y Harvey y Durbin (1986). 

Un buen reaumen de todos esto11 trnbnj09 es prC9Cntado en Harvey ( 1989). 

l.2 Mode los Estructurnles 

En eslll eub11ección se preacntn.n culll ro modelos estructura.les que conetituycn hu 

herramicnlM bá.sicns pnrn el modelnmienlo de series cronol6gicM. Loa dos primeros 

modelos o.sumen que lo. serie cronológica no tiene efectos estncionnles. En el primero 

1e modela la tendencio. como un en.mino aleatorio, mienlrM que en el segundo, se e.gregn n 

esta C1!1peciflcaci6n unn pendiente que también cst& reprcsentadn por un crunino nlentorio. 

Estoe dos modelos son luego generalizados para incluir efectos cstncionnlea. 

M o d elo Locol Constnnte 

Unll forma simple de modclnr uno. tendencia en series crono\6gicl'l9 en lo.s clmlcs el 

ni\·el ca.mhin lento.mente n trnvés del tiempo, cs mcdia.nte un cnmino o.lentorio. E9te tipo 

de series temporo.les pueden ser representada,., por el modelo local constante definido como 

(1.2) 

Donde V1 es la serie cronol6gicn ni tiempo t , ¡ 11 es el nivel o tcn<lcncin ni t iempo t, y ]ns 

oomponentes f 1 y 1¡ 1 eon procesos estocft.sticos no correlacionadoa entre si ni serinlmente, 
normaJct, y con vnrinnzns "~ y u! . Los proc~ no correlncionndos, con mcdill cero, y 

Yarian~ll con11tnnlc oc <lcnominnn rnidos bl/\ncos. El modelo (1 .2) estll. en lo que se co11oce 

como la ÍOrmll de ctJt l\do con ¡ .11 ll\ Vlll'il\b\e de cst l\do; \"er Sección 1.3. 

Si a~ = O, entoncca u1 = u1- 1 = uo, y el nivel o tendcncin es fijo. Es decir , un co.ao 

espec.ir.l de ( 1.2) ca un modelo en el cuaJ lu obscrva.cione1 te 11partnn de un nivel conshu1te 

µ 1 a través de efectos nlcntorios no correl11.cion11.dos lf!riaJmenlc y rcprc11cntndo11 por f 1. La 

componente 'Ji. cuyo vnrillnza es en general dittinta de cero, permite ni nivel o tcndencin 

evoludonu 1u1\\'ementc n trnvés del tiempo. 

El modelo loen] con1l11.nlc es, nl\lurllimente. no et.tadon11..rio debido n In prcscncil\ del 

camino aleatorio ¡1 1 . OifcrtnCil\ndo IM obtcr\'flcionct y, se obtiene lo que 11e conoce comn 

la formft e1lacionnrin. del modelo. Ettft e.t, 

(1-L)l11 • 1J1+(l - L)t1, t • 2 . . . ,7'. (1.3) 
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Es ln fonna H lacion!ll"i11. perm ite cnlculnr In íum:ión de aut.oco\'l' riruu.l\S de l!l.'l primerM 

diferencia.s, 7(r ), r > O. En cíccto , 

¡(O) =- u~+ 2u? 

1(1) = -·~ 
¡ (A:) = O si k > l . 

Lo. función de a utocovari a.ni.as presento.dn define un modelo en le. elaac ARMA . Eele modelo 

se conoce como la forme. reducido. del modelo cst ructunJ, y de los re11ult11.dos nnteriores Cll 

obvio quepa.re. el modelo loen! coneto.ntc In. fonnn. reducido. corresponde o. un MA( l ) de le. 

formo. 

(1 - L)y, = (1 - BL)a, , t = 2, . . ,T, (IA ) 

donde a 1 ea un ruido blnnco y O es un pnrnme tro res tringido 11.I in tcn •alo [0,1] . Estn 

rest ricción opa.rece por cuanto In tiulocorrcli1ci6n de orden uno ea po r definición menor o 

igunl n cero. Igualando In función de nu tocovnrinnzns de (1.3) y ( !A ), se establece que 

(72 (1 - 6)2 
~= -o-· 

Mode lo Local L ineal 

El modelo anterior es de lim itnd11 uti li dad por cunn to muchM series tcmpornlcs 

presentan una t endencia con pendiente. Usu o.lmente, esta pendiente cambia lento.mente 

n lrnvéa del tiempo y puede también modclnrsc mediante un camino nleatorio. SeriCll 

cronológicM con esll'lS cn.rnder!Gticns pueden ser rcprescntadM por el modelo local li ncnl 

definido por 
Y• = u, + f 1 , t = 1, .. , T, 

llt = llJ+ I + fJ1 - I +r¡1, ( 1.5) 

/J1 = f31 - 1 +6, . 
Donde Vt ee le. obtcrvaci6n al ti empo t, p.1 011 la tendencia al tiemp o t )' p, es 11u pend iente. 

Por au parte, IO!I procC11oe ~ •• r¡ 1 y Ó1 son ruidos blnncoa no corrclocionados, norm nlcs y con 

vari!UUM a?, a! y ol. El modelo co tó. en lo. fonna de estado con µ 1 y p, las vl\Tinblco de 

cs lt1do; ver Scc.ción 1.3. 

Si ol =o~ =O, Pi = f1 1- 1 = Po Y 11 , "" 110 +Po i. Es decir, la tendenci a ce fljn . Por 

o tra p!ll"te, si al = O pero o~ > O, entonces u1 = u1 _ 1 + /30 + r¡ 1 y ee mucslrn que el modclo 

local linea.! puede rccscri blrac como 

111 = u; +Po t + t 1 , 

u; = u ~- 1 + r¡, , 

que corrcaponde al modelo local constante con uno vo.ri oblc cx6gcna.: el tiempo; ver Sección 

6. 

W fo rma estacionaria del modelo 11C obticnc al tomnr acgundu difcrcncilU!I . Aaí, 

( 1 - L)\ 11 ::i 61_1 + (l - L)1¡1 + ( 1 - L)1 t 1 , 1 = J, .. ,T ( 1.6) 

L.a función de auloOO\•ari!Ul7.M <le lns 11egundN d iferenciN de la. ot.cn·acionet Vr et l l\ dn.d11 



1'{0) • "' + 2a! + &? 
1'{ 1) • -a! - 4<'? 

1'{2) =a? 
1'(k) = O si ! > 2 . 

De aquí 9e desprende que In forma reducida dd modelo locn.I linct1I ca un MA(2) de la 

form11. 

(1.7) 

con n1 ruido bh\nco y 81, 81 pnró..n1elros que u.Hd acen , adcmM <le IM condiciones usual~ 

de invertibilidnd, IM restricciones 

~ = - 4 - 81 ( 1 - 81) >o 
a? 81 - ' 

Modelo Locnl Constnnte con E1tacionaJid11.d 

L11. inclusión de efectos csl11.cionales e. una forma natural de extender 101 doe modclw 

considcrf\dos hMto. 11..hor11. Si los efecloe cstacione.le1 tienen periodo "· el modelo local 

c:ooslMle con co~acionnlidn.d queda definido por 

V1 = µ1 + 1'1 + (1 , 

µI = /ll - 1 +TJ1 , 

f 7,_; = w, ' 
;. o 

t = 1, . . ,T, 

(1.8) 

donde Vi es la observación ni tiempo t, J.11 C8 su nivel o tendencia, y 1'r ca el efecto estacional. 

Los efectos nlentorio9 ti. TJ• y w, son ruidos blancos no corrclacionndos, nornmlcs y con 

va.riMu1.s a?, u~ y u~. 
Lo racionnlidnd detrás de In cspedficaci6n pM·a el cfocto c11tncional c11 la 1iguicnte. 

Suponga primero que o~ = O. Entonces la espcciAcación pru-n. el efecto cstnoionnl en ( 1.8) 

implica que 1'i = "f•-• y por tMlo 

t = ..t,2.t ,3.1, .. 
t = ..t - l,2.t- 1, 3.t - l , .. 

t = 2, .,+2,2,, +2, .. 
t = 1,,,+ 1, 2,,+2, . . 

que corresponde 1\ hi. tlpica cspecificad6n de VIU'iablc1 mudM utiliznda en modelot de 

regresión. L11. componente esloctúilica w1 d11 flexibilidad 11. loa efcclo11 e11lncionnle11 pn.rn que 

e\"Olucionen lenlruncnle a lravb! del tiempo. 

El modelo (1.8) no csli'. e3crito en la !orml\ de cslndo, lo que tiene import1U1le1 

desvcnll\jM pnra al mMejo de cate medi1mlc d filt ro de I<nlmon; ver Sub11ecci6n 2. 1 

Sin embargo, es posible reeacribir el modelo en la forma de e11tndo. Pnrn cato ac definen 

mmponcnte11 auxBIMn 71r. 1'Jh .•. , 1'•- l ,1 ta.Jet que 
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, .•• = 1'i- 1,1- 1 =1'1- l , i = 2, ... ,.t - 2 

Con ealas ddinidonea, la ttunción pnro. los efectos ealacion&lct puede escr ibirse como 

( 
1• ) (-1 -1 -1) ( 1•- • ) (1) 71 1 1 o o 'Y11 - 1 o 

= + W 1 , 

1 1- 2,1 O O 7, _, r-1 O 

y el modelo queda expresado en In for ma de ca tado con h1.11 variables de estado definidM 

por el vector (µ,, 1 1. ') 11 , • ·, 'Yo-1,.)'; ver Sección l.3 . 

La fo rm a eatacionari a del modelo locul constante con efe ct011 e11lacionalee se obtiene 

al aplicar, a IM ob5ervacionCft Vi, unn. difcrcncin esll\cional. F.eto e:i, 

(1. 9) 

= (1 + L + · · · + i •- l )'I r + (1 - L)w, + (1 - L' )c1. 

A partir de esla ccu&eión, la funció n de flU tocovlU' innzu de l&.a diferenciu e11 lacionales está 

dada por 
1 (0) = :iu! + 2u~ + 2a? 
'Y(l ) = (J - l )u! - a;: 

1(2) = (• - 2)a ~ 

'Y{ .i- 1) =u! 
1(.1 ) =-a? 
1 (k) = O si k > .1. 

Se desprende que 111. forma reducide. del modelo local consl lLnlC con cJectot estnciono.lca 

corresponde a un MA(.t) con rcst riccionc11 en los po.rámelros. Mien tra. un modelo MA (.t) 

t io ratriccione:t tiene {.t + 1) pl\J" tl.mclros fun cioMlmenle independi('ntca, el modelo locnl 

conat lU\le con ctlac.ionalidnd t iene aolflmente 3. 

M o d elo Es t r uctura l Btblco 

Finalmcnle, avet;a.ndo un efecto eetndone.I al modelo locN lineaJ se obtiene el modelo 

estructural bá.sico. Si la estacionalidad t iene período J, ctle modelo e.tá d.,finido por 

111 = 111 +-r1 +,, , l • l , . . ,T, 

¡i, ª /l1 - 1 + /11- 1 + r¡ , ' 

fJ1 ... p,_¡ +6, ' ( 1.10) 

~1'1- • • w1 , 
donde ¡¡1 et la ob.cruci6n al llempo 1, 1•• et h1 t ~ndenci11. o ni.-ri al h"1DJ'"O t, fJ , e11 \11. 
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pcndienlo do e1ta lendoncia, y "Y1 e1 el efecto estuional iJ tiempo t. Loa 1>rocc&0a t 1, 'h· 61 

y w 1 ton ruidos blnnco1 no corrolftcionl\do., normiJcs y oon \11\rll\nl'.M a~, a~, al y a~. 

El modelo ae pone en la forma de call\dO mediante un procodimecnlo 11.nft.logo "'l u1Mlo 

en el modelo locN conatantc con catacionalide.d_ ü10 e1, definiendo compononlc1 l\UXUla.-Cf 

'Y1c.T11 , · ·•'Yo- 2,1· 

La íormn eatncion!U'i l\ del modelo e1tructunJ básico 1 11 obtiunc ni lo111nr, &Obre lu 

ob9Cr Yllcionca ¡¡1 , unn diforenci" reguhu· y una diferencill c11ll\ciomll. A11I, 

, (1 - L' )6, 
(1 - L)(l - L l•• = (1-=L) + (1 - L' )•h+ 

( 1 - L)( l - L' )..>, + (1 - L)( l - L' )•• 
(l+L+ ··· +L•-' ) 

= (1 + L + ··· + L'- 1)61 + (1 - L' )11r 

La funci6n d11 nutocovrufanzBS de la.e diferencias est a dada por 

-y(O) = Jal + 2o! + 6a: + '1u: 
-y( I) = (J - t )'1l - 4a:- 2a: 

-y(2) = (J - 2)'11 +a: 
i (J) = (• - 3)• l 

"'f( J - 1) = ul +a~ 

'Y(J) =-a! - 2o: 
"Y(J + l) =o: 

-y(k) =o ¡r¡j .l: > .t +l . 

(1.11 ) 

Es decir, In. formB reducida del modelo est ructural bMico corrceponde 1\ un modelo 

MA(.t + 1), donde exielen s61o 4 pnrámclros funcionnlmente independientes. 

t.3 Formn do Eetndo 

Loa cuntro modelos presentndos anteriormente pueden ponerse en ln formn de c:!ll\do 

gcnerN 
v1= t 'B1 +t1 , l = l , .. ,T, 

81 = T 8,_ 1 + R«1 , 
(1.12) 

donde 81 ca un vector de dimcnsi6n p, «1 es un vcclor <le dimcnei6n u, t Cll un vcclor 

de ditncnnlón p, T ca unn. matriz de dimcn.sión {p x p), R ee unn mn.~rlz de dímeMión 

(p X u); V(t 1) a a~ y V(~1 ) = E,.. Todas csla,, cantldodes entán dclcrminn<lM para eod11. 

modelo. El vector 81 se 1\1\mo vector de estado. Por ejemplo, en el modelo loe.U con1lru1le 
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• = T = n = p =u= 1, 8, = I'• y Kr = 1}1, V( Kr) =u! Po r otra parle, en d modelo 

celruclu.ral bft...iico con .s = 4, :r = ( 1, 0, 1, O, O), 

o 1 o o o o 1 o 
(

1 1 o o º) 
T= O O - 1 - 1 - 1 , n = o o 1 • (

1 o º) 
o o 1 o o o o o 
o o o l o o o o 

y K: = ('11,6i. wi) 'e:= (µ., p1, ')"1, /'11, /'11), p = 5 y u = 3. Note que :, T y n no dependen 

de IO!I pa:ri m ct ros en ninguno de los cunl ro modelo! prcscntndos . Loii pnrlÍmetros del 

modelo npMeccn en Ju \•a.ri nnui.~ de los procesos ~ , y K 1• 

Ln..s compone nlC!I de los cuntro modcloB pnm :nt ndos pueden se r gencrnli?,ndn.s pnrn 

incluir otro ti po de cfa:tos del tipo ARMA, oi n !Úocl nr In formll de estndo ( l.1 2). Es bién 

snbido que cualquiu modelo ARMA 

v.=¿.,,,_,+ ¿p,o,_,, Po= 1, 

1. 1 '"'º 
puede eac.ri birse oomo y, = ( 1, O, · · , 0)01, y 

(
. , ) ( 1 ) n1 J,,, _ 1 Pi 

81 = : o,_,+ : o, , 

o,,, o Pm- 1 

dondc 81 tiene d imensión m = mnx(r,s+ 1) 

En este 9C11t ido, los modcloo cstrn cturnlca prc!Kl nt nd os pueden ente nderse como 

estruct urn..s búiCM pare. el modclM1ic11to <le series cronológicns. Dependie ndo de ]ns 

c~tcrís t ica. par ticulMes de In serie en estudi o , o trns compo nentes pueden inclu irse 

en e l modelo pare. represcnto.r cfcctoB cspccffi cos n estn serie, o pn.rll geneniliznr ]ns 

espcc.i fi cncionC!I prcsent.11.de.s . 

2 ESTIMACJON DE LAS COMPO N E NT ES NO OBSERVAD.A S 

En esta 1ecci6n se considern In eot imnción de IM componcnle9 no obscr \"11.d M en \ IO 

modelo en lo. forme de Cll t.n.do ( l . l2). E11 lo c11, ln ntc11ci611 11c cent ro. en la e1tim11ci6n del 

vector de cat&do 81 oondiciono.l en ltm ob11crv11cione! !11· Nnturtilmentc. que c.I in terés c..,tó 

fundllll\cnlalmcnte puesto en In npl icnción o. modelos cat ructure.lcs donde, de In sección 

anl crior , el \·ector de est ado 81 contiene los efe ctos de tendencia y c.t lacionaJes. 

En té.rmina. gcncraJe1, In esti mnció11 de 8, e n (1.1 2) puede haccnt" medlM l·c lo que 

le cono<.e como el fihro de f( n.lnmn . Ente es un n.lgori lmo que entrega Jo. d limndorea 

dd \'ettor de e1t ado, condicionnl e n hUI ob~crvnc ionc11, de mn..ncrn d,. minimitar el c.rror 

cue.drAtico medio. Bll jo normnlidnd en lnt1 clidt intM componenlc.t tilc1.tOflM qu.- conlonnn.n 

el modelo, el fillro de KrJmn.n en tregn lo!'I mejorct e1timl\dore1 en el -ntido del CfTOr 

cue.dr,lico medio entre todo1 1011 cs thnndmc.!. F..ei bi~ n 11.bido que alt" a.limlldor coi nddc 

con la cspcni..nu. de 81 condicionnl en el coujunto de i1úo rm&ci6n wado p&r11 la cstimll(:ión 



Si INI eomponente11 Neftlo riM no son normales. en cambio, I" l\lenclón cal/\ l)Ue1ln. en lot 

esliml\dore11 li11cnle11 que minimizan el error cuadñt ioo medio. 

Pn.ra t:fcclo11 de la presentnción de loe rttult.a.do1 en cstn 11ecció11, so Mume que lm 

p1mimclrm del modelo son conocidoe. Vale decir, te supone que u?. a~, ui , a~, J' 

evcntucJmentc n.lgUn o tro pt1.rámetro, catM dados. L.a eslimnción de estlUI vorianu.! a 

mlllerill de 11\ próxim" sección. 

Ln sección c11tn orgnniznda de la sigucntc forma. En l1t Subsccción 2.1 11e 1>rescnta d 

filtro de l(!\lmo.n. En In Subsccción 2.2 R con.s.idcn lri prcdiccióu del vocto r de ci1 trido 'I 

de IM obscrvn.cioncs, mienlrM que en la Sub&ttción 2.3 ee cstudin un importnutc ¡>rohkma 

en muchns o.plicnciones como e11 el de ob5en-ac:iona fal tantea. 

2 .1 E l Filtro de Kt\lmnn 

U1urJmente existe interés en doe tipos de estimlldorcs del vector de cstndo 6,, l • 

1, .. , T, do ncuerdo rJ co1\junto de información u tilizado plll"n hncer c•tn cnliml\ción En 

un primer tipo do cstimo.dor, el conjunto de información con11istc en lodM ln11 obscrvociono 

hnata el tiempo t ; vnlc decir, ll• •-' = 1, .. , l . Este tipo de eslimndor RO conoce como 

estimador en Hnen. En un segundo lipo de estimador, conocido como eun.v i~amicnto, 

el conjunto de lnformnción cBtl\ confonnado por la tot!\lidnd de lns obeorvMionct en la 

muestra;vnlcdcoir ,11.,.,=l , .. ,T 

Se coneidern primero.mente In eslimación en linen de O, condicionnl en 111, •• , 111• Se 
Mume ndemó.s, en un comienzo, normnlidad de las distinl tl.'l componenlce nle11toriu que 

afcctnn al modelo, nunque los rC11ullados sin el supuesto de norrnnlidnd 11cr1\n tnmhién 

nnrJizudos. Finnlmonte, Mi Uruna Ho ni conjunto de informnción inicirJ con rc11pcdo iJ 

vector 80 y H1 ul conjunto que incluye 11.demM 1\ todll.!l IM obeervnclonae hnsln ol t iempo l. 

Sen In diat.ribución de 60 condicionnl en Ho dadft. por 

80 ..., N(mo, Po) , (2.1) 

con 00 no corrclncionndo con t,. 171, 61 y w 1 pa.ra todo t .. Lrui di0Lribucio11c11 de 61 e 111 

condiciono.lea en Ho son 
61 .... N(Tm0 , TPo'r + m::,.n') 

-N(Tmo,P1 ) , 

lh ""' N(z'Tmo,z'TPoT: + :'R'L,.n': +a~ ) 

-N(z'Tmo,/¡ ) . 

Siempre condicionnl en Ho, In distribución conjunta de (81,111) ce norrnnl con 

Luego, ee tiene que 

cou(611 111) = cou(81,1'81 + ~1) 
=P1z . 

(9')-N[( !"" ).(~ i'")] · 111 :Trno : P i / 1 

Ahorn, In d\11t ribución de 61 condicionnl en H1 = {/10 , y1 ), cslfl dndn por 
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81 - ITmo + "f51:/1- 1(o,¡1 - :'Tmo); "151 - P1 :/1-
1 : 'Pi) 

-Nlm ,;P,J . 
(2 .2) 

De aquí se desprende que m 1 es el estlmndor de 01 condicioniJ en H1 y P1 es 111. vnri nnz11. 

MOciada a cate estimador. Se obscrvn ndcrn M que esta ,.e.zilUlZI\ no depende de IM 

obscrV'l\cioncs. 

LA idea &n lerior , representndn por lns ccuncioncs (2 .1) y (2 .2), puede rcpcli r.ie pnrn 

ob tener C9limado rC9 de 8, condicionnlca en /{1 pMn todo t. Eeto constituye un n.lgoritmo 

itcrl\llvo que se coooec como e l fi\l ro de I<n.lmo.n . Sean 

JI, = {llo , v1, .. ,yi} 

m, = E(OrfH,) 

P, = V(OrfH, _i) 

P, = V(O,/líd 

/r = V(y,/!f, _i) 

V ¡ = 'i/1 - E(yr/H1- i) . 

F.. decir, m , C9 la esperllJl'U de 8, con dicio1111.l en el col'\iun to de información al t i11mpo t, 

)' P, ce 1u variftJU.(l.. Lu canlid11de11 Pe./, y v, 11on, 1\ e11tlll! allurM del 1U1éli ri1, cft.fllidadea 

auxilllU'es que Íllcilit an la presenlo.d6n del algoritmo. Más adelante se verá qu e pt'U"!!. olros 

propÓ!itm 90n de gran importnncin. Con estns definiciones, ee puede demostrar que el 

ll.lgoritmo Mlerio r aplicado n cndn tiempo 1 produce IM siguentC! ecua.cione11 recur11ivM, 

P, = TP1- 1T 1 + nt.,. n' 
¡, = :'P, :+a: 
P, = P, - P,:: ¡ ,- 1 : 1? , 

m , = Tm1 - 1 + P, :'f,- 1v1 

v, = Vt - :'Tm1- 1 . 

(2.3) 

l..11. derivación a.nterior del fillro do I<n.lmnn e1 pcrfcct amcnlc \·.Uid11. ,¡ llll die lint o.a 

componcntc:a ctlocMtie&S del modelo no non no rmnlc11. En ese eruio, la not11.ción N(¡1, 0 1) 

debe ent ender.e como un/\ dist ribución cunlquicrn con rnedin I' y \"B-rianu a 1. Por o lrn 

pl\l'lc., el concepto de d i.t lri bución condkionnl u t iliMdo en (2.2) debe acr n:cmplM/\do por 

el de prorcc.ción linc.a.I. 

Ooe problemM adicionnlce quednu por rcsolvcr11e pnro. poder /\plica: hu ecuncioucs 

n.n tc.riorca. En primer lug:&r, el dcurrollo nnlcr ior requiere t11H\ d istribución inicinJ pnrn 

el \•c<tor de C9tado. E.r decir, IC requi ere conocer m0 y Po. En segundo lug..,., 1c1u lln de 

~un" importa.ncil\ el ntudi!U' el co111pol'lruni anto de lM ecuncione11 (2 3) cuando ( tiende 

n infini to. 

Can l'Clpc<lo " ifl di1trlbucl6n de Oo, é11 tn es usu,. /incnle dt'lc:Onocid.a y por t n.nto, 

porcce epropiMlo defini r lo que se co 11oc:c c.01110 un11. distri bución iniciaJ d1lw.1L. Aunque 

cs l11. no C9 111. tinica .olución parn resolver el problcrnn pl11.nicftdo, C3 lfl qw ha t"1ido mnyor 

Mención en I" liter11tur11 Oc C!lo modo, so dcfln c 
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Con csla di1Jlribucl6n inicinl, IM ecuiu:ionc• dd filtro de l( n.lmNl pm1dc11 ulili:.nnc pat• 

cnJculnr loa c11 timn.dorc11. Aunque cato es tcória.mc:ntc rM.onnblc, In distribución inidal 

difus n. prcscntn inconvcnicnlca de lipo práctico pcw CUNll.O el vnlor de r debe 1111pccificark 

y un vn.lor muy nl to podrin generar inestabilidad numCricn en los compulo8. El! ¡>Olfibl.

mm trn.r que, pnrn cuolquiera de los modcD cs.trudur/\lca prc110ntn<I011 cn In 1«dcin 

Mlerior, Ó extcnslone8 !\ C8l08 del tipo ARMA , ai la distribución inlcinl dol vector ck 

csln.do ca diíusn, In di1Jtribuclón de 8, condicional t:n lu pr imcrM p ob110P'n.cionc11 u propi• 

y no difu1Ja. En otrM pala.brM, una distribucióa pRtpitt. plU'I\ el vector de c11lAdo ~obtiene 

aJ tiempo t =p. 

Una solución n.lternntivn. ol problema de lu condiciones inicin.lcN CIJ intonll\r obknct 

m, y P, usMdo IM primcrM p obscrW\ciones y luego correr el filtro de f{nlmrm " pMtir 

de t o:: p + l. D11 hecho, estas dos soluciones a.hemativu deben dn.r loa mlomo1 re1ultado. 

por cuanto el estimador que minimiu el error cu11drát.ico medio es único. 

Pnra ejemplificn.r cstn. aitua.ción, considere el modelo loen\ linon.l ( 1.6) donde p • '2. 

Plll"a t = 1, 2 se tiene que 
111 =µ1+(1 

111 = }J1 - fh - ~ + 6, + ~I , 

dcade dond11 so obtiene el cs~imador que minimiu el error cundr1.Hico medio de 81 • 

(µ,., {J, )1, m1, y su correspondiente vnrian1&, P, , 

'"' ~ ( ,, ) ; 
111- 111 

(•' •' ) P, = o~ o 1 +o~ + o 1 · 
' 6 ~ • 

Una 1Jo\uci6n gcnorn.l ol problema de condiciones inicio.le11 en modelos e11lruclura.lcs et 

p~entndn. en Mnrshnll (1990). 

El segundo problemn planleAdo anteriorment.e, que se rcícrln ni comportnmicnto 

del Altro de J{o.lmnn cunndo 1 t iende a inAnito, cal á eslroehnmcnle rolncionndo con 

111 capcciRcación de condidonca inicia.les para el vcclor de catndo. Pnrn loa modck» 

etlruclurolcs presontnd08 en este documento ac demuestro. que 

.~~P, = P~O, 

y que el vnlor de este límite es independiente de Ju condiciones inicia.lea. En olrM pnlabru, 

Ja ctpeciftcación de condicionca inicia.lea !Olo tiene un efecto lrnneientc en loa eslimadore1 

del vedar do cal.a.do. Si o.demás, a~ > O en el modelo locrU conelNlle, ol > O en el modelo 

local lineal, a~ > O y o~ > O en eJ modelo local conetn.nle con oe~ncionnHdnd, 0 16 >O 

y o~ > O en el modelo ealructurol básico, entoncca In. convergencia. es exponencialmente 

r¡pida. 

Por ejemplo, en el modelo locrJ con5lanle {1.2), 

111 =JI¡ +(1 , 



1' . l /¿ 

y po r lanlo m 1 = 11• y P1 =o~. Ap licnndo el fil lro dll l(l\lml\n pMn 1 > 1 flt' obt iene 

m , = mr - 1 -1- P,¡,- 1(1Ji - m ,_¡) 

Si o~ > O y en cslado C!l.l\cionru-io , 

m, = m1- 1 -1- ,\(111 - '11 1- d, 

lo cual COIT~ponde cxadnmenlc n1 modulo de series de tiempo conocido como 

llUl\Viztunicnlo cxponcnci11L Se puede mo11lrnr1 trncmdo ]ns ecuncioncs del fil tro de Knlm11n 

(2.3), que. en c:!lc cuo In convcrgcncin ,\ 1 11 ,\ ca cxpon cndflhucnle rt\pidn.. Por otro Indo, 

si o! =0, 

y luego, 

P' 
Pi = 1'1 - 1 - --'--' - , 

Pr- ¡ +u, 

m, = nl r- 1 + ( 1/l)(y, - m1- d 
' 

~ 11/1) ~ y •. 

Ea decir, cut.ndo o~ = O el nivel /' r c11 conalnn lc, y el Altro de l( lllmn.n cn lrcgn como 

cstimMlor al promedio ari t mético de !na obacrvncioncs. Ln ~rinni.o. asocindn u c.slc 

cstimMlor com·ergc ft O, 1>cro lu convcrgcncin ca lincnl y no exponencial . 

i1 1Ul.ft e.hora, ll\ atención hn ct1lndo pucsln en el cst imndor n lincl\ del veclor de cslndo. 

A menudo, en 11plicacionea, inlcrcim lnmbiéu cmlculnr el cs timl\do r 1un1•izado, que con.sidcrn 

como conjunlo de inlormflción a lo d11 l11 rnucu ~rn (11 1 . .. • 11r}. Ee posible dcri"ar ecuocioncs 

rccwah·u aimilarcs a (2 3) pnrn colo l ipo de cutimndor y 11u correspondiente W\rinn7,n. 

F'ormula.t gcncr..Jcs aon prc11cnt11d11B en Hnr Ycy ( 198 1) y Anclcraon y Moorc ( 1979 ). 

l.l Predicció n 

LM c<uncioncs del fi lt ro de J(nlrnnn pu<'dcn ndnptnrsc l>IU"A obtener prr-dlccionc11 del 

1 lor dr e1t.ado o pr ~icc.ioncs de obHcrvndonc11 íuturns. F'n lénninoa g'"nrrn.lea inlcrCll n 

alimar 81+1 con inlonnn.ción hll!l l ll el ti empo l. Con1idc-rc prirll"rO Is pr~icci6n de 01+r 

cond.icioor.l en H1 Oc la form o. de euln<lo 
,_, 

s,,., .. T'o.+L1·1 n11:,1,,,, l ">O 
, .. 

Lutzo, lomando pcr-.nu condiclonnl, el e1Umn.dor dC" 8,~ 1 contJ1cionaJ !"TI /11 >- ¡,,. V?U"Í11 nin 

dd cnor de predicción llOO 
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,_, 
P,(l) • T 1P,T'1 + LT' R:&.,R'T'1 ' 1 > o' 

;.o 

donde, de ncuerdo con In notación utiliWa m la subteeci6n prcvln, P,(1) • 7'1._1 . Ea 

cuMto n In. predicción do v1+1 condicionn.l en ff1, te tiene 

y luego la predicción de Vr+I condicionn.l en d C()f\junt.o do tníonnnclón Hr. 01(1), 1 1-. 

varianza del error de predicción, /1(1), están dad.u por 

V1(I) = :'m,(f), 

/1(1) = :' P,(I): +o~ , 

para / > O y, de 11cucrdo 11 In. noln.ción de In suMttctón l\.nlerior, / 1(\) = /1+1· 

~.3 Obeervnclonea Fnltnntea 

Muchu oplicacionc11 c11tM buadu en 1erict con ob11ervnclo11111 ínllanl<'~ 

Afortunn.druncnlc, y como se muestra en la.s 1igucnlct lincM, a&to no rcpra1enlG. ningún 

inconveniente en lt1 motodologln de los modelos cstruclurnlcs. Supongn, pn1·n 11im1>l ifü.~.u

la aposición, que no se dispone de una de IM obscrw1eioncs y que cntn c11 V•· Condit.iom1.I 

en el conjunto de \nfonnnción H, _1 

8, - N(m,_, (l) , P,_,( J)). 

Sin embtll'go, el csiimo.dor de 8, no puede adaptf\l'SC por cunnto v. e11 dcecouocido. E. 
decir, el n.lgoritmo del filtro de KiJmM no puede ustu'Se o.! tiempo t = .,, Ahorn., eiemp1c 

condicional en el coajunto de infonnación al tiempo t = a - 1, 

6,., - N(m, _,(2). P,_,(2)), 

y el estimador de 0.+1 11i puede adoplane u111\11do csla Ultimt\ como ll\ <ll11lribuo\611 iuiclal del 
vector de cato.do 61+ 1 . En consccuencill, obscrvacionC!ll fo,\t11ntc11 no prcecntn.n un problein11. 

por cuanto el V• c11 unn obaorVl\ción foJtn.nle , las canlidndes m. y P. non rccmpll\l.acto. 

por m,_,(l) y P.- 1(!). Es decir por las prediccionC!ll n. un pn.110. Rc1111htldo11 11cmojnnlct 

ton obtcnidon pnrn loe cstimndorCB suaviit1.dos. Algo que tcndrñ nlg11nn i111portnncin. en 111. 

próxima 1ecci6n, en \11 cul\l se connidera la estimación de lo.e vn.rin.m.rui del modelo, et que 

u, pierde 11Cntido si Vo ca unn. obscrvnción ín.l tanle. 

3 ESTl MACION DE LOS PARA METROS 

E.ta eo<:oi6n con1idern. In estimación de los pllrAmc~ros de un modelo cslruclufll.I. 

E.tot corresponden a lu variMzM de J09 dislintO!I cíccL011 o.Jenlorio11 que generan lu 

ob.crvncioncs, loa componentes de tendencia y los dcctos e11tncio11nlc11: o?, o~. o: y o~. 
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El procedimiento de calimnción que ac conaidern Cl!l l! bUAdo en el principio de m!U:imn 

veroeim.illtud, o en nproxim ncione11 n.s intóticnn , y en el impuuto de que las obsc.n•nciones llOll 

nonna.lcs. En la Sub..ecdón 3.1110 onlrognn rcuultndoe rdl\th·os a la verosi militud ciuu;:lll de 

un modelo en la form a de ca tado obtcnkla n p1u- l1 r del ílll ro de Knhnan y h1. dcscompo11ic\611 

del error de predicción. Loa tCllultndos que n.hf oc prdcnla.n IOn mt\a gc.ncnJ cs que lo que 

llC requiere par!!. estimar Jo9 p11rilmct ro11 de ]011 modelos estruc h1riJcs de ll\ s~ción l. El 

enfoque incluye también, por ejemp lo, a los modcloa AllMA . 

En alguna.a aitwu:ionC!I , ln mnximiznci6n de In verosimili t ud es cngorrogn y llnmn n 

a.Jg\m t ipo de 1implificadón. Con este propósi to , ln Su bsccdón 3.2 considcrn resu ltados 

re.lntivoe f\ aproxima.cioncs de ln vcrosimiHh1d pnrn el CASO de modelos C!lrud urnles. 

Aunque e!iloe p roced imiento.~ pueden trunbién us nrsc en olro tipo de modelo~. su 

eimplicidl\d &e ha~ mM rclcwuüe en el cMo de los modelos estructumles. 

3.1 Voros lmilitud Exnctn 

En es ta 1ubeec.ci6n se conaidern l1l eut im o.ción de los paráme lros de un mo delo en ln 

formf\ de ~lado ( 1.12). U11nndo In dcucompoRición del error de predicción se tiene que p!lfn 

eutJquier valor de q ~ 1, 

T 

1(111, .. • 117') = 1(111, ..• 11,)+ L l(11d H1- d ' (3.1) 
l • t + I 

donde I(=) n:pruc.nt" .U logo.ril rno de ltl fun ción verosimililud de% y H, es el co njunto 

de infonnación ha.si.a el tiempo t defin ido como en ln Sección 2. En el en.so en que ln:i 

ob«rvaciono lcfl&M di1tribución nor111nl, hw ccu nCionC9 del fi llro de l<a.l mlln cntrcgl\U 

l(v./ll 1_i) = - ( l/2)Jog21r - (1/2) Jog/, -{ 1 /2)~. ¡, 

Lo que impliui. que ln 1u rnn en (J .1) puede cvnl unrsc uanndo el filtro de 1(1\lmnn. Con 

respecto al primer término en (3. 1 ), /(111, .. , u,), sc li cncn \11\ril\5 pmlbilidl!.dcs dependiendo 

drl moclrlo J dr la especifi cl'ciÓn do condicío11 c11 inicl11.lct en el \•eclot de ct lo.do. Estos 

po1ibilidMl.e1 aon: 

(i) S1 la diJ-ltibución de 60 es propín , vn lc <locir conocid" )' no d1lu•'· v- pucdc form!V 

/(111, . .VT/Ha) lotnando q - O. Sl 11 omb11rgo esto cntrcgf\ unn. va'Ollimil1tud condicional 

cn 11 • • qur pu~ DO M:r el obje~ l vo. Sl ~e dcsen col\l trulr 111. vcra.1m1litud incondidoMI, 

cnlOl"'ICQ, la ~militud 1c fornin n pn rl ir de 

1(111, , 11r) - l(Oo) + 1(11 1 • ••• ¡¡r/Ba) - l(80/v1. .rr) 

El primeT té-rmino en r-•t• iden~idnd u ovn.lu11.du d11('C'l11.mrnto cor. la dU,trib\ICÍÓn inici11.l 

dd '"CCOf dr at El .rgundo lér111\110 110 obllen(' 111 plll"lir del lihn> dr l<Nm11.n, micnluur 

que Ja 1rrttr111 ªP' IÓi\ 11unb\én 1mcdc obten""'" cn tfrmin de f.., nt.ntidadf"! cntrr""diu 

poc d Rhro de. Kalman; vcr de Jonp; ( 1088) y lt1.nl11JI ( 1090) 



(ii) Si la dlalribuoión de 80 es d.iíuaa, 1(111 •• • • , "),).donde p et ln dlmonaión del vector ck 
estn.do Br, no catA. definida y In. función objeti 'f'O • muimiur et 

(32) 

(iii) En un proccoo eolneionn..rio 1e puede tomu f s 1 y luego 1(111 ) 1e oblicue n patir b 

la dialribución incondicional del procno. Por ejemplo, c:n un modelo Al\(!) con medí• O. 

º-i 11H 1 - ~') 
1(.,) = -(1/2)1og2w -(l /2) 1og ¡-:-;¡; -(1/2)- 0- , - , 

l(u.fH,_o) =-(1/2) 1og2w-(1/2)log•'- ( l /2) (u, - :~,_,)', 1= 2, .. ,T. 

Al igual que en la eccción l\lltcrior , para modclot e1lruclurnle1 1e 111ponc que l. 

di1tribución de Do co diCuan.. LOCI estimadores mh imo veroo¡miJca hMcn mbimo • Q, 

y esta mo.ximir.nción debe hru:cnie numéricamente. Para calo, ca pooiblo cn.lculnr, 1\ ¡>wtir 

de la ecuacione11 del ílltro de l<alman, lu dcrivadu de u,, /1 y Q con rcepec;to A b 

pad.mctroe. 

Sin perjuicio de lo Mterior, uno de los parámetro• en un modelo catrnct ur11l, por 

ejemplo a~ , puede conccntn.rac fuere. de la verosimilitud. Efcclivnmcntc, n. pnrtir de hu 

ruunionea del fil tiro de I<nlmo.n se demuestra que para todo t, 

¡,= ¡;o? ' 
donde Ji se cnkuln igunl que /1 en (2.3) pero con los pard.molroe (t,a!.fa?, al/a~a~/<1:) 

en lugnr do (o?,a~,aliw!). MM aún, se demuestra que u1 no depende del vrtlor nbaoluto 

de calM vMinn1.ns oino de lo.s rl\Zonca. Entonces, 

o=-<112¡ ¿:1º•<•: 1n-<112>+1' •• 
1 ª· 1 

y por tanto el eotlmo.dor máximo vcrosimil de u? es 

U, = _l_"°~· 
' T-p~ !."' 

dejando la verosimilitud concentrada 

Q, = - ((T - p)/2)/ogo: - ((T - p)/2) - (1/2) ;;= log /; , 

para 1cr maximizndn con respecto a IOI! restantes pe.nlmeLroa del modelo. El AmUi1iJ 

anterior ca lgunl.menle válido cunl.quicra 1ea la \•a.ifonze. que 1c concentra fuera de 1& 

vcrmimilllud. 

En concecu1mcia, en el modelo calruclural básico que tiene cu1\lro pn.rA.mctroe, uno de 

esto. ce concentrado fuera de la veroaimilitud y los rcstnntc1 trc1 &on obtcnidoa mediante 
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unn ru tin a de op:im..i:r.ación numóricn. En el modelo loea.I c.onslante, en cambio , que 

sólo tiene dot parimc.tros , la op limiznción numérict\ ea llc\'11.d 11. 11. cabo .obre uno de loe 

pl\lámctroe. 

Onjo cond..icionCI de regu l!U'idnd y lli todM IM vnrian~N del modelo son mnyorCl'I qu e 

e.ero, los estimadores que entregn el método de mt\ximfl \'crosimi li t ud .son consisl cnlcs, 

nomu'.lles, 11.Sintó ticamcnte insc11gndoe , y ln mntri 'l 

[ 8'CJ i-· 
81/if)ifi ' .¿, .. J.' ,¡/ = ( u~, .. ,u~). 

reprcsentn. una l\p roxi mación de h1 v1.1.1fanzo. de los cs lim ndores J,; ver Pngnn ( 1980). 

&lile resultado no depen de dd oupucsto do normnlidnd aunque si hu obsc rvncioncs no 

aon nonna.lcs, la maximiznción de Q no corresponde exn.Cll\menle a l método de mó.xirnn 

vcrmi m..ilitud . 

3.2 Ver os imili t ud Espectrn l 

El método de vcrosim..ilitud cxuctn presc nlndo en ln subsccción a.nterior requiere unn 

p11.Sada del filtro de Kalmnn en cn<ln opo11Lunidnd en que ln fw1ción verosi militud e11 

evalua.da por el algo ritmo númerico de optim iznción. Est o, n menudo, requi ere de un n 

cnntidad considcrnble de recurnoo compulncionnles. En cstn s ubsccción se considcrnn 

npro:ir: imncioncs Mi ntóticns nJ método ele mi\x irnn vcro9imilitud . 

I..a vcnrión estacionnrin de loo mod elos ciitructurnlcs prcsentndos en In Sección l Lie11c11 

ln fonm1 gencnJ 

p(L}111 = p,(L)tr + p~(L)tlc + P6(L)61 + p...,(L)w, , t = p + l. .. , T, 

donde p(L). p,( L). p.( L). P•(L) y p..,(L) non po lino mion en 11 1 opc.r11.do r de rezl'lgo L. Sen 

V un vector de dimensión (T- 11 x 1) co11 1 -~ulmn compo nente p(L}y1• SCA In. \tRrinmrn de 

nl vector V(y) =>:y supongn que (T - ¡i) es i111pa.r. Sen adcmM m = l(T- 11 - 1)/21. 
Entonca, p:e.ra un ,~a.lor de T 1tuíl cicnlcmcnlc grnndc, 

f. = 11011' 

dond ll es la ma\ñz. de Fbm'lc.r da d\mc1111i611 (7º - p x T- p) con c.lc.nl':"nto 1lpico li;; dndo ¡(l/T- p)'I' ,;¡= I , 

li.,1 • (2/ T-p) ' f ' COB(wij/(1' - 11)) 1iJ • 2,4, 

(2/ T - p) 1f' 9i11(wi(j - l )/(T - p}) s:i J e 3.6. 

,(T - p - 1), 

, (T-p). 

Se pUttlc maa!r-.r Uicilmentc que JI 9nllsfncc JI ' 11 • IT-~ Por •"'J P4J''"• D ni unn mnlriz 

d1 on.J de la fortn.111 

diag(D) • (da.d1,d1 . .. ,J.., . d ... }. 
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con demento lfpico definido como 

d¡ • 70 + 2 f 7• co.{2.-jJ.:/(T - p)), i • O, .. , m, 

·-· 
y con 1'• la aulocovl\rlam:a de orden k . El d~ento d1 Cll 2" vccu 111. d(ln•ldn.d c~pcclral 

eva.luada en la frccucncin (2'Kj)/(T- p). El cuo (T - p) p11.r requiere da o.lgunOt.1 ciunbint 

en lu dcfiniclónee de H y D; pnrl\ mayorct dctaJlct ,.cr f\11ler (1070). 

Usando calo1 rcoultndo1, es poaiblc obtener una cxprctión Mlntótlcnmcnte c<111ivn.lmh: 

a la función vcro1imllltud. En cCccto, el logvitmo de la ''cro1i111ilitud cxnclo del vcctOf ' 

l(v) = -((T - p)/2) log(2•) - (l/ 2) 1ogll:l - (1/2)'!:- ', 

= -((T-p)/2)1og(2•)-1/2f;w¡logd¡ - l/2f:~, 
1•• J• O J 

donde w¡ • 1 11 j • O y w¡ - 2 1i i >O; la componente PJ corrcnponda ni parlodogrtllna 

de y, 

y d¡ IC calculn. pnrn. cndn modelo a partir de la función de nulocovnrinnzM. Definiendo 1111 

c:on1lanle CrJ = 2-2coa(2"Kjr/(T- p)), se tiene que, pnra el modelo Jocn.l conftlnntc, 

d; =O'!+ c.1¡1.1: . j =O, .. ,m; 

micnlro.a quo pn.rn el modelo loen.! lineal, 

d¡ =u~ + c11a! + c~;a: , j = O, .. , m. 

Por 1u parte, en el modelo local constante con e.slac.ionn.Jidnd, 

{ ···~ d¡= ~, , , 
c,,a, + C1jD..,+c,;a, 

aij::::O 

oi j #O, 

'J, fina.lmcnlc, en el modelo cstruclurnl bMico, 

sij::::O 

ei j rF O. 

Con calM dcf\nlc.ionea, In íunci6n obje tivo ft mMimiznr pueda cncrihirac como 
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Q' =-(1/2)f, [w¡logd,+5'] · 
j•O J 

(3.3) 

y donde c,1 , c.,, 4 1 y c.w1 eon coneliuüce conociclrui. 

Ll\ funció n Q' debe m l\.XimlznrBO numéric1Unontc l\unque, a.I igual que en ll\ exprc11i6n 

(3.2), uno de b plLTÁrnet ros puede conce11trl\r11C íuern de In verotim ilitud . Ln grn.11 

ventaja de Q' IObrc Q defi nid u Cll lll uccci6n nntcrior . es que In e\lll.luación de o· es 

conaidcrablemcnle mM 1im ple por cunnto los pnr6.melros apn.rccen expHcit a.mente en ln 

función )' no es necesa.rio h ncer nlgUn tipo ele citlculo equivnlenlc " unn pMndn del fillro 

de Ka.lman c.adl\ ,.C1 que se ew1\uc lu veroeimilitud. Si bi~n ea cierto q11e la cxpr~ión (3.3 ) 

requiere el cli.lculo del periodogrn.mn, colo oc rcnli7.11 sólo unn ve7. por Cu l\JllO el periodogrnmn 

depende cxdusi''1UTientc de IM obncrvndo11co y no de los pnrñ.mclros del modelo. 

l.M primcru dos dcri'undNJ de Q' con rcepcclo l\I vector de pnrñmclrO!I VJ son 

BQ· = - 1/2 L [~ - ~1 z,. 
D..¡1 I d; et; (3.4 ) 

donde, pan el modelo ettruclurnl brS.nico, ::c/ zs (c, 1 ,c"1 ,C41 ,c...1 ) , )' 

8'Q• [ w 2p·] ' º"'º''' =-112¿: - ;¡f+';jf ,,,,. 1 , , 

Adcmila, como npasle de unn. conel1111le rnultipllco.t ivo el periodog raml\ es Mint6t icnmenlc 

in.agado de la cknsidad CllpCct rn.l, ln 111ntriz 

l(v•) • ( 1/2) L ;¡tz,zí 
; , 

ni aaintótiuuncnl< equh'h.icnl o n In m nlrll\ de iníormnción 

o.;o cicrtaa c:ondleio11r1 de reguhuidlld, y •i todu la.a VN'iant.as de un modelo 

~lnKtur.,J toa m•rora que cero, 1011 cnlimndorct que miu.:imi1an Q', ~ • ....,.n con•i11tcntc~. 

in.ta¡ ... r a.J1ntóüc11mcnto 1101mnlu. Ln mntri~ 1 -1 c~·) CI Ullll •rrmtmación flniln d .. In 

nna.n:.. de k:. et\iml!ldo1c1. E1l o te11ultn<lo no drprnde del 1up11u10 ck nonnaJidnd; \'er 
Ounamun { UUO). 

El 1ouhMio an1nio1 ju1lH\cn In íormulnción fi,.. l rst utl\dí.t1 d -Ol'.M como \\In.Id. 

Ru.6n de VCTOt.11Nhtud )' Mulll1Jllcndo1C11 de Lntrangr 

Un.., P"'"r«if,-a di~tiuln drl r.stlniMlor qtic maximitA la vcr-outr' lvd r•J>rc'l ra.I pw·dc 

obl"'.flt""' &.11.gual.as 1 «10 el vector de ¡Himcru drrivt1dM <'-ll {3 ") Euo implic" que 
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y h1t:go 

(H) 

Et decir, J, tiene ln formn. de un u t\madoc- mínimo cuadriltico. El problc111" clcrtaullllllc: 

et que la mn.lrls do VMin.nzM y covari&nJ.M depende ju1tl'.l.l1H~ntc del vcclor de 11n.r tlmtlf"Oll 

Un cslimftdor con11i1lonto de l/J se puede oblcncr al hacer d; • l Vj en (J.O). MM aUn. d 

m~todo de puntnjc11 conitidora un eatim&dor obtenido ikrnUvnmonlo modlllnlo 

donde .J,o 01 un 011tlnu1dor inicilll con1i1tenlc. El cstimt1dor Ji1 Cll, Minlótlcnmrntc , tan 

cflcicnlo como el co~imador d e rn!xirne V1!.r01imilitu d. Se dcmuc1l rn n.<lcmi\11 <¡uo J,, con"'Cfg<" 

.U estimador do mñximn vcro1imilitud. 

4 DlAGNOSTICOS 

Unn. formo. imporlnntc de contrastar d modelo c1peciílcndo con lnii obaorvnd ona a a 

lravQ do un 01tudlo de lo.11 caro.clcrlttlca. de lo. residuo• del modelo. Lo que u1u1.Jmcn1a 

ff; conoce como dingn61tico1. Pua moddo. en la formll de 01bodo ( 1.12), c1lo1 dl"41nÓltico

C1tl.n hMn.do11 on loo lnnovn.cionc11 o errores de predicción caln.ndnrlMdo11. E11lo c1, 

ü, = ~~, , 1 = p + 1, .. , T. 
f, 

Si loe pMM\otros del modelo 11on conocidos, y el modelo e11 LÁ bien copcdfic:ndo, aitot 

rcaiduoa 110n no corrclnc:ionodoa, y bajo normalidl\CI, 

v, ..... N(0,1), l =p+ l, .. ,1'. 

En lo que 11igue de e11~n aecc:ión te presentan tc1l11 do hip6to11i11 llplcnmcnlc w ftdot 

en modclo11 de scrle11 cronológic:M. Estos aon, un te1l do igunldod de IM vo.ri1m11nA de kMi 

rcsiduoa en al periodo muestra.1, un tes t de correlación aerio.I ó n.uloc:orrcln.ci611 , y un l t=tl 

de normo.lídod. 

Heterocedasl.lcldnd 

Paro docimlU' que In vnri1U12n. de I0.!1 residuos es consto.nle en In. muc11tro, liC puede 

ulili&N" el cah.dlgrrúo 

que tiene d!1tribuci6n F(T - p - r, + l , r 1 ) bit.jo In. hipólc11ia de homocedn.atic:idad. Et 
decir bojo lo hipote1i1 que no hny c:Mlbios en h1 vruiM zn. de loo rc11iduo11 u1 ent re el periodo 

(p+ 1, r,) y el periodo (r2, T - p). Tlpic:Mlente r 1 y r2 son clcgido11 de mnnorn de comparnT 

el \,creer y el primer tercio del periodo mueslrtJ. 
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Una ~p«:ific.aci6n hgcrruw:nlc cllforcnle de ll pcnnitc fonnulll.T un tc• t PIU"" IR bondRd 

de •J Wlc dd moddo. E.to 10 rerUi7.R compnriu1do 11\ va.rian t..a de los te.siduos en IR muc1tr11 

con la de lu ptcdiocione1 íucrn de ln muculrn. Su ponga que d modelo et l\jo$ll\do con 

oblcrvadonet dude f = l y hMln t .., T, poro 11c dispone de ob9-Cr\!acio ne1 hMtn T + l. 

Entonca, 
'(""'1"+1 "1/f 

//(/) ,.. r• •T+~ u, 
L 1• r+ 1 ii , /T- p 

tiene di.ui buci6n F ( I, T - p) y Mint6tico.monlc IH ( I) IC di1tribuyc x 1(1). El p rob lcml\ 

de ctle lc:a t es que un "tllor peq uc1io du //(/ ) no imJ)lica neccs nrinment c un buc11 n.ju!f le. 

Podda catar ind ic;ando carene.i n de riju9lo Lo.nlo clentro como fu t' ra de In mucstrn . 

Correlació n Serial 

Uno de lOll die.¡nósti con mño imporlnulen, y que ununlmcntc recibe In 1111\)'0r nlcnci6n 

es cJ lcs l de con-c:.lactón 11erlnl o n11 locon clnci611 . E:I cnt!l.dígrrúo 

1 

B(l) ~ (1' - r)(T - r+2)L(T-<t ' ,l. 

·-· 
donde r ~ ~la au locorrehi.ción de Ion ro~iduot1 V, de orden k, liene, cu1U1do T y 1 tienden 

a lnfir:Uto 111 dltlribu ción XJ con gro.don de Hbo rlMi ig:uo.l ( / + 1) meno• el númaro de 

parimclrm, bftjo 111. hip6lC1Ji1 do (\UO lou rcaid\10!! no cs t.U1 1c.rio.lmentc corrclacio nndoa; ver 

1.Juni r Bo:x (1 978 ). 

Norinnlidnd 

Un lattr lol d hlp6lcaio con·cnponde nl leal de no rtnl\li dnd. El cst n.dfgrl\fo 

dtmdt> J 1 • E 1 l.?/(T- p), tiene 0 11 mucul rrui grnndct In dialribución ). '{2) b11jo ln hi¡>Ótcsi11 

de nonna.lid&d. E.1.c test c1 pnr~iculnnnentc 1itil plU'l'I d ct e<tar •'&.l01e1 rx trcm011; \!c_r 

ilowmMl 1 Sh<-:ntoa (U17~). 

6 BO DAD DE AJU 'TE 

EJ cocfícicol" d" dctonnln!lclón R1 o• uauft.!mcntc ullliudo. ca moddo• de n:grc.ión, 

p&i• com p..nr la •utna de cund1ndo1 de 101 r<11 ido01 del modelo dc:firrida como 

scn- L: •·?. 
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11• - u + C1 • ' • 1, ••• 'T. 

E)n 1erlee do tiempo no ctlndonl\fiaa, ole modelo .Jtcrnhlivo e• dcmru1iodo lnocirGI .. 

'I la 1uml\ de cundrn.dOI do lot rcsidUOI dd rnoddo debe co1111)f\rnuc con 11111\ fuma et... 
cundndos mfui rcn.U11tR. OOI medida. aJtcmalin.. al oocfklcu tc n1 h1111 •ido pro¡111t'11t • orQ 

la lltcrl\lur~ dependiendo de ,¡ la Kric cronoWg.c.a oont lcnc o no cíccto11 clll/\CIOnl\lc~ 

PIUn 1crice 11in cfcclot c1tRcionn.lca, 1e. propone 

, sen 
n, • 1 - l:,(v; _ V-Í' . (6 1) 

donde 11; corrcapondc 1\ IR 11Cric de lu prime,.. d1ícr-cnciu de llr. y'? l\l prn111otllo de- (1111..,, 

difcrcneiM. L11. modid11. R~ 1uponc que el modelo alkmn.tlvo nl n.j1111lndo r11 

Vi "" 111- 1 + fJ +e,. 1 = 2, •• , T. 

Parn acrico con cJcclo11 calncionnJc1 de periodo .1, 1c propone 

, sen 
n. = i - E,<11; - i'1)', (6 l) 

donde 11: ealn. deRnido como en (5.1) y 'Y/ es el promedio de 101 llÍ corrc11pondlo11tu " Q. 

meses o lrime1tre11 j. !DI modelo o.ltcmativo en cs.t.c cuo Cllll\ dndo por 

Vi == 111- 1 + ¿:,.1 :11 + '' , t = 2, . . . ,T, ,., 
donde : 1; eo igun.l n O ó 1 dependiendo de ,; 1 corresponde o 110 nl mes o t rimestre J , y 1; 

es el dedo colncionn.I del mes o trimestre j . 

6 EXTENSIONES 

En ca~n 11ccolón 110 con11idenU1 a.lgunaa cxlcn1ionc1 1\ 10 11 modolo1 eatrucluralo 

prucnto.do• en lo. Sección l. Ln. primera de die.a es 111 inclu1ió11 de 111111. nuovl\ componcnlc 

ailocMticn corrc11pondiont c a un efecto cfclico. Ln scgundn exlcn1ión corrc11pondo " I" 

lnclutión de varinblc1 exógenn.s. 

e.1 E fccto1 Oícllcoe 

Un modelo que hn 1ido tro.dicionnJmenlc popular en el ruul.li11i11 de 1cric11 cronológicM 

ca el modelo armónico 

111 = o c01 ..\t +.81in ..\t +t1 , t = 1, .. ,T, (6.1) 

donde OS ..\ S lf C01TC1ponde n la írcqucncia uociada al pcdodo 2ir /..\,y o y /J dctcrrninan 

la amplitud de la componente. U•un.lmcntc o , P y ,\ son con11tantc11 dcsconocidn.a. l.N 
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11plicacionc:9 del modelo l\l'rnÓnico hnn moolrndo que &le es u:tremádMT1cntc rlgido y no 

permite CMT1hi0t e n la for1nn. como In componout c: es generada en el tiem po. E11 t"' es In 

mi!:mn crilita que .te le hft.Ce, p or ejemplo , n IM tendencias de tipo dctennini1ti co. En lrv1 

1igucnlct linea.! x muo: lrn que (0. 1) puede cocrib inic en ll\ forma de 011 tndo, )' 11c 11 ugi crc11 

c.x lcn.sioni=1 a Ct1c de mn.ncrn d e lmcurlo 1111\.11 fl cxibe. Escribiendo, 

joaat.\ I +P11in.\ t] 1::1 cos.\lcr epn .\(1- l}+ .8ain .\( t - l )J 

+ ui11 .\ [/Jco11.\(t - l ) - o s in .\(1 - l )J, 

(/J tot.\f - n11i11 .\ t] = - nin .\(o cos .\{t - l ) + {h in .\(t - l)J 

+co11.\ [/Jco11.\( I - 1)- n i;in.\( t - t )J, 

y n.grcgando dccl0& alcalorios , y un fu. clor de culncionnridnd, (6. l ) puede gcnernli:mrsc n 

("') ('º.; ,;n ,\) ("•-•)("') 
1/¡¡ = fl - uin ,\ cos,\ 1/1;_1 K; ' 

donde O S p S 1 es uno. consln11lo <le co lnclonnridnd y K 1 )' K; IOll ruidos blllllcOIJ no 

cortt.111.cionodm 

Componente& armónicna pueden incorporMac en 101 modcla:t lo cal c.onaLnnl c y loen! 

llnc,J p~ntados en h1 Sección l pnrn rcprc11cnt nr efecto• cstnc.iomJes. Así, Mumicndo 

que el periodo ot.ac.ional J c11 ¡>J\r , 

POI' qempio, v " • 4 , 

,,, 
-rr "" L'Y;1.1 - 1, .. • r, 

/• • 

> • • { l'l¡ co111o/J+/J;111n~ , j < ,, / 2. 
I l'IJ C011( 11 / ) J .,, ,,¡2 

('") (o o) ('"-') ('") , ;, - - 1 o 1i1 - 1 + ..:j, 
.,.,¡ o - 1 1 JJ - J « 11 

0-l Varh11blu E:•6gt:i 11M 

Le. ÍOI'~ d .. r .J1i.do ¡)retc11tt'ld " ,,11 ]I\ Sccci6 11 1 pucd~ cxtcnder't< PM • induí r v~inblea 
cnu.. Supciinp 

111 • 1'0, + .i: ;6 + ,, , 1 • l . • T , 

doodc :~ oo u:n 'l"C!C I• Rlf\ de 1•nrlnblc11 cxdgcn ..., 7 6 a u n ... tot de <.>ocflcl ,..ntct, Unn 

im~t.anlr aphc.aodm de ctln cx lc11 111l611 ca el e.a..~ en QU '" ::~$ f'f"J"lot·• 'Tll11 JJJ1 oa 0 Vl\Jorn 

a:t ranm en l. •-en,. El• decir z; co rre!po ndc fl u n11 'f"nn11obl .. d.rl trro O o 1 

L. , ím.aá6n dc.l , ce:lo r de cocílclcnta 6 hrn .- ' ª".., po>lb.~.11 En rnm .-1 lug1U, 



d Rltro de l( n.lml\n puede correrse tobrc v1 - ;~' >' '1 liC CJ1l 1n11 con e l proccdlmlnnto 11i11nltlCO 

que nuudmit.ll Q. Por o tro illdo, 6 pu* ind1.a1w en un ' '«lor de c•t RdO n.m1>IJ.,tlo S.. 
embargo, Ja mM cfielcnlc íorm"' de t r•l., • i fue propucst" por l<ohn y A1111ley ( l ). 

E.toe 1mtoraa donio1lrn.ron que IM innovaciooo , pueden c.cribinic como 

U¡ - u, , - v:. 6 • , - 1, .. 'T, 

donde u, , y v:, aon pDOudo inno~cione1 obtc:o.idu al (!Of'f'Cr el filtro do J( l\lman 10brc ~,, ) 

Cll.dft elemento de .i:,. Se de11prcndc que d estimador mkitirno voro1!111il de 6 c11 

J e [¿:~]-'[¿:~] 
' /, . ,, 

Un resultado a.nó.logo o. cale se oblicnc con In. ~·crosimilitud capcalrl\l. 
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