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§1. Curvas algebraicas 

En esta sección comenzaremos estudiando las superficies de lliema1m 
compactas desde el punto de vista de la gcometría-algebraicn, es decir como 
curvl\.c:¡ algebraicas proycclivns. Este punto de vista es probablcmeutc el más 
ccrc1mo ul cmpremli<lo por Ilic11rnuu y sus scguidoreH, cu an<lo estudiaban 
las superficies asociadas a cierto tipo <le ecuaciones nlgel>raicas. 

Comenzamos introduciendo un espacio ambiente <lon<le vivirán las cur
vas. En E = C3 - (O, O, O) definimos la siguiente relación de equivalencia 

(x, y,z)R(x'1 y', z') {::} 3a E e• tal que ax ::;:;: x', ay::;:;: y' y az::;: z'. 

El conjunto cuucicutc, que dc11ol1u11us P 1 (C) ~ E / ll, es un espacio 
topológico compacto (ejercicio 1.1) y conexo. Más aún, sobre P 1 (C) se 
puede poner una estructura de variedad nnalít ica co1npleja de dime 2, (ejer
cicio 1.2) ut iliz.au<lo las siguientes c1u·Las: 

(U1 = {(x,y , z)/x f O), \P,), (U, 1= {(x,-¡¡;z)/y f OJ.1"2), 

(U, = {(x ,y, z)/z f O},\PJ) · 

<lon<le i.p11 1.fJ, ip3 son las siguientes nplicacioues: 

Ejercicio 1.3: Si E = C' - (0,0), clc111ostrar que a E/R ~ P 1(C) se le 
pue<lc dotar <le uua estructura de variedad :iualítica c01nplcja. co111pactu. y 

conexa. de <lime 1 y se tic11e ndcmi.ls c¡uc P1 (C) ~ C (esfera de Riemaun). 

Como e l abierto U3 = {(x;y-;-2)/ z 'f.; O} se puede identifica r con el abierto 
U!J = {(:r,y,::.)/z = 1} y clarn111c 11l.c l(:1:,y1z)/: = O} f'>c id1:11Lifit:; ~ con 

P 1(C), entonces Pl(C) es la. reunión <lisj u11La de U~ y P 1(C)oo;I . La 11otució11 
P1(C)00 se debe n que, corno u~ puede ser identificado COll C1 ' podemos 
tatubil:n pensar 1\. P·i(C) COlllO C1 nl cual se le lia adj 11 11tadu 111m recta 
projectiva compleja P 1(C) (o C) ni oo. 

Ejercido 1.4: Dcli11ir P 11(C), <lcmostrnr que Pn(C) es uua variedad 
nualíticu 1.:0111plcja corn¡mdt\ y co11CXl\ <le <lime 11, vCJ·ificn r que: 

P.(C) = C" u e ·- • u e•-' u ... u e' u e u {co) . 

Oc1uostrar que P"(C) es si111plc111cnlc conexo y calcular sus grupos de ho-
1nología 
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Seu. P(x, y , z) E C[x, y, z] un poliB011U0 homogéneo¡ se puede verifictu· 
que los ceros de P definen un subc0njunto en P2 (C) que denotarem0s 

V,'= {(x,y,z) E P,(C)/P(x,y,z) =O} e P,(C) 

y al que llamaremos curva algebraica prejectiva¡ evidentemente VP es un 
subconjunto compacto <le P2 (C) (cerrac.10 en un compacto). 

Ejercicio 1.5: Verifica.r que si P(x, y, z) E C[x 1 y, z) es homogéne0 de 

grado 1 o 2, entonces V, 9< P1(C) e P,(C). 

Ahora examinaremos con cierto detalle algunos ejemplos. 

Ejemplo 1.1: Considerem0s P(x 1 y,z) = y2z - x3 + z3 E C[x,y,z]i 
ven.mas como se ve In. curvn V,, en el nbicrt0 U~= {(x, y, z)/z = l}. 

Ali ' i te11c1uos lu ~cuud0H y2 = :t::i - 1, que soLrc cu<lu. X E e, X f 
1, w, w 2 (1 + w + w 2 = O) tiene des vu.l0res para y, y solamente un va.lor 
cuando ::r: = 1, w , w2 • 

Es chm.> que In iutcrseccióu de VP co11 Pf(C) e11 P 2 (C) consiste solumenLe 
del punto P = (ü,T,U). 

Entonces, compadificaacl0 e, sobre X/= 00 E e se encuentra Ull único 
puuto <le la curva l/P C P 2(C). 

w' 

Fig. U 

Puede a.sí pensarse que In curva Vp es tá. formada por VP n U~ con el 
p un to ad icionnl (O, 11 0) E P j (C) e P 1 (C). Ad em<Í.S VP está formuda por 
dos copias de C, que se idenlificnn en 4 puntos . 

Si uno qu iere conocer el género <le In superfi cie topológica subyacente n 
\1,. pue<lc empren<l er doa caminos. Esbozamos pr imeramente un u. idea del 
en.m ino rn ús i11Lui Livo . 

1-' 
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M0dulo heme0m0rfism01 cada copia V/ y vp- de Vp la p0demos i<lea ti
ficar a un tetrae<il.r.e Fegular 

Procederem0s a realizar los c0rles dibujad0e en las figuras, y a identificar 
los lados seflalades c0n el mismo nombre. 

Fig. 1.2 

Obtenemos una ~riangulación de Vp que consta de: 

# triángulos = 8 1 # lados = 12 1 # vértices = 4 

Como la caracterÍstica de Euler - Poiucaré de VP debe ser 2-2g, entonces 
2 - 2y = () dl! duwlc d gc!rn:rn de V,, 1:H Y = l. 

F ig. 1.3 

El olro camino, meuos intuitivo, es el siguicule: si VP es uuu curvi\ 
'ectivn no singular determinada por un polinomio homogéneo de grado 

prOJ itonccs ltJ su géne ro ges ig ual o. (n- l~n-i) . 
11

' CJEs fácil verificar que V,. es no singular y nsí, por este otro camino, 
también se Licne que el género de V,, es igual a l. 

(. 



Pf.G.136 

En la Fig.1.1, observamos que para cada punto p E C, p f;. { 1, w, w 2 , oo } 
existen dos puntos en la curva V,.. In tu itiv;i. menLe, diremos que 
ir : V,. - P 1(C) es un revest imiento 1uin\ít.ico nunifica<lo de 2 hojas, COIL 

puntos de ramificnció11 1, w,w2 y oo cu P 1(C) . 

Ejercicio 1.6: Considere el poliuomio P(x, y, z) = y3 + x3 - z 3 E 

Cl x, y, z]; ve rifique que Pr(C) n v;, consta <le tres puntos diferentes. De-
111ucstre que 7r: \/P - P 1{C) es un revcstirnicuto rn111i li ca<lo de 3 hoja.s con 
3 puntos de ramifi cación y el género de V,, es tam bién g = l. 

E j e lllplo 1.2: Cons ideremos P(:r,¡¡,z) E C!:r,y,z) con P(x,y,z) = 
y2 x 3 - x 5 + z5. En u; tenemos la ecuaciúu y2 = x 5 - 1 y \111 n u; aparece 
como un revestimiento analítico ramificado de 2 hojas, con ramificac ión en 
los 5 puntos 1, ~. €2 . e.~.¡ E C (l+é +é 2 +é3-l-(1 = O). La intersección de V" 
con P rc"(C) cons ta <le 1 sólo punto, <le 1unucrn si111ilus que c u el ejc111plo 1.1, 
uLili zn.ndo <los ocLaedros regulares con cortes como en ta Fig. 6, obtenemos 
que VP es una supedl.c ie de género g = 2. 

·f;g. l.4 

En es te caso ya npa rcce cierta pa tología; un cálculo sencillo permite 
dnrsc c.uc.11l;:i. CJU C \Ir e P2(C) posee un puulo siugular (U, 1,0). Lu<::go, \/p 
no corresponde n una superfi cie de Ilicma11n; resolviendo la singularidnd de 
V,. en (O, 1, 0) , se ob tiene una nueva curvn \Ir no singula r , que es ll nmndn. 
In 11or111 nlizac.ió 11 de V" , y el la se reuli zn como un revest i111 ie11 lo analíL ico de 
C, rnmifi ca.do en 6 puntos. 
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~el di~ujo de vp es fácil visualizar la existencia <le un automorfismo 
J : VP --. VP de orden 2. 

Fig. 1.5 

A partir del dibujo es menos fáci l visualizar un nutomorfismo 
'P : V., --. VP de orden 5. Sin cmlmrgo, J y 'f' pueden ser fti.cilmcute descu
biertos a partir de la ecuación de VP: 

J(x,y,z) = (x , - y,z) <p(x , y,z) = ({x, y,z ), e=1 
Claramente J corresponde a intercambiar las hojas y fij a 6 puntos cu la 
curva, que son (1,0, 1), ({,0,1), ({ ', 0, 1), ({',0, 1), ({' , 0, 1) y (0,1,0). <p 
fijn soln.uu•11l1! 3 pnuloli cu lit curvii: (O,i , 1), (U, - i 1 1) y (0 , 1, 0). 

Definamos en Vp la. relación siguicute: 

p =: q 1110 <.l ((ip)) ~ 3y E (rp ) tul q ue y(¡1) = (/. 

Si 7r es la aplicación cuocieu te canónica 

~ , v, - v, /('P ) ~ s 

7r es un revestimiento ro.mi ficndo de 5 hoj n.s con tres puntos de rn111ificu.ción 
sobre unn superficie de R ic111 n11n S t.lc algún género 7 . 

Ej er cicio 1.7 Dem.ues tre que las ctirvn.s o.sodnd ns a P(x ,y ,z ) = y1 -

xJz" + x1 z5 y a Q(x,y,z ) = y1 - x1 z5 + xz6 , corresponden n superficies 
de 1l.icmru111 de género 3 que udmi tcn un nu tomorfismo ti> de o rden 7 . Son 
di ferentes? Existen otrns euperfi cics <le Ricma1u1 con es ta propiedad '? 

Ej emplo 1.3 Sea P(x, y,z) = x" +y" + z" (curvas de Fcrmat 11 ?: 4); 
V, es una curva de géucro 9 = 1 " - l ~n-l l que ndmi le los nutomorfismos 
cp(:z:, y, z) == ({x, !11 z) Y 1/'(x, {y , :), con {raíz n-ésimo. primi t iva de la unidad. 
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Si definimos cu Vp la relación p =: q mod ((¡p, ~)) ~ 3g E (¡p, l/J) tal que 
g(p) = q, la aplicación canónica 

~:V,~ V, /(<p, ,P) "'S 

es un revestimiento ramificado de n 2 hojas con t res puntos de ramificación 
sobre u1m superficie de fliemo.nn S <le tilgím género f· 

De los ejemplos y ejercicios de esta sección se ve que es neces1uio contar 
con : una definición rigurosa de revesLimienlo analítico ramificado y un 
crilerio que relacione los géueroR g y f de las superficies involucradas. Por 
otra parle, ya que los automorfismos <le una superficie <le Iliemann forman 
un grupo, es preciso conocer iníormnción, ni menos sobre el orden de d icho 
grupo. Ln sección que sigue uos proveerá <le las definiciones y teoremas 
u<lecuados. 

~lm 
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§2. Teoremas de Riemann y de I-Íurwitz 

En esta sección queremos presentar un marco adecuado, en el que se 
pueden formalizar las nociones intuitivas de revestimiento analítico ramifi
cado y acotar el número de autornorfismos de una. superficie de Riemaim 
compacta de género g ~ 2. 

Una superficie de Riemann M será una variedad analítica compleja 
compacta y conexa de dime l. Los ejemplos nu\s elementales de superficies 
de Riemann corresponden a la esfera ele Riemaun y a los toros nualíticos 
complejos. 

Sean M y N superficies de Riemann y f Atf -+ N unn aplicación 
nunlíticu no constante (cvi<lcutc111cutc fes cpiycctiva ). Utifümn<lo el hcd10 
que una función analítica no nula en un disco posee un logarit11101 se puede 
demostrar que para cada p E M y /(¡i) E N existen cartas locnles donde f 
se cxprcsn. como J(t) = tk. El entero k es llnu mdo el o r<lcn <le nunificndón 

de J en p E lví y será denotado por or<lv(/ ). El subconjunto finito de !vi 
(discreto en un compacto) formado por los¡ puntos p donde ortlp(f) > 1 scní. 
denotado por R(f) y el subco11ju11to finito ele N correspondiente a J( R(J )) 
será denotado por D(f). 

El entero Í:pe/-l(q) ord 1(11) 1 es independiente de q E N¡ si su valor es 
n 1 diremos que: 

es un reveslimicuto mmlítico ramificn<lo <le grndo 11 . 

El ente ro 

será. llnmn<lo el or<lcu totu.l <le rn111ificuci011 <lcl rcvcsLi111ic11to rnmlíLico rn
mificado. 

Ej ercicio 2.1 Sen J : C ...,. (¡ /(z) = ~ (z + n. Demuestre que 

f (: - C es un revest imiento unnlítico ramificado, <lcLcrminc su grn<lo, 
R.(!), D(R.(/)) y su ordeu total <le nunificación. 

Aho1a procederemos n <lcmosLrnr en formn clcmcnLnJ el siguiente teo
r c111n. 

Teore1irn (Riemnnu~Ilurwitz} . 

Sean Al Y N superficies de llic111nn11 compnctrus y concxns <le géneros g 
y "Y rcspeclivruneutc, y J : A1f -. N un revestimiento i-amilicndo de grndo n 
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cou orden total <le nuni ficu.ción D, enLonces se ti ene: 

g = n('Y -l)+l+D/2 (1) 

D e n1ostració11 
Existe una t ri angulación TN de N con t triángulos, e lados y u vértices! 

tnl que los vé rt ices de TN es tán conlen i<los en D(J). Lcvnntnndo la tria 11 -
gulució11 TN n Ji,.J , obLencmos uuu tri1rnguhlciú11 TM que consta <le t' = nt 
triú.11gulos y f ' = n e lados . 

Si uo es un vér tice de TN con uo E B(J ), lus preimágenes de uo por J son 
n- L,,E/ - '( ""' ) o rd ¡(¡J) vér tices de lu Lril\ngulucióu TM, luego el número <le 
vértices u' en TM es igual a u1 = nu - B. 

Entonces , In característica de Eulcr-Poincaré <le M es 

x(M) = 2 - 2g 

2 - 2g 

de donde se t iene el resul tudo. 

nt- ne+ nu - B 

n(t-e+n)-B 

n(2 :... 2'Y)-D 

1 
Diremos que una superficie de Riemlulll /yf de ~énero g es hiperelípt.ica 

si existe un revestimiento ru.rnificn.do rr M --f C de grado 2. Es claro 
entonces que D(rr) cons ta de 29 + 2 puntos diferentes, en particular las 
Ht1p1wlk i1·1\ 1h· íl i ot 11~u111 \• itiL I ~ fll l d c>jrn11¡1lo 1.2 y c u p11 r tn cid 1·j1·rc:ido 1.7 
son hiµerelípLicns. 

Eje rc icio 2. 2 Si M es uirn superficie de Riemann hiperelíptica <le 
género g ~ 2, dcrnuestre que existe un m1tolllorfis1uo J : A1 -t A1l (llamado 
involución hi perelíptic.a) de orden 2, que fijo. 2g + 2 puntos en Aef . Es J 
únicn? 

Es claro que si M es de género y $ 1 entonces Aut (M ) es un grupo 
nlgebrn ico no fi n.ilo , sin embargo un Teorema de Schwnr tz garantiza que 
Aut (S) es fi nilo 1 si g ~ 2. 

Si Mes uno supedicie de Rie mmu1 de género g ~ 2, Aut (,M) siendo 
fin ito, opera de mnnern propinmentc diScontinua en Alf y 

n:M - •M/G 

es un reves lirn.ieulo analítico rnm ificac.lo de grado N = IGI. 
La nplicnción ;r es rnmifi cndn solamente en los punlos fijos de G y pnra 

cada p E Af, orcl.,(p) = [GPI, dom.le Gr es el subgrupo de isotropía de p. 
Si p1, P1 1 • • • 1 f' r es un conjunto muximnl de puntos no equivalentes por G 
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y. v; = 1'Gp,l 1 ent01u:es hElly N/v; puntes diferentes en M, equi·valentes a Pi 
(j = 1, · · · 1 r) bajo G, ca<l·a une de el'l0s con subgrupo <le isot-x:0pía de orden 
v;. IDl orden tetal de ra.u1Hi.caci0a está. <la<lo por: 

D = L;(N/v;)(v; -1) (2) 
i=l 

Ejer.cicio 2.3 Determinar, usando el teerema de Riemarm-Hurwitz, el 
géne~<:> ')' de las superficies de les ejemplos 1.2 y 1.3. 

Ejemple 2.1 Sea. F ... le. curve. plana no singular de graden de P2(C) 
definida. por x" +y" +z" = O. Ella es u-na superficie de Riemann c0mpacta de 
génci:o g = hi- llJ".-2>. C0nsi<lercm0s el subgtupo G ~ z ... a:iz ... de PGL(3, C) 
generad.e per las matrices 

AJ~~~1 n J~ ~~1 
lo 0 1 lo o 1 

eoH ~ raíz primitiva n-ési·ma de la unidad. J 

Fn es invariante por A y B, y G actúa como grupo <le autornorfismos 

de F •. 
Exnmiucmos los 1~uul.0fl fijoA de Gen P1(C); Re l icue cinc: 

Fix ( G) = (e1, e,) U (e,, e, ) U (e,, <1) 

Fig. 2.1 

Como F,. corle. genéricamenlc cadn recln (e;, eJ) en n puntos, si <lenola
nios por 1f : Fn -+ F11 /G, JI(/) consla <le 311 puntos, cada uuo con subg1upo 
de isolropía isomorfo a Z11 • 
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Los puntos r; son equivalente!,! entre eí bajo G, lo mismo ocun·e cou 
los puntos Pi y con los puntos q¡, sin embargo no existe g E G que haga 
equivalentes a r¡ con q; o con p¡. P0<lcrnos elegir entonces, 3 y.iuntos r 1 , q1 

y p 1 no equivalentes y fl(/) = {'1r{qi),7r{pi)17r(ri)}; a<lemás el or<lcn total 
de ramificación de 7r es ~(n - 1) = Jn(n - 1). 

Como consecuencia del te0remn de Ilicmann-Hurwitz 

n: F., ~ F,,/Z., Ell Z., 

es un revestimiento analítico ramificado <le grado n 2 sobre la esfera El.e 
lliemann con 3 puntos file ra.mi·ficació11 de orden fl cada uno. 

Ejercicio 2.4 Demuestre que el grupo simétrico 6 3 actúa c0mo grupo 
de aulomorfismos de Fn y estudie c0n t0do detalle el revcslimiemto analítico 
ramificado que él determina. 

Ahora procederemos a acotar el orden de un grupo de autom0rfismos 
<le una superficie de lliemmm com¡mctu. <le género g ~ 2. 

Teorema {Hurwitz). 
Sea JVJ una superficie de Iliemn.1111 coH~pacta de género g 2 2 y G un 

subgrupo de Aut (!vf), e11touces: · 

a) IGI :S 84(g - 1) 

li) Si esta cnL1\ CA 1ik1Ml:'.li.dn, 1T: li1-11'1/G CA 1111 n:v<~!-ltirnir~ul.o nwdí!.ico 
ramificado <le grado IG), !vl/G ~e y ll(1T) consiste de 3 puu~os COll 

órdenes de rn.mificaci0n 71 J y 2. 

Den1ostración: 
Si IGI = N, de(!) y (2) se tiene: 

2(g -1) = N (2(7 - 1) + ,. + ~ ;) 

P<U"a obtener el valor mc:í..xi1110 de N dcbcmus minimiznr 

•=· 1 
2(7-1)-1-r+ 2=-

i=I I/¡ 

Es claro que el valor mínimo debe akanzarse cuando¡ = O. 
Si / = O debemos minimizar 

•=· ( 1) K=L 1- - - 2 
i=l 11¡ 
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yo. que 1/2 ~ 1 - l/v; ~ 1 ue Licnc r ~ 3 . 
Si r > 4 es do.ro que /( 2': 1/ 2, si r = 4, los valores m 1 = m 2 = m 3 = 

m .. = 2 n11ulru1 f( y su valor mínimo es nlcnnza<lo con 11i 1 = m 1 = m 3 = 2 
y 111~ = 3. 

Si r = 3 los siguientes valores anulau /( 

11!¡ = 3 l ll1 = 3 1113 = 3 
11'! ¡ = 2 n 11 = 4 1113 = 4 
f il ¡ = 2 1111 = 3 m3 = G 

y uinglw v1dor po1ú tivo <le l\ puc<lc se t· 111c11ur q11c lolf o lcllllZl.L<loH co11: 

m1 = 3 1111 = J m3= 4 
111¡ = 2 1111 = 4 1113 = 5 
m ¡ = 2 t111 = J m3= 8 
m ¡ = 2 m1 = 3 m3 = 7 

' que corresponden n K = 1/ 12, Jl = 1/ 20, K = 1/ 24 y ]( = 1/ 42 respccti4 

vamente, de donde N 5 84(g - 1 ). 
1 

Para ilustrar la fuerza ele este teorema, Qcmostraremos el siguiente lema, 
que uos será útil en la sección §4. 

Le ma 2.1: 
Sea\ /\ti u111\ H11pc rficic d e ílic 111n1111 com ¡mcLn d e p;t!u cro fl = 2, c 11to11cc11 

i AuL (M )l 5 18. 
D c 111ost1·nci611: 
Supongnmos que Aut (A1 ) ~ G y IGI = 84; corno 84 = 21 · 3 · 7, por el 

teorema de Cnuchy (para gntpos) debe existir un a utomoifismo cp E G de 
orden 7, de donde: 

2=7(¡ - l )+ l + ll/ 2 

para¡= 1, D = 2 y para 'Y= O, D = l G. Ambos casos son imposibles ya 
que 6 no divide a lG. 

OUser vnción Macbel\th lm .dc111ostrn<lo1 que la cota 84(9 - 1) es al
canzada para infinitos valores de g, los dos primeros son g = J y g = 7. 

Ej e rcicio 2.5 De 111uest rc que sí Al/ es u u a superficie de Ric111a 1m cam
pado. y conexa de género g = 4, entonces 

1 Au~ (M)I = 2º · 31 · 5' 

con0:5a:55, 0 :5 b :5 3, 0 :5c:5 1, 1 Aut (M)I 5 120. 
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§3. Grupos fuchsianos 

En esta sección estudi o.remos lus superficies de Ricmo.nn compactas, 
desde el punto de vista del á lgebra y la geometría l1 iperbólica, es decir esen
ci;dmente como cuocientcs del disco unilnrio (o semi-plano superior) por un 

suLgrupu di sc reto de l\Utumorfisrn u.':l . Este puut.o Je vis Lu es p robable111cu tc 
el más cercano al emprendido por Poincaré a fines del siglo pasa.do. 

Comenza.remo~ revisnu<lo algunas nociones elementales de geometría. 
hipcrbólicn, con el objeto de mnul.cnc• In co11ti1111idnd del tex to. 

Denotarnmos por ó. = {z E C/ lz l < 1} al disco un itario y por H = {z E 
C/ hn z >O} a l semi-plano superior de Poinca.ré. Es usual que al término 
<le un curso <le var iable compleja, se hayan demostrado los siguientes hechos , 
que en caso contrru·io son dejados como ejercicios al lector. 

Los abiertos H y ó. son annlíticnmcnte equiva lentes (ejercicio 3. 1); por 
otrn parte, los nutomorfismos nnnlíticos <le H, deuota<los por Aut (H) 
pueden ser identificados con el grnµo topológico PSL(2, R) (ejercicio 3.2). 
También se tiene '(ejercicio 3.3): 

az + e 
Aul (1'>) = (<p(z) = cz-Hi' JaJ' - Jcl' = 1) 

flccordcuios cómo ee dcfiuc In. lo11 p;itud cudiclc111m de uua cm·va difo
n :111.: inl>lc; : I --+ IP. Si ¡( /.) = (:1:(1.),y(l)) duutlc ;e e y s u 11 fu11ci u 11c!f 

diferc11ciable::;1 la longitud eucl i<lenna fe(I) es tá dada por: 

('.!:'..)' + ('!!!.) 1
d1 

di di 

Queremos en Jo c¡nc sigue <ldiuir uua 1011g;iLud hiperbólica para uuu 
curva O' : [ --+ H 0 0 : J _. ó. Para ello se puede comenzar verificando que 
la diferencial d¡t :;;::: ~es invar iante para cada VJ E Au t (H) Y ~v = ~ 
es invari tuitc parn cnda i/; E Aut (.6.). Entonces clm <.1111c11Lc se L1c11c: 

r d¡.' = r cl¡J 
} 0 j op(o ) 

¡dv = f dv 
};.¡,¡ 

µa ra cada q ¡ --+ H y r 1 --+ ó curvas <fifere11cia1Jles Y para cada 

<p E Au l (H) y,¡, E Aul (!'>). 
Vamos ahora a <leinostrur que dados '<los pu ntos z y w en H _( z f: w), 

ex iste una única curva. de largo mínimo (geodésica) según dµ, un1e11<lo a z 

y w. 
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Comeuzurcmos vei-ific1u1do que el seg111e11lo hiperbólico que une ia = z 

e ib = w es el segmento del eje imagina1io que los une. 
De111os t.ra.cióu: 
Sea o : I -t H el segmento que u11e io con i l1, o(t) = (U, y( t)) con 

dy/dt > O, y(O) =a, ¡¡(1) = b¡ entonces la longitud hiperbólica <le él scrlÍ.: 

' Jfil'"-")' ' 1;,1 ' "' • 
e,(a) = { '" dt = { 1'!!.ldt = f -'LJt = j '.!!!. = In(~) lo y(t) lo y(t) lo y(t) • y a 

Por oLrn pru·te, si /3 : I _. 1-1 es cunlquier otra curva <lifcrcnciablc uniendo 
ia con ib con f)( t ) = (X(t), jj(t)) cutouccs: 

(';)' (!i)' /(fü'!i)' 
{0 1 di + J I dt > ¡t di d t 

la y(t ) - lo i/(!) 
e,(f3) = 

r' f!JS'dt > r' l.fildt > r' jj_dt 
la y(t ) - lo ¡j(t) - lo ii(t) 

<l~ donde se Li~1e que: eh(fJ) ~ eh(o ) y lq. igualdad vale si y solamente si 
~= o y ~>o. . 

Ejercicio 3 .4 : Demostrar que si z , w E H tienen la misma parle real , 
entonces el segmento hiperbólico que une estos puntos, es el lmico segmento 
c uditlcn 1111 1¡11c lcH u uc. 

Supongamos nhora que z y w no tienen la misma parte renl. 

,, 
z 

Luego, la recta perpendicular ni scg111e11Lo lz, wJ por el punto medio de 
lz, tuJ, cor ta ni eje real en un único punto O, que es el centro de un único 
circulo cuclidcuno Q (ni que per tenecen z y w) el cunl es perpendicular al 
eje rca1. Ahorn es fácil verificar que existe tp E P S L(21 R) tal que ~(Z) =O 
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y ¡p(üi) = oo y que la imagen de Q, ip(Q), es el eje i1Hngiuar io. Luego, el 
segmento hiperból ico que une ¡p(Z) con 'f'( W), es el segmento del eje imagi 
nurio <pie los une; como la longitud h iperbólica es invnrinnte por PSL(2, R), 
existe uu único segmento hiperbólico que une z y w y éste currcspu11 <le u.I 
arco de Q uniendo z y w. 

Podemos resumir lo anterior en forma de proposición. 

Proposició n 3.1: 
Las geodésicas en H parn d¡J corresponden a los segmentos de rec tas 

perpendiculares n1 eje real o n los arcos de círculos perpendiculares al eje 
rea.l. 

Ejercicio 3.5: Encontrar en /j. las geodésicas para dv. 

Si A es un subcoujuuto de 1-t, pue<le <lcfiuinc el úrea hiperbólica m(A) 
por: 

m(A) = / l d:~y 
Seu z = x + iy y 'f' E PSL(2JI) con i;(z) = ~ = u+ iv. Es fácil 

verificar que el jacobiano J('f') = lci!c1i i y/entonces: 

m(A) = / [ d<1du = / /, _ _ ! _. lcz +di' dxdy 
J<P(A) v 1 A lcz + dj '1 yl 

y l11q~o 1•l 1í rcn liipcrh/>li cu. 111(A) <:l'I t11111l1i(: 11 i11vnri1111l1 ~ por f'S/~(2, 11 ). 

Ej e rcicio 3.G: Ver ifica r que el úrea de un subconjunto ll e ó es 
invar iante por Aut (ó). 

Utilizando lo n.nter ior se pue<le demost rar que el área de un triángulo 
liiperbólico con ángulos o,{3 y¡ en f-1 o en /j. es m(ó(a,{J,;)) = 11"-o-{3-"'( . 

Esto permite probru: que si o , {3 , "'( son rcnlcs positivos tales que a+/3+1 < 1f, 

existe un triá.11gulo hiperbólico con ángulos o,/3,"'(. 

Ej erc icio 3. 7: Demostrar que el área de un polígono hi perbólico de n 
Indos en Hes: (n - 2)rr - (0' 1 + a 2 + ... .. + etn), donde cr 1, ..•. , 0 11 son sus 
ángulos. 

Ahora queremos dar la idea de cómo fabricar superficies de Ricmam1 
compactas a partir <lcl disco unitario ó. Para ello deberemos recor<lar 
varios resultados. 

Un notable teorema de Poincaré y Kocl>e, ga rantiza que las únicas su
perficies de ílicmann simplemente couexns son: e, e y ó. . Corno una 
superfi cie de Itiemann compacta S tiene siempre un revestimiento univer
sal S, que es s implemente conexo, In 11 myoría. de las superfi cies de Ricma1m 
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S (con 71'1 (S) no conmutativo) se renliznrán como cuocicntcs de 6 por un 
subgrupo de Aut(ó.) que opcrn sin puntos fijos. 

Ejcn:ic io 3.8. Sen S u11n Anpcdicic de íl.ic11m1u1 co111p11cth y S ffu 
revestimiento universal. Demuestre que: si s ~ e entouccs s ~ C; si 
S ~ C entonces S es un loro analítico complejo o bien un cilindro; si 
S ~ H ~ ó y 11'1(5) ca c0111nulntivo entonces 

Sa.rll.- {O} o Sa.r{zEll./r <\z\ < I} (O<r < l) 

Evidentemente, pue<len existir subgrupos G de Aut (ó.) que operen con 
puntos fijos en ó.. El ejercicio que sigue invita al leclor a estudiarlos. 

Ejercicio 3.0. Cnracleri:mr los clcmcutos de o r<lcu Huito cu Aut (6). 

D e lluición 3.1: Sea G un sul>grupo <le Aut (C) , z0 E C; <lirc111os que 
G actúa de manera propiamente discontinua en z0 si: 

l. El subgrupo de isohopía de Gen zo, G,0 = {g E G/ g( zo) = z0 } es 
finito. 

2. Existe una vcciu<lnd u de Zo tnl qut g(U) = u pi.ira cnd n 9 E c.g y 

g(U) n U = 1' parn ca<ln g E G - Gw 

Ejercicio 3.10. Verifique que un subgrnpo finito de Aut (C) opera 
de nuuu:rn propi11.111c11t.e diHco1!1.i1111h 1·11 C. Sen G d HUl1µ;rnpo d e: A11t (C) 
generado por ip( z) = 2z. Demuestre que G opera ele manera propiainenle 
discontinua sobre (: - {O, oo}. 

Definición 3.2. Diremos que un subgrupo T de Aut (ó.) es fuchsiano 
si Tes un subgrupo discreto de Aut (ó.). 

Puede demostrarse que un subgrupo discreto (fuchsiono) de Aut (ó) 
o ¡.>cr n <le m a 11crn pl'opiumcutc di:.co11Li11un (este resultado 110 e s vúlido , p or 

ejemplo , en C). Esto, junto a l hecho que el subgrupo de isotropía, cuando 
no es trivial, es cíclico finito permite obtener la siguiente proposición. 

Proposición 3.2: 
Scil. T un grupo fuchsia.110 1 entonces ó./T es una superficie de Iliema1m 

y el epimorfismo canónico 

rr: ó ~ ll. /T 

es una nplicacióu analítica.. 

Ahora esboza.remos la..s ideas para fabricar s uperficies de ll iemann S 
compaclo.s ndmiticndo cierlos grupos de n.ulomorfisinos. 
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Para ello partimos <le un subgiupo T de Aut (ó.) con una p1·ese11laciúu: 

Tp = (a,b/ a"'= b" = (ab)1 = !) 

Sean rn ?: n ~ f. y 1/m + 1/n + 1/e < 11 entonces; como a es elíptico de 
orden m, llamaremos q1 el único punto fijo de a en ó. y hagámoslo coincidir 
con O E ó., como b también es elípt ico de orden n, ll nmo.remos q1 nl ún ico 
punto fijo deben a y, finalmente, sea q3 el único punto fijo de ba, entonces 
tenemos el siguiente cua<lrihítcro hiperbólico: 

Fig. 3.2 

donde el tri ú.ngu lo ~(q 1 1 q11 q3 ) tiene 1í.ugulos rr/m 1 rr/n y rr/e respecti
vam ente (luego existe!). 

Olro nota.ble teorema de Poincaré garantiza que el disco ó. puede ser 
pnvimentndo con los tri :\ngu los ó.(q 1,q1 11J3 ) y ndcm:ls 7r: ó. -1o ó./T es 
uu rcvc::1ti111i«nto nu11ifico.do so l>rc In esfera <le Ilic111 un con 3 pu ntos de 
ramificación de órdenes m, n y e respectivamente. 

A continuación prcsculnmos dos pnvimcntacioncs del Jisca ó cou grupos 
fuchsiimos. 
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P nv imcntnción 1 
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Supu11ga111os que nos lmyn ai<lo <ln<lo un grnµo nl>slrncto G; si cons· 
truímos un epimorfismo: 

</>:T ~G 

tal que kcr t$ ~ r no tengn elementos de tors ión (cl ípLi coi:i:) c11 to 11ccs r es 
un subgrupo fucl1siano normal en T y tendremos que: 

es un revestimiento siu nunifi cacióu (no hny elementos de torsión) y S ~ 
ó/f es una superfic ie de Ilienw.nn compnda de género g. 

Además tenemos el diagrama conmutativo sigu iente: 

Íl 

,, •;, ( ~ A 

6/T ~ { 
1 
1 

de donde por el tcoremn <l e fli c11uu111-Hurwitz 

9 = 1 + IGI (i _ ~ _ .!_ _ ~) _ 
2 'lt n e 

Más nú u, T/r ~ G ac ll1a como grupo de a uto111orfis111os <le ó/l" ~S. 
Podemos construir S a pa rtir <le u11 polígu 110 de 2m lados, expl icitau<lo las 
identificaciones deducidas n part ir del cpi111orfis 111 0 (!. 

Ilustraremos éslo con el siguiente ejem plo: 

Ejemplo 3. 1 : Parllrn1os del g rnpo lrinngulnr T siguiente: 

T = (a,b/ a'= IJ' = (ab)' = 1) p primo p ~ 5 

Es f;'1cil construir uu cpimorfi~1110 tP : T -t Z,, ta l 1¡uc kcr 4' ::! r 110 contcug:a 
elementos de lorsión. ó/I' ~ Ses una superfi cie de Iliema1m compacta de 
género g = ? 1 que adm ite a 1'/f ~ Zp como grupo de nutomorfis mos. 

Vcn111os cu clelnllc córn n cu el cnso pnr t icul1tr 1J = 5, C8 <lr•cir S de gé11 cro 
g = 2, dlu puc<lc ser co 11 stni ida n partir <le un polígouo hi pcrl>óli co eu ó.. 
Si en la Fig. 3.2 hacemos nctunr el elcrncnlo a de orden 5, oblcnemos un 
polígono hiperbólico de 10 lados. 
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Dc11olomo11 2 5 mu lt iplic11tivo111c11lc Z1 - {l, 2,3,4,G} y conaiclonm1ow el 
epimorHsmo ij>1 : T -t Z6 definido por: 

<f>1(u) = 1 <f>,(b) = l. 

Se tiene que ab~ E ker <J¡1 ~ r1 y 

T/ f 1 ~ («,b / «' = ¡;' = (lib)' = !, 

Leyendo lns idcutificncioncs d idnda!i por la rclnció11 ll1 , se obtiene S corno 
cuucic11Lc dd polígono liipcrhúlico j 1111tu n ln.'4 idc 11Li lit:11ciunc1> Hig11 ic11tct1: 

<- y 
) - . 

\, <\• S·• 
l · IO 
q_ i 

E j e rddo 3.11: Construir lodos los posibles cpi111or fi sm os t/1: T-+ l 8 y 
detcnnino.r cxplícih\m enLc las idc11Lificncioncs que inducen . Son d iferentes 
lns superficies resultn11Lcs? 
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Como curiosi<lu<l, tcn11inn111os esta sección prcseutan<lo un polígono 
hiperbólico de 24 lados , con sus respectivas ident ificaciones, el cual cor
responde a la cur va de Fermat F-1 , admitiendo a z~ $ Z4 como grupo de 
n.ut01110rfis111os. 

Fig. 3.5 
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§4. S uperficies d e Iliema nn d e gén ero dos 

En esto. seccióu clu.sifictu·c111os lns superficies <le fi.i<:1111rn n de géucro 2¡ 
ésto nos ser virá parn ilustrar lo desarrollado en lns secciones anteriores. 
Para ello, comcnznrc111os <lcsnrrollrmdo a lgunos prclimi111irea sobre el cspa· 
cio <le módulos <le ll icum1111. 

Sean M y N dos superficies de R icmann compactos de género 9 2: 2; di· 
remos que A1 y N son conformemente cquivolcntes , si ex iste un <t aplicación 
nnalflicn tp : A1 -+ N con inversa nnnlít icn. Obviamente con ello se <lcíiuc 
una relación de equivalencia. en el conjunto de superficies de Ricmunn de 
gCnero g 2: 2 fijo. 

E !i lnulic iounl tlcuotu.1· po1· M " ni csp11ciu <le 111ú duloM d u Hic 111111m (¡1tc 

parnmetriza las clases <le equivalencia conforme de superficies de Ilie111a1m 
compactas de género g 2'.: 2. Usando la teoría de Tcichnunüllcr 1 Dcrs de
mostró que M v tiene una estructura de espacio analítico complr.jo normal 
de di111c{3g - 3). Por otra parle Dailly, Deligue y Muuúor<l demostraron 
que Mv es una varied ad a lgebraica cuasi-projectiva de <limc(3g - 3). 

No p rofundizaremos en estos i111portR11tcs y difíciles resultados, sino 
que nos contento.remos con dar un bello argumen to heurís tico, que debiera 
convencer al lector sobre el número de mó<lulos necesarios po.ra describir el 

espacio Mv· 
C o 11s i<lt!r c 111ol:I el tcorcum tic u11ifon11izuciú11 tic P oiucnré y Kocbc y In 

cxis lcncia del revestimiento universnl. Es claro que rndn superficie <le Ilie
mann co111pnctn y conexa !vi de género g ~ 2, se puede obtener como el 
cuocicu te del se111i-pla110 superior H por la acción de uu suLgnipo discre to G 
de PGL(2, R), 1-t/G tiene entonces una métrica Rierna11nia11a con cm vaturn 
negativa . 

Se p ue<le construir f\lf pegando dcrtns superficies hipcrbólic11~ Lús icas: 
los pantuloncs (C - {3 discos ) ). Uno puede pegar 2(g - 1) pu11tu.lo11es a Jo 
largo de !ns geod ésicas e¡ (Fig . 4.1) para oblc11er unn. i;uperficie compactn 
y co11t!xa de géu crn g. 

Para de terminar M se dispone a priori G(g - 1) geodésicas e¡, es decir 
6(9 - 1) números rea les que corresponden n sus lnrg:os; corno se ideut iíicnn 
gccxlCsicas co n el mis rno lnrgo, súlo se uccc.silnn 3(g - 1) rcnles. Antes ele 
ide11l iíicnrlas uno puede rolarlns, e11lo11ccs lnmbién tiene 3(g - 1) números 
renlcs, corrcspomlicnles a los ángulos de la rolucióu, ol>tcuieudo fi11nlme11tc 
3(g - 1) 11ú111cros complejos. 
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E j e r c ic io 4.1 : Vc1·ifiquc q ue M:i puede n.si111i ln.rsc n la varic<lo.d de 
cuó.rL icas p inn as en P2(C). 

~---¡ ''Q-;'• r-1.) ··d d v"··· 
.. LJ .. LJ., u ..... 

Fig. 4.1 

Es ev idente que las superficies d e fli cm u.11 11 hiperelíp lico.s cons l iluyen 

un su bconjunto de MIJ, que denotaremos por Ug. 

Pro posic ió n 4 .1 
Si 'H,, dr11 0Ln hl Rnbv1lricd1ul d<~ MP c-mT<'RJ111111 lic11 Lc n J a.~ 1m p r:rfi c ir·R 

hi pcrclipti1.:us, c11Lou ccs d i111 c Hg = 2y - 1, cu p ar ti cular M 2 = 'H2 • 

D c lllostració n Sen. M E ?í9 , cn tu11ccs M se rea liza como un rcvcs

ti111ie11lo o.nalítico ru mifi.ca<lo d e g:rnd o 2 

~0 11 29 + 2 puntos <le rn11 1ific0-ciÚ11 diforcutcs, SC/lll ellos {p1,]11, · · ·, ]llg+'l } C 
C. Luego A/ es tá co111µlctm11c11lc dc tcn11i11ada por ellos; corno sic111¡)lc es 

posible, por medio <le u n nuto111orfismo cp <le e, t ener cp(p1) == o, y;( p2) == oo, 

cp(11:1) == 11 i,P(JJ,) == q; , entonces Af está <lcterm iua<ln por Jos 2g - l puntos 

q1, · · ·, q111 _ 1 • Siendo 1ia. uun suhvnri e<l tu.I <le <li111c 3 <le Mt. que es inc<l uciUle 

de dimensión 3, se Lienc en to nces 'H.1. ~ M 1.· 

Ahorn procede.remos a es Ludi nr las superfi c ies <le fli crnan n de M1 que 

admiten grupos de automorfisn1os no tri vinlcs. Recordemos que como con

secuencia del lema 1 tenemos que s i M E M 1 cnlonccs 1 Aut (JH)J $. 48. 

Primero comenzaremos estudiando In es tructura nlgebrnica de Aut {A.f) ~ 
C. Col!lo en.so pnrticulnr de rcsullndos rn::is generales sobre curvas p-gona les 

l'L se Licne: 
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P ro pos ició n 4.2 
Sea M E 'H.11 , entonces Aut {J\1) es isomorfo a un eubgrupo fini to de 

Aul (C) o n unn extensión <le Z2 por un subgrupo finito de Aut (C). 
D c 111ostrncióu 
Sea 1r : M --t (: el revestimiento rnmific.a.do de orden 2 que cnrnclerizn 

AJ. Cndn f E Aul (M) induce un nulomorfismo ,P(J) cu Aul (C) p or el 
d ingrnum cm1111u tnlivo: 

_cJ>_(I_) ~~ ñ: 

de donde tenemos la sucesión cxnctn de grupos: 

{e}--> ker .¡, --> Aul (M) __, 1111 .¡, __, (e} 

1 
Es fácil vcrificn.1' que ker <Pes isomorfo a{~ } o bien a Z2 , de donde se tiene 
la proposición. 

Diremos que G es un grupo reducido ic aulomodismos de M si G ~ 
Aut {lv/)/(J), donde J es In involución hipcrclíp ticu de M . 

Ahurn p u d eiuoN tklllo!!ll'lll' el Nig11ic11lc lt.'1 11'c 1111l, 

Teore ma 4.3 
Lns subvariccln.des O dime11sio1mles de M 1 que admiteu grupos de auto

morfismos no triviales sou: 

l. y2 = x 6 - 1 con D6 como grupo reducido. 

2. y2 = x(:i:6 - 1) con Z5 como grupo reducido. 

3. v2 = x(x" - 1) con 6 4 como grupo reducido. 

D cm osl rnd óu : 
Los únicos grupos de nulomorfismos de /11 que pueden nparecer 

Z2 o {e) extensiones de subgrupos fini tos de Aut (C) cstnbilizamlo 2g + 2 
ponlos difcrenles de C. Es b ien conoci<lo que los únicos subgrupos finilos 
de Aul (C) son cíclicos , diédricos , 2t", 6 4 y 21:;. 

Pnrn d ter111inru· !ns sub-vnricd ndcs 0-<lim nsio1mlcs ele M 1 ~ 'H.2 ndmi· 
licudo grupos mo.xima.lcs de aulomorfismos, debemos situar 6 puntos en e 
rígidn.rncnle y con el nui.ximo de sirnclrín.. 
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l. Situando G puntos s imétricmnenle en el Ecuador, obtenemos la e· 
cuación algebraica y1 = xº -1, a<lmitiendo Z6 , pero los G puntos son 
también estabilizados por la involución <le e que intercnmbin los polos 
y se obtiene y 2 = x 6 - 1 con D0 cumo grupo reducido 111 ux i1u ul. 

2. Situando 5 puntos simétricamente en el Ecuador y otro en el polo sur, 
obtenernos In ecuación y2 = :c(x~ - 1) con Z6 como grupo reducido 

111uxi1rnJ. 

3. Situando 4 puntos s iinétricmneute en el Ecuador, uno en d Polo Norte 
y ot ro c1 1 el Polo Snr, olitc11ewus la superficie de Ilicmu1111 <le ccwu.: ión 
y 2 = x(:r ~ - 1) con D.1 como grupo <le automorfismos, pero si buscarnos 
el grupo maximal , los 6 pmüos pueden ser considerados como los 
vértices de Ull oclnctlro reguhlr inscrito Cll e, o\Jleu ién<losc 6~ COlllO 

grupo reducido m ax imnl. 

Vale In pena sctmlur c¡ 11c In idclt de cst.n <lcmostrnc ió11, no sólo es viili<ln 
eu 'H.2 ~ M~, sino que también puede ser generalizada y aplicada al espacio 
de módulos liipcrclíp tico 1-{9 con g arb itrario [tj. 
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§5. Discusión 

E n \'Slll sccciú11 cu111plc1 11c11lnrc111u~ algunos de lol:I rcl:lttlludui; n11lcriu1c!j 
y discutiremos brevemente ciertos ¡noblcmas abiertos. 

Como se vió en §1 , no todl\ supc1·ficie de Ric11mn11 se rc11füm como u11 1J. 
curvl\ pin.un 110 si 11gulur. Sin cmlmq;n, corno co11sccuc 11ciu. <lcl T corc11m de 
fücmaun-Roch l:iJ , Cl\dn superficie de IUcmnun compocln d e séuero g 2:: 2, 

no liipcrclípticn1 se realiza como unn curva Cs 110 singular <le grndo 29 - 2 
cu PQ_ 1(C). Estn cmvn Cs 1 llamada curva cn11ó11ic1t1 cst:'i co11tc11i<la cu 
la iutcrsección de hipcrsuperficies cuádricas en la 11urn.yoría11 de los casos 
(Teore11m de Pelri [zj). 

Explic ilm· hu; cua·vos ( t;upcdicics de llic 111uu11) c¡uc ud111itcu grnpui; grnu
dcs ele nulomo1·fismos, y cnracleriznrlos, es una área aclivu de iuvcsligución; 
Accoln, Oujuluncc , Hnrvcy, Maclnchlan , Palra y varios o t ros 111alc1111í.t icos 
lmn hecho co11tt'ibucio11cs cu estn dirección . Cnl>e rne11ciu11Urse <111c Accola 
está prepnrnu<lo una mbnogrnfía ncercn del lema, que npurecerá próximn-
menLe. J 

Los leure11U\.8 de Ricmnun y llurwiLz <le §2 y el rcsultu.<lo de Mo.cbcalh 

~ son clásicos de la teoría. Sin embargo, subsisten algunos p roblemo.s rela
ciouados cou dctcnuimu· el número 1111'1.ximo ele nutomorfismoii ele cicrLns su
pt·dkic:-i tic Hi1:1111l1111 (cttl'Vllli ulgdm1i ru.~). Al n :l'IJH!do, el 1u1Lur ha prolmdu 
que la curva <le Fcnnnt F11 admite siempre a l grupo G ~ Z,. (D Z,, ex 6J de 

orden Gn1 , y que este grupo es el grupo 1111í.xi1110 <le nuL0111orliim1os si H = 4 
y 11 = 5. Existe G ~ Aut (F,,) cou IGI > G11'1 si 11 > [I'! 

Los métodos vistos en §31 que permiten a partir de u11 grnpo fud1sin110 

T = (a,I• : a'" = b" = {ab)1 = 1) 

uniformiznr superficies de Ricm o.un admitiendo grupos de nutomorfis mos 
c.íclicos, sou CU80S pnrliculnrcs de los dcsanolludos por Gouzúlc;·., Hicrn 
y Rodríguez \l<lj. Al resµecto surgen i11leresru1 tcs pro1Jlc11ms, rclacio1mdos 
con determinar el número de diferentes clases de ec¡uiva lcnciu co11for111c de 

superficies de llicmrum c¡uc ndmitcn un grupo de nutomorfismos prefijado 
G. Se co11occ11 sólo rcsultndos en el caso G ~ Z,,. También rcsul ln de 
interés rcnliznr dich as clases de ec¡uivnlencia co11íor111e n través de curvas 
nlgcbrnicns con propicdudcs gcornélricn.s pnrlicularcs. 

Ln clnsificució11 du<ll\ cu §4 se re111011la n ll\ cnrnclcriznci6n explícita <le 
M 1 , hech<.\ por lgusn ~~ (únicn conocida hasta nhorn) . Siu eml.mrgo , hemos 
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presentado una demostrncióu n ln Riemnnn, bu.su.da en idcns de Gonzñlez 
e Hidalgo IJ-J, que permiten caracterizar las curvas del espacio de módulos 
hipcrelípl ico admit iendo grupos mnximulcs de automorfi smos. 

Terminemos 111c11 ciouu.n<lo que uu trntnmienlo a ln Poincaré de fs le 
problema fue desarrollado por Riera y Ilo<lríguez ¡1~ . 
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