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Resume n . 

En csLc tmbnjo cstud inmos ln.s singulAridMcs del sis-

Lemn de [Jié nurd fonnclo { ~ = Y - j(~)-3 con 
y = - z ... x -

:r.·~ n.1::1 
J (x) = -¡; - T - 11:1:, (a. 1i , ..i.) e m3 , qu(" e<; cquirnlcutc 

a.\ ~ist.cmn { ·~ = fl 
!! = -x + .\:r3 - !:r" - tu :1 - 11ly 

Adcmil'I ~L11cli1uno:J la cxi:i1lcnciR d ciclO!I lhnit<."":'I de 

]" fa. milin ~ · { :i; = Y 
' ' · j¡ = -x + >.r' - t fz¡ - n:r1 - ¡1)11 

pnrn ..\ > O, con:.iiclcr A11cloln como unl\ c·pcrturbJtCión del 

c11.mpo l-la111i! toni11110 Xo: { :i: = y 
y = -:r+ 

' Tnlwt.jo J'lfl":Wrm!nlc fir1nnrlndo por r•O)ttlO DIN 01 9J de"' r C..61k-" d.- 111 Sm ... C'om:cpcl6n 
\ P ro\..-rto Fond"')'I !r.10'..Mi 
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1 Introducción 

1.1 

En din"-miCA de pobh1. iones, el crecimiento de una única especie puede ser descritA 

po r 1A ocul\Ción diíerenciR.1 d e 2° orde n d e tipo Liéruml: 

x + f (x) x +g(x) =O 

donde ( y g .sati.dscen d cLerminllc\!lS condiciones d e rcgu/aridad. Esl l\ CCUl:\CiÓn 

fue int roducidA por J .P. C lnrk en 19711 [I J y es equivAlcntc al ~isterna: 

{ 
~ = -u- F (x) 
dt 
d 11 ' 
di = g(x) 

donde F(:r. ) = 1~ f (r )dr 

El estudio de Chi.rk se puede cxlcndcr n interacciones cnt.rc dos especies. Esto, 

si!!l CTnl\S de ccuAcioncs diferencia les ord inarlns que describen intcr l:\CCioncs de t ipo 

predador-presa , pueden ser Lrnnsformados, medinntc cnmbios de variables, en sis

tcmM de ccuAcioncs d e tipo Liénnrd, e:; decir, en si:;te milS ele la forma : 

1.2 

.J. ·Billckc, H. Burgos y M. W11 llnce, /2), hnn est udiado r l sistcnH1. de Liénii.rd: 

{ x = y - / (x) 
11 = -x 

(1) 

.r!' a.x' 
parn cJ Cft.10 / (z } = S - T - ¡1x, (a,¡1) E Dl 2. 

En cslc lrRbRjo \'RnlOS 1\ introd ucir un for.mmic nto et'1bico al s istemR ( 1) , cs 

decir, \'l\Jno.'I: A considerar el , ¡, tema: 

con 11'\ f Mlcrior. 

Mcdi1tnlc el cambio de v11.ri11blc.<1: 

X =x¡ 

y - J (x) 
-x +.\x3 

rx' ax -' 1 
y = !I - 5 - 3 - / l :Z: 

(2) 
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(2) puede e<K:ribir~: 

:i:= y - [ t- - !f. -1a) 
Y -[x,. - ax2 - 11J r 

esto es: 

X.{ '" = y 
· ¡/ = - x + .\x3 - [x~ - ax' - ¡tjy 

volviendo !\ lhuna r x e y n los vnrinblcs. 

2 S in gularida d es d e l ca m po X 

2.1 

;¡;¡ 

Al estud ia r las singulilridildcs del sis tema (3) se o btie ne que (0,0) es un foco rcp11l~or 

si 1• > O, foco ntraclor s i ¡1 < O y foco déb il si JJ = O, Vo, V,\ E Dl. 

Para cst.udi nr el orden de debi lidad del foco, rccurnmos Al Tcoremtl de Lloyd , 

~ 

S ea V (x , y ) = L Vi.(x ,¡1) , con V1;(:z:, y) = L c ,,r' !r funci611 de 1...inpunov 
1;. 1 l 'f J • l 

d el campo X L1\ I q ue V(x ,y) ~cngi:i un wJ or c." t rcmo en (0 ,0) y \i (:r.,y) = ~(!1:,y) 
Sef\ de Ja ÍOrllll\: 

En esta.<; cond iciono::i tenernos el siguicnl~ r~ullado: 

2. 2 Teor em a d e Lloyd 

Si 'h ... es el primer cocílci-0nLc no nulo de (4), cnlonce5 o- l C"ll el orden de dcbilldnd 
del roco (0,0); O lO ~. de él pued en biíurc.nr.!C (l. lo mA.ot l ciclo:• Umitt::1. 

El dlculo de los C1J d e In fu 11ci611 V(x , y) ¡:mr" nuc.<1.ro cA m po X no~ 1>crrnltc 

concluir q ue pnrn a :/:. O se t ie ne q ue 'h = O y '1-ct ~ O, .'' 1 Tcorcrnn Fllllcrior nn~ 

pcnni1c cond uir q ue (0,0) e~ 1111 foco déb il d e: 0111 n l !Ci o# O, c1J11lé$'¡11icrn sc11 el 
vnlor de >. E Dl. l!:n cmnbio, pnrn n= O -'C licnc q u 'h = 'l• = O y ' IG :iz O, y t•ntoBrcs 

(O.O) cit un ío o débil ti orden 2, independiente d \ E f t. 
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1 
Por otra pArt c , pttrR .A > O, s urgen !ns ::1ingul11rid11.cl es (±~, O) pan el cam po 

X. 

Como DX (±7r, O) = 
hipcrb61icas, 'f/), > O. 

, 1 1 , tenemos que (±-=.O) son s ill R.S ( o 1 ) 1 
2 aA+Jl- p ../,\ 

3 C iclos límites 

3.1 PreLim i nares 

Consideremos, en gcncnU, un sisLcmn C 00 de la forma 

· {::i: = ~+ f!f(:i: , y) 
X, · Y = - 1/f + eg(x,y)' 

clo ncl c H(x,y) es una íu nción de lfamilton . 

S upongRmos que el sisLcmn no perturbado: 

{ 
' 8 11 

X = 1J; 
Xo: . ou 

y = -0r 

(x, y ) E IR.2 (5) 

tiene un Millo de !!Olucioneq pcri6d ic11.s -y(h), co ntenidas en 111.S cHrvas H=h pu.ti~ h 

en un in lcrvalo J. 

Considcr mos una sca:.ión ¿: trnnvcrsnl a la fnmilin {1'{11 )}h,.J, pa.ramctri Mdn 

por h y O\lcul mos h1. aplicación de retorno P(h) del s istcmn X 1 da.do en (5), parn 

11 E ¿:. Soluciones pcriódi cn..:; d el s istcmn X, co rresponde n n ceros de 11!. funció n 

d c::tp lR7.atnient o: 

\l (h) = l'( h) - h he¿ 
Sen 1,(11) unR t rayectori a del s is tcmn perturbado, que pnne de h e n ¿. E.n

lo ncec: 

V (lo ) - f,.('l 11 di - J,.(•) ( '!ff x +l/f, Y) dt. 

J,,1•1 i!W ( ~ + <f( x , y) )+!J# ( - Wf + <g(x, y ) )J di 

lJ,f{lo) (! (x,y)q/f +g(x, y)~) dt 

-, J,1,¡(J d¡¡ - g d.x) + O(<)=• -ul/ (1.) + 9(< ) 

donde M (h) = J,fli}(f dy - 9 dx) y -y{li) ei 111. órb il1l ccrrndn del :1i.5tcmA X0 • 

Gnton~. ~ ticnc: 
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Tooromn 3.1 (Pontrit~güi). Si 110 E ¿: e,, tn/ que. .H ( /10) = O y M'(lto) '/:

O. e:i:Ut c ( /10) > O ¡¡ un.a ftmci6n C1, F (c), defin ido pt1m 1 t ]< <'(/10) , 1;1m 

F {O) = J¡0 y tn.l que X, t.itmc un.n .:toluc ión periódica que cor1.n ln .~ ecr.ió11 L 
en el punto Ji = F(c). 

Ademl'Í."J. si M(ho) = M'(ho) = · · · = M (l-- l)(Jio) =O y ,\·f {")(Jio) '!- O. c11 · 

lance.' pnm t .¡. O pequeño, Xt Licn.c a lo m á..! k cido.1t fintil.c.I qmi l.i e.n.de11 tt 

'Y(h0 ) cuando ~ - O. 

3 .2 

A continul\Ci6n , en el cu.mpo vectorial X definido en (3). \ "RlllOS 11 i11Lrocl11cir mm •

perturbaci6n en el 1iltimo térm ino de lo. segunda cctmción; obtenernos n .. <if 111 fo.milin: 

X.{'" = u 
t · ri = - :i; + ..\x3 - tl:t .. - a.r1 - 11]y 

(6) 

Nos propo~1cmos cstudim ln cxis t.enciR d e ciclos limite<: de IR fnmilin X,, p1m1 

..\ > O, cons idcrñ.ndoln como l · pcrturbilció n del cnmpo H1unilLoninno: 

X . { " = y o · y = - x + >.xl , 
y' r' ..\:r.~ 

H(<, y) = -:¡ + -:¡ - -;¡-

Como t.rl\ZI.\ DX<(.'.l:, y) = - 1 (:i:'1 - a:r.1 - ¡1), po r e l crilt'rio de . Bcnd ixon :io t.ic11e 

que el campo X, no tiene cidos limit e:'! s i n1 + ~111 :5 O '1t #- O 

Aplicando el método cxpue:-ito e n 3.1 , debemos enudiftT lo:c rcro:i d e h\ funció n: 

M(h) = f (x'1 - (IX 1 -11) !J d7:., 
• 1(1i) 

P""' I• E jO, :¡'¡1 
El sist.cm l\ lfamiltonitino Xo p rc:icntn el d ia.g"'m" df' 1"51" dt' lil Fig 1. 

~!__~ . 
)~ 

[ Fig~ Oingr1U11n dr r"-cc- d<' Xo] 
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Loma 3 .2 /.,a función M(h) tomfl la fornia: 

M (h) = ( ~ - n) l,(h)- (~ +1•) lo(h) 

con 1,,(h) = J,(I,) -x;"ydx, Jl = o,z. 

' 2 (1 ,.1 .lr') =="' ~ 1tp1.,.z-1 - 211) p Oomo11tración. H(%, y) = /¡ ==:> y1 = t - T +-¡- ~ :r = ~ · or 

lo tnnto 
Í1(l1) x~ydx = Í 1(Ji) j{y'l + :r'l - 211) !/ dx 

í I1(l1) l d.1; + * j~{ll) X2!J tf.r - ~ .r,(h) !J tÍI 

lntcgrA.ndo por partes J-,{h) 1/ld:r. obLcnemos 

8 ,¡/¡ 
f.,(h) = v, l,(h)- 75. lo(l• ) 

de donde 
.\l (h ) 

.11(/o) ( f:¡ - n) l,(h) - rn + 1•) lo(lo) 

Con.sidcrcnw.< la íunción: 

g(h) = M (h) = 1,(l•) - ~ + /' =' Q(h) - R(h) 
(!'¡ - a) lo(h) lo(/•) ¡¡ - n 

Como /0(h) > O, Vl1 eJO, f¡j, ~¡ -fr - a 'f:. O, es suficiente estudiar los cero~ de 111 

función g(h} pan h E ¡o, ¡l¡J, ~ decir, lo:i puntos de intcrSC(;ción de lr1. cun1\: 

i' = l(/•,Q(/o)) h EIO.~J) 

con el segmento de r ccl11 /? = {(li, !?(h)) li E ¡o, i.dJ • 
En I~ lcrn~ :iigui nt~ csLmlinrnO::I ln función Q(h). 

.. 12(!0) • 
Lomo 3.3 El grofico de In f11 n.t;.10n Q(h ) = lo(li) C.tfln co 1111rnc.do por tmycc· 

Lor;a.'f del cnmpo: 

Z , { Q¡, -=- /o ( ! - •1.Xh) 
i-IQ' - (2,\h + l )Q +" 

(7) 
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' ( 1,)' 1;(i.) 1,(h) l ó(h) 
Dom osl• ocló n Q (h) = T, (h) = lo(h) - lo(h) lo(h). 

lntegT1U1do por partes y rclncí01uu1clo lt1.s integT&.le:.i ih\-olucr11.d113 A.btcnemo:oi: 

l [5 l Q'(h) = _(___ ->.Q' - (2>.h + l )Q + " 
h 1 - •\ ,\/¡) 4 

E.scribicnclo i1= h(l - 4Ah), y clndo que Q= Q'(l1) h , 1e nemos q ue el gráflco de 

Q{h) está compuesto por trnyccLOrins del cnmpo (7). • 

Obse rvación l. 81 cnmpo Z definido en (7) lic11c 4 singi1l1trid1lC\cs: 2 s illu.s, 

un foco atract.or y uno rc¡>11lsor, en los puntos (0 ,0), (:¡\. t), (ir. ¡f¡) .v (O, :;;'.¡) 
respcctivn.mcnte. (Ver Fig. 2} 

t -- ---- ··->-+ -

!Fig.1 
Ob.sc rvnción 2. Q= ~,\Q~ - (2..\h + l)Q + h im¡>licn que 

Q= ~ ,\(Q - •1(/1))(Q - ,,(h)) ( ) 

•1(h) • i!r [2 J. + l - ,¡,¡),1hi - \ h l ] V 

r1(1o ) • i!r [ui. + l + ,/<>.1/,1 - \ h + 1 j 
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Sobre Ja c ur\'B. C 1 {(h , r 1(h)) h E)O , i.r]} (.r tam bién so bre 11' cun'R 

C, : {(Ji , r1(1i)): h E!O, i,¡-1}) e) Cf\ ITI J)O Z CS horizonta l. Se ti ene que : r1(0) = 0, 

r 1 {it) = .¿, r~(h ) > O, 'fh E [O, ir] y en p!ll' t iculRr: 

c; (o) = 1 

Loma 3.4 ( iJ i~ Q(l1 ) = O; 

Dom ostrndón 
(i) • p ruebA por c.ilculo d irecto. 

(ii) 5'· prucbl\ por integ rnció n. 

Lomo 3.5 !~Q'(h) = ~-
Domostrnció n 

(ii) li m Q(I•)= _!_ , 
h- ~ 5.1 

(9) 

• 

Q (i. ) = ¡.1Q' - (2.1i. + i ¡Q + " = Q' ("> = pqq· - c2.1i. + i ¡q - 2.1q + l. 

Ento n~ 

lim Q (11 ) = - lim Q'(h) + 1 
1t -O h- ·O 

(10) 

Pero 

(Q' (h)) ¡¡..,,_, q' 
lim Q'(h) = li m - . - = ---, = lim Q' (h) 
•~ ".o /, 1i m11-o /1 11-0 

Rt--c: mpll\7.Ando en ( 10) tcncmo." q11 c 2J.i_!!óQ' (h) = 1, C:" decir E~Q'(h ) = }
• 

Lom n 3.6 Q'{h) :> O. 'fh E [O, -h, f. 

Dom os Lrn c.i ó n Otwlo que h= lt ( J - 11..\.h ) , tcncrno, q ue h> O. V/i EjO. ftl- Co mo 

Q'(/1) -.Q ( h )/ 11, :iobre '"' c un•11 C'1 el ciunpo Z ~ t rl\ n$v r511. I n C'1 y AJ>Ull l l\ hl\Ci n 

ln el reclu\ ( \'('f f'ig. 2). Por (9), r '¡{O) = 1 > k = E~.'~ Q'(h), de modo que ht Cllr\'A r 
110 1·ruw I" rnrm ( ·1 ~ es111 llOr de bu jo de ella, p ues po r ( ) Q> O ~¡ Q(h ) < /l1 (Ir). 

A~I. ~bré r :Q > O,, J>Or lo l1l 11 t o Q'(h) > 0, \ fl1 E !O. ¡\l. • 

L<lm o 3. 7 Q"(h) > O, 'llo E ¡o, txl· 
Oc m ostroc.i6 n Ü fM:il pro bflr que Q "(O) = lp-. 

u1>0nll1U1~ qu CX~lC un f1 E]O , fr [ lnl que Q" (li ) = O y. " ho d ,·AJor de h 

mM próximo"" O'"' qu<" Q "(ha) = O. G11lo 11c~ Q" (h ) > O. Vh E fo. hof. 
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Sen. L 1.,, r · 1..11. ln.ngente ll r' en el punlo (110 , Q (ho)). P11..r11..mc1..rioomo!! L por 
L: I ~ R - Dl , , 11 - L(u) . Sen u vcel or no nulo orlogon.J A Len (/10, Q( /10)) ( \'llr 
F;g. 3). 

~:'ig. 31 
Consideremos la función "1 : ! _, Ul, 1.Jr(u) =< Z(L(u)). 1• >. Emonc~ 111 (110} = O 
con L(uo) = (ho, Q(ho)) . 

Com o Q"(ho) = o, L .Y r l ic!ncn COlll l\ClO t\ lo menG."I d<" ordtn 2 , y é lllOllCd 111 

íunción "1 t.ienc en ti{) un cero de orden a lo mcnOl.'I 1 ((f>I). 

Dado que Q"(h) > O, '</h E [O, 1101, el nrco corrcspondi<'nl<" de r l.,Lrt ~ i~undo por 

arriba de L. Sea 111 111 ah.~cisil de In inlcrsccci n el~ L con h1 rc_-cLn h • O. (0, 111) 

csl á situada dcbnjo de (0,0) . En lo!! punto.• de L con 11~"" ccrcnnn 11 110 (por In 

izquierda), el cnmpo Z (...-¡¡¡¡\, dirigido hnc i11. el 5t'miphmo inlt-rior llCt cr111in11clo por 

L, porque n lo~ punlos do r ccrcnu~ 11. (110, Q(lto)) bl indln" 16n del cn.mpo ~~ 

menor que ht de L ( Q"(h) > O =- q (l1 ) crcdcntc). Como C'll (O,m) l'l crunpo 

está dirigido hl\Cin el ~miphu10 superio r dctcrmÍnl\do por t , conc \11(111011 q ue \11 

debe tener un ce.ro pnr11 nlgl'111 111 ,¡, •'o con /,,.(u1) E-}m.Q(h~)J. ~ lc-uclo Z 1111 •tunpo 
r 11Atinllim. ~(11) f'!!t 1111 pnl lun m ln tlr ¡{r11.rln 2 )' 1w.r In lAnln IA 1•,;\,-c.1nrln tll' 1111 

cero doble 1.1() V 11110 l'fir'lpl c 11 ¡ i111p1icl\ 1't( u) - 0 . 'lrtW' '\. .. j Q\IC J' (\ be :ICT lllll\ 

rt.'C\A ÚlO C!" unn contrnclicci611, pue"tO qu Q"(O) lit O. llC'rno1' p robnclo M f q ur 

Q"(h) > O, Vh E !O. ¡1¡¡. • 
Conclu ió n . De lo~ lcmM lUUC'rlof'e'l, P<><ICIU(kf. nmduir r¡ue ln ('ll r\'11 r V ln 
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rec l11. R = {(h. R(h)) ; H.{h) = r-hJ h + ~) se int~Llln en " lo m~"I dos 
pumos, por lo que el .sistcml\ X, t iene n lo má..'J 2 c iclos ltmite5. 

3 .3 

O Lc rm incmm, fi naJmcnt.c, t·n el cspncio de p1u-M1cl r<k'l los llbic rt os en los c u11. leit 

el o unpo X, no t icne cido:1 llmitcs, tie ne uno o t iene dos dclO:'I lfmil~, lo qut> 

co rrr.:ipo n<lc tU mitncro d e intcr~ccci o n C'I de In c ur\'n r : Q( l1) co n 1,., rcctn R(h) 

obtcnidl\ f\ nt criormcn1c. 

l~ribAmos R(h ) = mb + /i , h E /O, t J. do nde ni= ,., _~ • .i · b =~y fijcmo:1 
,\ >O. Se tiene R(O) =by 1?(-}¡) = :fi + b. 

R otdcmos que ht ClltVll r t iene Hn gráfi co como en In Figur-11. ·I ." que 

Q'(I>) eJj. f ron h efO, ¡!¡[. 

·~ .. ;, 
;. fl---------- - / , . ' 

f' ~----- O· ;ti 
. ' 
' 
" 

& c\•idcntc que no hr.y intcr.wcci6 11 c rJLrc Q(h) y H.(h) si 

m 
b > O, ¡¡+ b> O b < o. ' r1I < -

2 

,\' que <'.X~tC' unf\ inttnccción 1· 11 trt; Q{h) y R(li) si 

b :> O. ~ +b < ~ 
1 \ [~,\ 

b < D. ~+b >_!_ 
1 \ 51 

Por º'"' J)fl rtc , obt'!lcn•cm~ que pim1 cncl n m > ~ c.xi~lc un ,inico e EJO. -}¡_ j llll 
qm" Q' {e) = m. dC' modo q ue In co nd ición Q(c) · Q'(c)c = b equi, 'lt.fo a que '" 
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""' ,.. . , en el pl•no dr A11,ll!tit§ c 11 1tJlc 11 t 1 Q(c)). &to ongu111. (a. 1•(0)) E ( 

r en (e, r11. o u:lt\ . 
' c:o n I• L>uogcnlC • a E ¡o, n \ l.U que ~d;cnLC "" E:monc<~. 1\ (h) c:oi nc•dc ( ' ,, = ¡.(a), • r con pt" 

recto (o •) un• cur<n .' , • R(h) rnngcnlc "'"º""'''°'.' . ,¡ m > ¡ y unn n•uC rn nlo• ,¡, 
oxisle un umc~ inLc"""'lnn en do• ~ < b < O o 
R(h) Y Q(h)"" Q(c) - Q (c)c Q' (c) 
J '

1 Q'(c) = m , 1 __ 

:; < m < ¡;• e -Q'(c)c < b < ¡;:¡- ·I 
- ,, Q'( ) - "" Q( ) ' 
m > - , e - . crg(.'Ct. IUI Sl 

5 Q(h) no se •n l ' ) Q' (c)c, o¡ o 

y R(h) l' •I Q'(c) = m, b ~ [Q(c - 1 Q'(c)l ros (' •cr ~ < m < 5' [Q(c) - Q'(c)c, 5,i - .'').en el phwo ele p1mi mct. 4 Q'(c) = n >, b ~ . , co nfigurnc•Ón 
m > 5' . . ct.ermina hi ,igment.c Este anáhs1s d 

Fig. 5) . 

"• 
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