
onjunto d punto · límit d grupo · 
cuasifuchsianos. 

Con1rwns . ., C. dol Pino O. y P Coruulloi P. 

R Oilumou 
fn t:.ilt" t rfthnJo ~ 1>rC1Nlt" unA nww.h d~ ob1ienr-r rt"• 

1~rG"IC'ntl\Clonc:J g'rAfl '11.1 dnl conjunto de puato. llmltao de 
~"'P«' F\1eh.•ln.nn!'I l\nlttunc:;ntc 8<'11Cf1"108 cb ~tf'OI' 
r'l:'"JlJC"!I ~· de grul\01! UNllfucl\:JIAllO., " de. ~ oorn· 
pl<)o.<. 

1 lnlrod ucció n 

bino dlablf't:(" d dil.1lro , ,.,H"fJ'1111 tfrl rtn:·ulo lur111< (coll~Ut'AdO por Kld11 ~· 

1 .. olncl\t.: cn 1 ~ )' probl\(IC• por PolnCAré y KCKbc t'b 1907 " LOC:I" ~upcrl1ch:: dtJ 

IU11111 n.n con puntM de r1unlíl~clón , cxo:pto tltJ.Ru'*' ~ cxccpclom:J.lctt, 1)\lcdo 
r i:;prC1cn•AI':'< C'Omo S • H /G' donde : ~un grupo FUc;h,í•no, y l:I Cl'I el Mtmlplnno 

de f'o~MJU't'" (o c:oruidcrn.mlo tJ. e n V\"1. de . r-·n rcno.J, pro¡>Íf'(lll.(11:'3 de lrv:i 

tl-UP<Jrfic.n ~ ¡n~ntndM d ¡>(tntlru ¡>rd<'""lll11CtT'M'f1l<' dr IM CAr Lcdl!llCA.1 qul' 

~("l\gl\ ('I Crvpo e: no de IC'JI! MJ>c t~ quc lrl\didon-lnrntC' jQ\.c:-rmftll d(' e l'Oll /111 

ro1\i11nto dr pun1M lfmltc.1, /\r; , /IU c;onjunto dr ¡rnntft'I- í1Jo-. F'Uc( (.') . 
L" ror~n1Ad611 grnn c:o <le 11111cl1n "1ud"' PI''" d.-ccunan"' el do111lnlo de IUti 

1)1\f fn("U''08 '"'" m 11\let rc:ml urn Sl; rU~ dbronhnuClllo ( t<\rinh1J'11):!1). El N'l ulo 

d r O ~tlLI '' Pn.mmrfr r'.• for l•iu:J1io1tw 11roup.• l . •19n.01.vrc (0.4), preoc:ntA 
1~ ~l'\I qw !llf' consldrrl\11 011 t::!lo lrl't>-,)o dCll!i plU'Mrk1.f'Olll f'C"-ICll. MJA uul) 

d(' ~'°' 'ltf"1~ unlformb.n unn. 1rn~rfitlc dC' RkmAnh (f'tn•l•) dC" ~g-nMurA (0111), 
CJlll" .. ~ ~""'''"' "' h1 t!!I ÍCtA ton 1 rhw-h...duf1'.~ D~ '\1'.JOrCl' rnmplC')tJ.4 A 

.... 

'º 



50 C UBO 11 J .Con1rcras,C.del Pino,P.GonztÍlez 

los parámetros x e y se obt ienen grupos cua.siíuchsianos fini tamente generados. 

Usando resullados de J . Earle presentados en artículo Some intrisic coordinate 
on Teichmuller spa,ce se paramctrizan estos grupos a un parámetro complejo. 

2 D esarro llo 

Sea X un espacio topológico y sea G un grupo de homeomorfismos de X sobre sí 

mismo. El grupo e act.l1a discontinuamente (propiamente) en un punto X E X' 
si y sólo si, 

Stabc{x) es fi nito, y 

Existe Ur tal que g(Ux) n Vz = 0, para todo g rt. Stabc(x) . 

El c.onjunto de discontinuidad de G se denotará Oc . Sea G un grupo de homeo
morfismos de X sobre sí mismos. 

• flc es un subconjunto a bierto de X , G-invariante 

• Sea Y un subconjunto de X , G-invar iante y sean x, y E Y, por ejem plo 

y = flc . Si X e y son equivalentes (existe g E e : gx = y), se t iene que 

Y/G = {ly]/y E Y} es un espacio topológico con la topología cuociente. 

Sea M = Aut(C) el conjunto de homeomorfismos confor mes de C que preser van 

orienlación, o sea, el grupo de las t ransformaciones de Mobius : M = PGL(2, C). 
Sri\ r. nn suhgrupo <le. M , e P.S Kle.iniR.nO , si y sólo s i, ne,,¡:. ~

Observaciones: 

• Interesa el espacio Oc/C. Cada componente conexa de ne, (G-invariante), 

se llama componente de e. 
• lmeresan las propiedades de los grupos Kleinianos que son invariantes bajo 

conjugación en M . 

• Genera lmente se trabaja con el grupo "normalizado" . 

Sea G un grupo Klciniano, ::. E fj es un punto límite para G si y sólo si, existe 

w E Oc y una sucesión {g,.,} de elementos dist intos de G tal que g,., (w) - .:-. El 
Con.junto Dímite de G' se denotará Ac. 

Nota· Ser punto límite no depende del punto de flc sino de la sucesión de elementos de\ 

grupo. 

Algunas propiedades del conjunto límite de C son: 

• Ar.n n r. = 0 
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• /\e es cerrado en e 
• /\e es G-invari&nte. 

• Ac = B(flc). 

• En toda vecinda.d de un x E /\e hay puntos de flc. 

Sea G un grupo Kleiniano y sea /\e su conjunto lími te. G se llama elemental, si 

y sólo si, Ac t iene a lo más dos elementos . Por ejemplo: G = {z - z + n, n E Z} 
grupo cícl ico parabó lico es elemental ya que /\e= {oo}. Otro grupo elemental es 

G =< z - 2z donde /\e= {O,oo) 
Si G tiene más de dos puntos límites, G ~e di ce no-e le me ntal. Sea G un grupo 

Kleiniano no-elemental. 

• Acune= C; "cnnc = 0. 

• ne tiene a lo más un número contable de componentes. 

Nota. Los puntos de :e e íl:c (si es que existen ) tales que Stabc(.:r) 'F {id} llOD puntos 

fijos de elementos elípticos de C . 

• Si e no ti ene elementos elípticos, entonces ne es denso en C . 
• e tiene a Jo más dos componentes. 

• Si G no co ntiene transformaciones elípticas de período finito, entonces 

Fix(C) = Ac. 

Grupos Kleinianos son estudia.dos debido a su c.onexió n con superficies de Riemann, 
ya que, si G es Kleiniano , entonces, S = nc/G es una superficie de Riemann. 

Nota: Un resultado de Alhfors prueba que si Ges Kleiniano finitamente generado entonces 

Ses una superficie de ruemann finita. 

En a.delante C será un grupo kleiniano no-elemental. Sea. G un grupo Kleiniano 

sin puntos fijos en ne. e es grupo Fuchsiano si y sólo si ex iste un disco D de C, 
C'..- in variante. La frontera de D se ll ama círculo al infin ito, y esta c.ontiene al 

co njunto límite de C. 
Nota: Sea G un grupo F\icbsiano y sea D tal disco. Siemp re existe T E M tal que TGT- 1 

es subgrupo discontinuo de PSL(2, IR). 

Luego , Gru pos Fuchsianosson subgrupo.s disccm tinuos (o discretos) de PSL(2, Ill). 

• Sea G un gr upo F\1chsiano. Se tiene que Ac e IR u { oo }. 

• Toda superficie orientable compacta, distinta de la esfera, el plano complejo, 

el plano pinchado o el toro, se obtienen de la acción de un grupo Fuchsiano 

sobre H sin puntos fijos. 
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• n resultado importante: Si Ges un grupo Kleiniano no-elemental t al que 

tr2 (g) 2: O para todo g E G, entonces Ges F'uchs iano. 

Se11. C un grupo Kleiniano que no fija puntos en Oc . G se dice Cuasifuch.siano 

si Oc t iene exactamente dos componentes ambas inva riantes. La frontera de una 

c.omponente invariante de un grupo cuasifuchsiano es o bien un círculo o bien una 

curva de Jordan que no tiene tangentes en un conjunto s iempre denso, que original

mente se denomin6 conjunto t ipo fracta l, debido a que ella 1-epite exactamente ,rn 

e.st,-uctum global en la vecindad de cada punto. Nuestro interés será. visualizar 

/\e para grupos cua.sifuchsianos, ya que para grupos fuchsianos /\e es un subcon

junto denso en IR. En este trabajo se consideran grupos Fuchsianos presentados 

por B. Maskit. en artículo Pammeters Jor Fuchsian G ,lJups l , S ignature {0,4) . 
Sea G un grupo Fuchsiano finitamente generado ele torsión libre de signatura 

(0,4). Los parámetros para tales grupos Fuchsianos son dados por puntos fijos 

de algunos generadores geométricos. Cada uno de estos grupos unifonniza una 

superfic ie de Riemann (fin ita ) de signatura (0,11), que es homeomorfa a la esfera 

con 4 pinchaduras. 

• Sea S = H/ G, y sea 71': H - S la proyección natural (cubrimient.o), se tiene 

que: 

G "' íl1(S) 

donde íl 1(S) =< o:,/3, ')', 6/o:/3')'6 = 1 > . Luego: 

C: = < A , B,G, D/ ABC D = 1 > 

donde A, B , C y D son parabólicos y AB es hiperbólico. 

El grupo C se normaliza de modo que: 

AB tenga su punto fijo (ele atracción) en oo. 

A B tenga su punto fijo (de repuls ión) en O. 

e tenga s u punto fijo en l . 

Sean: x punto fijo de D, !I punto fijo de B. Se t iene que: y < Ü < ] <X. 
Nota: z e y sirven como parámet ros de deformación de estos grupos. 

Los elementos A , 8 , C y D en función de :i; e y son: 

A = ( 2x2y 
l +x 

-x21,2(l +x)) 
- 2:i;y 

B = ( -2xy 
-J -X 

y2( 1 + x) ) 
2y 

( 2 e-- 1 + x 
- 1 -x) 

2:1: 
( -2x D-- -1 -x 

x2(1 +x) ) 
2x' 
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Las transformaciones A, B , C y D forman un conju nto de buenos generadores 

para G, y H /G es una superficie de Riemann de s ignatura (0,4) . 

• Los puntos fijos de los elementos de cada gru po F'uchsiano e considerados, 

son números reales. 
Para cada uno de estos grupos C, con parámetros reales, se tiene que /\e= Jft. 

Dando valores complejos a los parámetros x e y se obti enen grupos cua.sifuchsianos, 
pero aquí no es claro el significado de buenos generadores. 

Por lo anterior , se conviene Jo siguiente: (1) Se comienza con un grupo F\Jchsia110 G con 
buen06 generadores. (2) Se considera el espacio de Deformación de G, D(G) . 

Una deformación de un grupo Kleiniano no-elemental Ges un homeomorfismo cue.sicon
forme 

w:C-C 
tal que wGw - 1 es un grupo Kleiniano. El espacio de dcfonnoción de G es el espacio de 

todas las deformaciones módulo Ja.e¡ transformaciones que coinciden con algún automorfismo 

de e en el conjunto límite. 

Interesa determinar dominio de los parámetros x e y tal que la acción de C 
sobre e sea discontinua . 

• Sean n1 y n2 las dos componentes conexas O-invariantes. 

• Sean S1 = nifG y S2 = n2/G. 
Interesa cuando S1 es conformemente equivalente a $.i. 

• Se const ruye F : n1 - n2 conforme, tal que 

FgF- 1 = <1i, g, 'r/g E C 

donde <11 : S -- S es anticonforme, <1' 2 = l (l11ego F2 = 1 ). <1' determina 

<I>, , íl 1 (S)- íl 1(S) tal que' 

• Luego se determina F conforme, tal que: 

F' = I , t'(F ) =O. 
FAF = B- 1, FBF =A- 1, FCF =D- 1, FDF= c - 1 

obteniendo: 

( o /X ) F = 1 - o ' /X 
y=. -1 
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• Por lo tanto, las ma trices A, B, C y O quedan depend ie ndo sólo de un 

parámet ro complejo, x, ya que y = -l : 

_ (-2x2 - x'(l + x)) 
·4 - l +x 2x 

e - ( 2 - 1 + x 
- } - X) 

- 2x 
D _ ( -2x 

- - 1 -x 
x2 (l +x) ) 

2i' 

Not a: El tener a los generadores dependiendo de un sólo parámetro complejo, reduce 

la complej idad del problema, facilita el ingrC50 del parámetro con un cicrt.o orden con 

el fin de tener una mejor visión de la variación del parámetro , pe ro no se resuelve 

completamente el problema. 

Sea e un grupo generado por las t ransfor maciones representa.das por las ma trices 

A, B , e y D señaladas anteriormente en el parámetro complejo X . Con el fin de 

visual izar gráficamente Ac, haciendo variar x se generó un programa computacional 

cuya estruct ura básica es la siguiente: 

1. Aritmét ica compleja . 

2. Generación de las ma trices A, 8 , C, D. 

3. Determinación de e leme ntos del grupo G y el o los puntos fijos correspon· 

die ntes. 

•l. Re presentación gráfk n de los puntos fijos de d ist intos eleme ntos de C . 

Las figuras adjuntas muestran una representación gráfica de l conjunto límite (un 

subconjunto), obtenido par a valores de x allí indicados. 

La acción de un grupo causifuchsiano G sobre f5 dete rmina dos componentes 

conexas fl1 y !12 cuya frontera es.el conjunto límite /\c . 

As í se obtiene n, para cada grupo G cuasifuchsia no, dos superficies de Rie mann 

51 = fl¡/G y S2 = fl2/G ambas homeomorfas a la csícra con cuatro pinchaduras. 

G ráficamente, para ciertos valores de x se observan cla ramente las dos compo
nentes, y en ta les casos se concluye que para esos valores la acción es d iscontinua. 

En cambio en otros a parece e n la pantn.l la una nube difusa. de puntos, en tal caso no 

es posible sacar conclusiones ya que no se visua liza n las dos compo nentes conexas, 

pero s i ayuda a conjet urar una solución parcial al problema. 
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