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Reparametrización en modelos jerárquicos • 

Antonio Sanhueza C. - Guido del Pino M. 

Reeumon. 
Usunhncnte se tiene 6CC(?SO a un conjunt.o rcsLringido de 

paquct.es estln.dist.icos computo.cionalc:!!i, los cua.IC'!I cmplenn 
ciertos t.lpos part iculares de rcslricciones. Por ejemplo, el 
pnquct.c cstndf!!tico G LIM empica r~lricciones de celda de 
referencia, en te.\ ca.<:JO las com ponentes p.MIUTiétr ica.'J cs
L1m condiciona.das a ser cxpresl\da.s bajo e:Uft.S rcst.riccioncs, 
Sin cmbnrgo, n uno !e puede inlcrcsar obtener nuevas com
ponentes pare.métricas empicando otro tipo de restricción, 
pero no existe algún paquete cstadl<it ico que pcrmitti rt.'
aliu i.r ésto. 
Most.rllrcmos fórmulu.s generales que permiten rclacionnr 
dos pnrRmetr=izadoncs dis~inta.s (dis tintas restricciones) para 
un modelo linea.! con es~ructurn fnctoria l ( modelos jerár
quicos). 

1 Introducción 

El Modelo Lineal Ccnero.lizndo (M.L.C .) C!J uno. hcrrtunient.a cstadfsLicn que pcr· 

mitc e nudiar modcloli lineo.les no clásicos. F\1e propuC"Jlo por Ncldcr y Wcddcrburn 

( 19n). 
Un M. L..C. es en gcncrnl definido 1>or una d is tribución pcrt.enccicnlc o. In íe.milin 

c.'l:ponc nci&.l , unn csLructum lineal y unn íunci6n dr e.ni~. 

ºFi.DaDCirwlo complctnmoMc por proyc.:;lO DIUFRO 9.123 
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Sc&n ) "i. .• ., )~ vnriRblCtJ alctt.loriM independicnl~ con dens idl\.dcs / 11 ... , Ín respocli· 

Vl\JTlCntc. La compo nente !licato ria de un M .L .C. e.<1pccifica una familiR para.métrica 

de densidl'Clcs a ltl3 que pertenecen IM f ,. 
Se &CO.'llumbrn a escribir la íunció n de densidad de una variable en ténninos de la 

p&r3-mctri1..a.ci6n natural y de un parámetro adic ional d> : 

yO - b(O) 
/(y,0 ,<f¡) = cxp{--<f¡- +c(y,<f>)) (1.1) 

oon b( ·) y e(.) funciones conocidas y tP es llamado parámetro de escala, que es 

supuesto conocido paro. cada Y¡ . Notar que para <P fijo esta función de densidad 

pertenece a la familia exponencial. 

El parámetro natural O está en correspondencia uno a uno c.on la mediaµ = E(Y). 

Ejemplo 1.1 Modelo Normal. Consideremo3 la variable Y; con distribución 

nonno.1 de niedia J'; y varianza <17 • La función de densidad de Y; es 

que puede ser escrita como: 

(yµ-¿) 1 y2 2 
f(y,0,<f>) =exp{~ - 2<;;; + log(2~• ))} 

Por in.!jpecc1:ón. e81.a perten ece a la familia exponencial y 

02 1 y2 
0 - 11 , tb = <72 , b(O) = 2", c(y,¡p) = - 2 {~ + log(21fo-2)} 

Su¡x>ncmos 1~hora q ue \!\ media ¡1, de la variable Y; está determinada por 

los nh1cl~ ::e\, ... , ::el, de k factores F'i , ... , F., , donde el factor F; tiene niveles en el 
conjunto A, (d i~crct.o o continuo) . 

L.& componente sistcmt\ticn de un M.L.C. es aquella que permite encontrar una 

función c:ooocidn, supuc:sta monóto na y difcrenciablc, que rell\Cionc 11\ media de la 

' '""'ble )', y unn función de los niv IC!J de los factores F1 , •. , F.,, es decir : 

\qui ,\ rccibt· 1•1 no mbre de fund n de t•nl!\U' ~· h licnl' In forma. : 

,, . t, tJ,h, 
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n?es¡itl'.b ptt.r& .Uglin veclor /3 = (/31, .. .,f3,,)'. 
,atWli~ Lo &nlerior permite d~cribir la estructura linc"I del modelo , que es rcprcscntndu 

por; 

(1.2) 

-y=(-y,, .. . ,-y.)' , fJ =(fJ,, ..• J,.)' 

y X es la mft.lriz de n x p (p < n) conocida de rl\ngo p. Decimo.1 de esta forma que 

el mod elo es linea l en ¡ . 

El vecto r ¡ recibe el nombre de prcdictor lincaJ y X mftt ri?. de d iseño. 

Ejomplo 1.2 En el Modelo Nonnal : 

Y;; - N(µ;; , u') , E(Y,, ) = ¡•,, 

corl /unci6n de enlace y e:itr-uclum lineal 

)..¡¡ = )..{¡l¡¡) = l'•J ' ,\,} =o, + o, 

Al l rl\ba.j1u con modelos lineo.les gcneraJi7,a.d~, donde tic consideran k ís.ctorcs 

~tegóricos, el s ignifica.do del vector de parámct~{J en (1.2) de pende de ln.s J'C3tric

cioncs impuestas (contrMLc.s de iclentifiCN:ión). Esto ~ di!llCut.e en detalle en del 

Pino, Rodríguez y Quintnno. (1991), donde n.nali7.An I~ contrastes de idcntifictLCiÓn, 

cucontnrndo mm rcgln general que permite cxprCSM rdlriccioncs adccun.dns 11 unu 

(2w~l)! pMA.metriU\Ci6n arbitrario., lo que pe rmite delcnninM u1111. cxµ~ión gcnernl pnru 

las componentes purnmé~ric11s presentes en el modelo como combinnc ión lineal de 

idtm~I Jos V&Jol'C.'I del prcclictor li neal. 
tic111cii6'1I 

rile cr.c:i:J.11 

nela. /!l\Íl1 

1decir · 

2 Modelos J erárquicos 

2.1 Conceptos Generales d e los Modelos Jerárquicos 

2.1 .1 Conce ptos básicos 

Comtdcreino.-l un M.L.G. con J.: focto rei F1. F1 , •.• F t , donde el ía.ctor ¡.~ tiene 

llÍ\·c_fescn t'l conjunt.o A, = {1,2, ... , n ,}, 1 = 1. 2 ..... k . Sen A =A1 x · · · x A¡.. 
Pe.ta cadfl 2 E A, los t.rntnmicntos, te.nen~ un pru-!Únclro s.soch\(IO O (pnró.mc tro 
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11ftlur11.l), lll\.mn.do en cst.c cuso p1mímclro d e ccldt1.. Gstl\ rclft.Ci6 n C'l rcp rescnt.ada 

por unll. íun ión rc1d vnhmd1\ h defi n ida 50brc A: 

h; A - R, O= h(x ), 

Ji e:! ll&ml\dA función de rc::ipucstn. Si se impone la. condición de que esta Función 

pcrl cnczca a un subc:spacio vectorial NI se obtiene un modelo lineal. 

Eje mp lo 2. 1 Sea Y.J vnrlablc con distri bución Poisson de pará.mct.ro µ;J. Sean 
F'¡ y F1 dos fftctorcs con niveles .'1 1 = {1,2} y A1 = {1 , 2, 3} respectivamente. La 
fun ción li es: 

h(;.,j) =O;,= log(p,,) , 

y un modelo lineal de in terés es : 

2.1.2 Not.nc.ió n Funciona l d o los Modelos Linea les 

Denotar mos por k al conjunto {1, 2, ... , k}, donde k es el número de factores. 

Usaremos la s igui ente notn.ción : 

!) 8 es un s ubconj unto genéri co de k. 8 = et> o 8 = { i. 1, ... , i. }, con i 1 < ... < i •. 

2) xu = (x., ... . ,x,.). 

3) fu~ 11n1' f1111ción q ue depende de x = (x 1 ,a:~ , . .. , x¡,) y que es co ns tante con 

rc:5pccto" los :r.,, i íf. B. En olrM p n. la.brM el va.lor de / 8 (x) depende s6 lo 

de :i;8 _ Si B = <Ji se i11Lcrprclu. o./,~ como unn función coruiLanLe. 

-1) ,V9 C$ el co nj11nto de tod1~ lM funciones del t ipo fa -

fl) ]g unl\f11nci6 nurbilimri11dc:r.u =(x,1 , •• ,x,_). Dccstemodo /11(x 11 ••• ,x,) = 

f g(x., ,. ... • .. ). 

6) Y s e:1 el co njunto de In .. ~ funciones] 11 . 

i) " B = íl,_11 n, , 8 E B. 

P"""' u n l\ Íft.mili 11 U de imbco nju nto:t B del conjunto {1, 2 ... , k} dcnottlmos po r 

N (6) ftl ~u~pncio 
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Ocflnlción 2.1 El .mbMpncio vectorial M de /uncion~ reo./ 11túurt.dM con do

minio común A = A 1 x ···X A1;- Cl1 un modelo jerdrquica .1i ~.sólo _, ¡ 

M=N(8) 

11mn nl91.m(I /nrnilin B . 

2.2 Parametrizaciones en Modelos J e rárquicos 

Con.1idcrcmo~ un modelo jerárquico M = N(B). PAnl la fondón li<M tenemos 

que 

11 = L hu, ho EN,,, 8 E 8 
IJEtl 

que puede ser tnmbién cscrit1i como : 

h(x u} = ¿ ho(xo), T.,, E Ñ B· 8 E 8 , 
f/Ell 

donde i 1 < i7 < ... < ir 1'<>n lo~ elementos ordcnRd~ de B. 
En form" nri.turnl, uno p1u-t\mctriznci6n para el modelo jcrirquico ~ : 

f3= (h11, 13 E 8). 

donde 8 debe considcrnrsc como mu\ Íl\milin ordcnnd& de conjuntos. 

(2.1 ) 

Ond o que el conjunto N li c::itá en corrc:;ponde nc i11. uno 1\ uno con el conjunto Nu, 
.se puede elegir como unn purnme~rizncióu cquiwJcntc del modelo jcró.rquico n : 

f3= (1•11 , 13 E 8) 

&oipecifiat.r IR f11 nci6n hu es t'(¡uivalcntc n cspcc:ifiCIV I~ 11 9 ' 'a.lores hu(xu). 
Oc ~ttt. formR h1. í11nció11 li csLá cxprcsndn en ll!rmin~ de L:8 ,1, 1111 parArncLros. 

1)• l,n ddCOmposición de li en (2.1) no es iinica, ¡>r~nt&ndo muchos pnró.rnclros 

rcdunda.nLes. 

Ln. rcdund""n in. d e p11.rtunutrO!'I :-Je puede vi:rnn.li7Ar t(l.mbiCu del modelo jcrilrquico 

M = N(t3) = N8 , + N 81 + ... + .Vs. 

donde 8 = { Bi. lJ.i., .. , B~}, dcbi<lo a que las subcsp&cios NtJ,,¡ , i = 1, 2, ... r no :fOll 

ortogonl\Jt':.'1 e nt re si, ya que exis ten intcrseccione:t no uivia.lc,, e n C'ilo:s conjuntos. 

Ai'm :"i ~y 81 son disjunt.os, se tie ne q ue No, íl B, = N..,, que es el conjunto de 

lns funcione,, const.lrnLcs. 
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P&rt\ C\•it"r h' redundl\ncia de pará.mct.ros se debe imponer ~triccionc:t :!Obre 

IM funcione! Ji ,,. En del Pino (1986) se muest rft que bgjo cicrLM oo ndicionc:1 

pod m0::1 encontrar !!:ubcspacios R8 , BE 8 \<\ nculados a los N 8 , t"lcs que Jos H.11 

son un" dC5COm1>0s lci6n orlogonnl de un modelo jerárquico 

M=I; Ro .. 

lo que pc rmitiri1t. cvitA.r In red undnncil\ de parsí.meLros. E.s tos s ubesps.cios ortogo

nales son obt.enidos H.p\icnndo el procedimie nto de Crnm-Schmid t a In s ucesión de 

subespacios : 

&'l tO da como rcs ultndo los siguientes subespa.cios ortogona.l cs : 

Rs, = (NH1 + ... +NnJ íl (N11 1 + ... +Na •• 1 ) ;_ , .•=2, .. , r 

O esta fornrn el modelo jcr (~rquico puede ser escrito como: 

M = N(B)= ¿11,,, 

En del P ino y Q uintnnn (1993) se c\cmucst.ra ln s ig ui enLC cara.ctcrizn.ción : 

T eorema 2.2 J,,n función g perl~ncce ni es1m cio l?B, .'fi y .~oto s i cumple co n : 

(2.2} 

Ocnou:m os 1>or f/IJ n un eleme nto ge nérico de Rn , lo. función h E M puede a.hora 

11 = Lf/11;, .'llJ; E Ro, (2.3) 

l..A fllmill" de fnncion~ /3' = (.'111 : 8 E 8 ), puede co n.1idcrlll"SC como una paramc

lri7.ftci n dd mo<I Jo jerárquico, do nde no cx-i:ilcn co mponen tes rcd undn.n lcs. ~la..<J 

com 1>0 nc.nld dcpcnd 11 lincul mcnlc de lf\ funció n h. 
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3 Operadores de Proyección y Reparametriza
ciones 

3.1 Operadores de Proyección 

3.1.J Concoplos Básicos 

lntroducimo:l umJ familin de opera.dore:¡ Po. D e {1 , ... , k} definidos en el 

espacio de lodn.~ ln.s funciones rc1\l va.lundo.s sobre ti = ...1 1 x · · · x A,1,. La función 

Pnh pcrLCnecc ll N o y se obtlcnc promcdiMdo I~ ,,'1\JoreoJ /1(:i:) con respecto n. ]ns 
componenL ~ :r.,. i rt D. Simbólicnmcntc podcmo:l c:feribir 

(Poh)(x¡, .. .,x,) = /1(z 1,. ... '•) (3. 1) 

con 

=; = X 1, i E D. .:, = •, 1 ~ D. (3.2) 

donde el s hnbolo • en (3.2) ind ica promcdin.r los valores /1(:i:i, .. , Xt) con respecto 

u In componente correspondiente de nivc:lcs de l ÍRc l o r F, . El promedio ~brc los 

niveles del fnctor 1'~ no debe sor ncce~uJrin.mcnlc ftritmético ~ino que 1n1cdc cntrcg1\r 

pondcrf'Ciont:S diferentes o. cudu. uno de los nh•cles dd fRCto r, como lo veremos (m 

l" siguicnU." !"Ceeión. Dcnotm.rcmos ul opcrn.clor sobre el e<J>llcio Nn ¡>0r PN,, = PIJ 

Taoromo 3.1 Pnm t.otlo B e k = { 1, .... k}. el opcrndor Pn es un ¡>royeclol' 

,-tobrr:. e/ c.-tpncio No. 

Damost.rnc.i6n Es do.ro que P 111i E N IJ 1)ar11. lodo /1 y que Poli = Ji pnra todo 

11 E N8 • BMlti. e ntonces vcrifico.r que Pn es lincrU, lo que C1 consccucncio. dirccLo. 

de I& lincAlidad de h\ opcMdón de promcdinr. 

L"' ÍJUniliR d<' proyt.-ctorcs (P11 , 8 ~ k)tiene 1 11. im¡>0rtl\nt.e pro1>icd11d indicndn 

e n ·I !liguicntc t.corcm1\. 

T aoromn 3.2 Pn m cun.lt¡uirw B , C E 8. "e tic r11.. 

(3.3) 

De {3.3) se deduce que : 

"') Si 8 e C , c nt.onct::i P11Pc = P11 . 

b) PBPr = Pr Pn 
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3.1. 2 so d o los Opcrndorcti de Proyección 

;\meri ormenLe vimos In forma de e nco ntrar pará me tros s in redundMcia para 

un modelo jcrArq ui co . Esto dió como resultado a (2.2) , qu e puede ser expresada 

ocupando operadores de proyección : 

E n ~te Cll..'Kl 

P81no.9n.=O, i<.• (3.<I) 

~n lns rcstriccio nC."! de estimabilidad. 

Teorema 3.3 El siguiente .<iistcma de ecuaciones tiene una y sólo una solu

ción parn un h E M = N(B) : 

h= Í:91J1 9Br E No1 i= 1, 2, ... , r ,_, 
Po(gn,) =O VD E D, i = 1, 2 , .. , r 

donde 

L11. dcmostrf\Ción de este Teorema. la encontramos en del Pino et.. e.1. (1991). 

Habi1U11os m encio no.do que cm posible expresar a go , B E Ben función de h. 
El s igui ente teo rema ba.9ndo en Rodrigucz (1989) ayudará a ver esto. 

T eo rema 3.4 S en 

Ro,= Nn 1 

Rn, = (N11, + ... + Nn,) íl (Nn, + ... + N11 .• ,) .... , -" = 2, ... , r 

en Lnm bib 1 

QIJ. = Pn,,, .~ = \, ... , r 

E.:nLo n ccs 

Qu, = Pu. TI(/ - Pu,) .< = 2, .. ., r 

·-· 
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El tcorcmtt. J>crmilc e:tc:ribir 981 como : 

gu,= Qo,li i= i , 2, ... , r (3.5) 

to que fo rm11..li:rA 111. idc11. de que \08 pará.mclros gu, se obt.cngPLn lincAlmentc n pnr tir 

de 11. 

3.1.3 Cnsos portlculnroe da Rostrlcclonae da Est.imobllídod 

El :iubC5pAcio R,,, puede ser escrito como: 

Ro. = {.Qu, E N11.fPu.nu,9u, =O. • < -•} 

Pu.n11i911. = o, i < -· 

~n la,., rest r icciones. Como ]Ot;I proyt.-clorcs ~lll.n dctcrminl\do:s por IOM promedios 

que los definen, diforcnles cnsos pllTticular~ ~obtienen pl'lla dl11tinta.s tJlcccioncs 

de los promt.'(li°' ¡>1trn cndn fnctor , es <h.'Cir , p11.rl\ di.!tlnto:t ~gnificadoo de • en (3.2): 

&) R~triccion~ Usuales : 

EstcCI\$ corresponde o.• = •, el promt.-dio llfitm~tico de Jog valores l1(x1, ... , Xl-) 

de Jg función li sobre los niveles del Íl\CtOr cor·n:s1>0ndicnLe. 

E.st.M re.41lr iccionc11 son bo..,lanlc \L'8dM en los tcxto:s de Dliteños de Expt.'

rimcnlCl'J, en pllr triculnr pn.n~ obtener cícct~ princiJ>ft)eoJ e intcrnccionc:1. Se 
WU\.n l&mbié n en modclo:i pnrn tnblM de contingencia (Bi~hop, Ficnbcrg lllld 

lloll&nd ( 1975)). 

b) ~riccioncs de Celda de RcfcrcnciR: 

En este CA.'° • = rcf, donde re/ es un nivel fijo del fect.or, hnbiL11olmcntc el 

primero o el 1'iltimo. 

Muc.hoe po.qu t Q'I ai1t 11.dfalilco::1 computncionn.IC!! e mp ican c;::,Lc tl¡>o de rcstricdoncs 

Pfttt' la. definición de los parámct~, por ejemplo ;\ (ver SAS Instituto l nc. 

( 1985)) utillu corno rcfcrcnc in el últ imo nivel , mientrM que CLJM (v1,:r Bnkcr and 

Ncldcr ( 197 ), Pll.ync ( \ 985)) um¡>lca como rcfo.rencin Al primero. 



22 CUBO 11 A . &nhut!'ZA - C:. Dei Pino 

3.2 Para.m etrizaciones Alternativas para un modelo Jerár
quico 

3.2. 1 Pla nt.onm.ionto Gonoral 

Edludil\rcnlO!l e n cst.tl sccci6n la relación que exis te e ntre d011 J>IU'IUTlClriZ&Ciond 

&hcmMh"M P"°' un mismo modelo jerárquico. En del Pino, Quint.t1.na y R.odrigucz 

( 1991 ) '~~ íórmulM gcncrnlcs que pcrmilc n cnoonlrl\r mM de un11. rcprew:nll\CÍÓn 

Mbilr11.ri11. J>M" un modelo jcrñ.rqulco, empicando di.•nintos contr63t.cs de idcntiti

CAción (rc:5triccionel de idcntlll'ictibilidl\ll). En estt\ p!lrlC dcducimo5 fórmnlM gcn

crNm qui" rdrt.cionan dos representaciones cu&lquicrR de un modelo jerárquico de 

I" fonna (2.3). Su1>0ngf\mos entonces que se hl\n obtenido las rcprcscn1.e.doncs 

M= 2:; ns. = ¿r •. 

OOrTC!J>OndienlC'I 11 dCX'I Lipoo de promedio .. y • . Scru1 PiJ y PB los proyectores 

CQrTC'lpondi Ol.CJ. 

l..os dpAd08 Ru, y Tu1 so cons~ruycn de nu1.ncra. l\ni\logl\.: 

R.11, = {91J, E N11.f P~11.ílHt1;9u, = O 1 < .t} 

Tu. = Uo. e Nu./P~~n ,..11.Ju. =O • < .,) 

Podernos kho rn ~ribir In í1111ci6n h de lM forrnM : 

ii) h = LB~11 l11 

.'lu. e N11. P~,,.n ,,., 9u. =o , < .. 

fu. e N 11, P~· ... n.v.Je. ~ o 1 < .• 

IM cmJ~ c;:ortt:."Jponden tl dos p1\r1.1.mclriUM:.ion~ dl,tint11..1 pat"A u.n rn i.!l rno modelo. 

Podernos encontrn. r lnnt.o lo!'! p11rámctros gu como 108 / a como lrl\MÍOnnn.cion~ 

lincaJt:":" de h . Noll: p ll\ntcnmO!'I el problcmft dr en ontnr Jos pMl\inclrDS /n ·n 

fund 1\ de los p nrÁmetro11 f/lf , ~ d ir , obl ncr nu~ pcirnclros " p&rlir de 
otrw. 
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3.2.2 Tooromne F\mdnmontolos 

Tooromn 3.S 5'co11 lo.! c.spBcio,'f 

Co11$ide1 do,., pnm.m et,-i::acionc..'f nltcn1atit1n_. paro mi,H110 mode.lo 

jcrtirqmco. que .t on a.prc.rn1lM por : 

h = L9U h = ¿,. 
1U;11 ... 

donde: 98 E Ro, u f n E 7'11, con. B = ( 8 1, B,, ... 8,) 1 ... e con.occ g¡1, cn.t.on.ce.~ 

In .!C obtiene tic In .!ig1Ji.tmte c:r.pre.~ión : 

fo. = L Po,9n1 .• = 1 
J• I 

r • - \ 

fu. = L Pu. IT(I- Po.)go, .• > 1 
j • I 

Dom o trnció n O upnnclo (.1.5) podemos escribir 1\ / s. : 

,_¡ 

/11. = Po, IJ (1 - Pu,}li ... = 2. J ...• r 

como 

h = Lt1n, 
J• I 

A:d 

fu,= Po,(LY•,) 
J• I 

/11, = Po. I1 (/ - Po.)(L gs.) 
1• 1 J• l 
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Entonee1 

,., 
r •- 1 

!11. = L Ps, rr (/ -Pe, )98, 
/• I •• \ 

i el co njun to B es ccrrnclo bajo inlcrsccción, eJ decir B E B , C E B implica 

8 n C E 6 , obten emos una cxpre:iión ps.ra f B en función de 90 dada por el siguiente 

tcorenu. : 

Teorema 3.6 Consideremos los conjuntos 

S(B) ={CE 8 /C c 8) 

T(B) ={O E 8 /8 \;;O) 

paro alg1in B E B. Sea 8 ccr'1Ytdo bajo inter secc ión y M un modelo j errí.rquiCf) 

con do~ porn mct,,;::acion.cs n.lten i.aliua..'l' 

h = Lun 
ne11 

; se conoce 91,, B E 8, enton ces puede obten erse f 8 de la ezp res ión : 

f B = L Pn rr (/ -Pc)go 
De1'(U) CES(B) 

Demostración Como 8 es cerrado bajo intersección escribimos a fo como 

luego 

!11 = (Pu íl (/ - Pc))h 
Ce5{8) 

h= L go 
f)E l l 

I n = ( 1'11 íl (/ - Pe ))( L: go ) 
CeS( IJ) DEll 

= ¿: P11 f1 (/ - Pr)go + L: Ps íl (/ - Pc)g0 
D'-S(/J) ces( O) Do-T(B) (" .. S(W) 

= + L: Po íl (/ - Pc)go 
Dr;,(S(U)u ·n 111)< C"S( ff) 
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donde 

,,.,~ ., P• r.91,,,C' - Panclgo = l: Pa{go - go) 11 (go - Pcg,, ) 
D<SIB) CE S(B) 

c ,¡,o 
= 0 

L Pu 11 (/ - Pc)go L: Po 11 C9o - Yo) 
Olii(S(B)LJT(8))' CES(IJ) DE(S(B)LJT(B))' Co:S(B) 

=0 

!11 = L 1'11 I1 (/ - Pc)go 
DET(JJ) CU(H) 

3.2.3 n n Aplicnclón. 

Pr~nlNn~ un11 llpli nción del Tc..'Orcma 3.6 " un ejcmpJo en puticulnr. 

Ejemplo 3 . 1 C'ori..idcrcmoll un modelo con do~ ponunctri:ncion.c.,; 

la(:z:¡,.i::,.z1) = Í4'(%1, x1,x:i ) + /11¡ (::r:1,:i:1.:r1) + / ¡1}(:z:i.:r.,.:c1) + Í(l,:1)(Xi,X7,:t:1 ) 

+ /1u1(x1 · x'l., :r.3) 
h(z1.i.7, .r1) = .'!~,(:z: 1. :z:, , x:i) + .Q¡q(:c1 , :z:,, :i::a) + 9f11(z1. i:,.i:1) + 9¡1.3)(:z:1 ,:i:,, :e~) 

+.r111.1¡(:z:,, :z:,,x:1) 

en c..•t c.n.•o 8 = {<l>,{ l} , {3} . {l , 3} . {1. 2}} ~· rcrTitdo bajo intcr..r;cción . 
A 1Jl1cnmo• cntonrCJ el Tcrircmn .'J. 6' : 

S((I}) • {<!>} 

7'((1}) = ({1} , {1 . 3) .{1 .2)) 

, \ .ti 

ft11(.z-1,r1 • .:z:s) = P¡q(/ - P•)9¡1¡{:z:¡,z,,:z::1) P111(/ - P•)9¡i.:1¡ (xi.:z:2,:i:11) 
+f'¡q(/ - f'.,)911.71(z1 . r7 ,.i:J) 

= (P111 - P+)91l)(11.:z:,,:z:J) + (Pu1 - P4,)g¡1.3¡{:i:1, :r:'l.,:r::1) 
+(/-'pi - P•)9p.1¡{.i:1 .i:1,.z:1) 

• (!1p¡(:z:1,:r7,.c:1) - 9¡1) ( • ,:z:.,, z,s)) {.qp.ll(.:r;¡,X7, •) 
- Y!L.:l)( • , %7, • }) + (g¡u¡(X¡, • , .z1) - 9(1,71 • , • , :r:3)) 
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S ((3)} = (<!>) 

T(f3)} = ( (3) , (1 ,3 }} 

/1:11(:z.1,:r.1, x3) = (P¡l) - P4l ).Qp\ (x¡, ~ , :cs) + (Pp) - P•)9(1 ,3¡ (x i. x2, x3) 
= (.q¡3¡ (XJ.X2,:r:3 - 9 j:l) (X 1, X1, • )} 

+('l{l.!l}(• ,X2 1 X3) - 9¡ 1.3\( • , x7, • )) 

;;;¡ / 1"1(z, , "2, z , ) = De7tr>.•ll Pn.•J c.,p, ,ll(/ - Pc )9o 

S({l ,3)} = {4> , {I} , {3}] 

'f'( {l . 3}) = ( {1 .3}} 

= P1,,,1(1 - P+){/ - P¡ q )(J - P13¡)91>,1(z,,z,, z,) 
= (P¡1,l¡ - Pp¡ - P¡,¡ + P+)911 .>1(:J:1 , z1 , x3) 
= 9 (J,l\ (X1, X1,:z:3) - 9 fl .3J(:z:1,:z:1, • ) - 9(1 .l J( • , X] ,Zl ) 

+ .Q{l ,l\( • , X1, • ) 

1u) / p.2) (.r1. z,,:z:;i) = L Pp.21 fl (/ - Pc)go 
De T(( l ,2)) CES(/ U)) 

S ((J ,2)} = {4> , {l]} 

T({ l ,2}} = {{1 ,2}} 

Í (i.11(:r:,,:z:, ,x:i ) P¡1 ,2¡(/ - P+ )(/ - P111 )9(1 .2¡(x¡,x7,.2:3) 
= 9¡1,1¡(x1.X7 , X3) - 9(1.l) ( :z:¡, • , xs) 
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