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1 Introducgao

A Mecénica Celeste é uma 4rea da matemadtica que estuda o movimento dos
corpos celestes a partir das leis da mecanica, ou mais precissamente, a Mecanica
Celeste é o corpo de conhecimentos resultantes de duas leis da natureza, a segunda
lei da dindmica e a lei da gravitagédo universal, ambas descobertas por Isaac Newton
por volta dos anos 60 do seculo XVII. A segunda lei da dindmica afirma que
A forga que atua sobre uma particula material € igual a taza de variagdo de seu
momento linear, lembrando que o momento linear de uma particula material é o
produto de sua massa pela sua velocidade, temos que, se a massa nao depende do
tempo, a segunda lei de Newton tem o seguinte enunciado: forga € igual a massa
vezes aceleragao. Por outro lado, a lei de gravitagao universal afirma que: No
universo duas particulas materiais quaisquer atraem-se com uma for¢a proporcional
ao produto de suas massas e € inversamente proporcional ao quadrado da distancia
que as separa. A constante de proporcionalidade, denotada pela letra G, é chamada
de constante de gravitacdo universal.

Até o advento da teoria da relatividade o objetivo final da mecanica celeste era

o de saber se a gravitagao newtoniana explicaria, por si s6, todos os fenémenos da
astronomia dinamica.
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O objetivo final da Mecanica Celeste é o de resolver a importante questao
de saber se as leis de Newton explicariam, por si s6, todos os fenomenos as-
trondémicos (Poincaré, (7]).

Mesmo desconsiderando os efeitos relativisticos, muitos dos quais podem ser explica-
dos corrigindo-se a lei newtoniana do inverso do quadrado da distancia pela adigao
de um termo proporcional ao inverso do cubo da distancia, a mecénica celeste é
um campo da ciéncia que tem-se mantido extremamente ativo, nao sé pelo seu as-
pecto pratico relativo & Astrondutica mas, principalmente, por ser fonte perene de
pesquisa em Matematica, & qual é um continuo desafio e estimuladora da criacao de
novos métodos. Importante para esta atividade é o contetdo filoséfico da mecanica
celeste, que atuou como fonte de inspiragdo no passado e encontra-se certamente
longe de se esgotar. Este conteudo é refletido em questdes como a estabilidade do
sistema solar e as teorias cosmogénicas. A primeira questao diz respeito a evolugao
futura no comportamento dindmico do sistema solar e as segundas tratam de sua
histéria passada, ou seja, a questdo da sua formagéo e sua evolugdo até o estagio
atual.

Uma das questdes que mais preocupa aos pesquisadores é aquela da estabili-
dade do sistema solar. E conveniente dizer que ela é uma questao de cunho
mais matematico que fisica. Se di brissemos uma d tragao geral e
rigorosa, poderiamos concluir que o sistema solar é eterno. Ele pode de fato
estar sujeito & outras forgas que aquela de Newton, e os astros nao se reduziri-
am mais, a uns pontos materiais. Muitas das causas poderiam dissipar pouco
a pouco a energia do sistema; ... . Mais, todas estas causas de destruigao
agiriam muito mais lentamente que as perturbagoes, e se estas dltimas nao
sao mais capazes de alterar a estabilidade, ao sistema solar estaria assegurado
uma existéncia muito mais longa. A questao da estabilidade conserva, por-
tanto, sempre um grande interesse, (Poincaré, [6]).

O problema da estabilidade do sistema planetério vem desde os tempos de Lagrange e
Laplace (1749-1827) que deram as primeiras demonstragoes, incompletas, é verdade,
como mostrou Poincaré ao provar a divergéncia das séries por eles utilizadas, mas
que constituem as primeiras contribui¢des nesta importante questdao. Para ver a
atualidade do problema eis a referéncia que a ele faz J.K. Moser, quase um século
depois da de Poincaré.

“O problema da estabilidade na Mecanica Celeste, isto é, a questao quanto
a estabilidade de sistema solar, tem fascinado astronomos e matematicos por
séculos” (Moser, [4]).
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A Astronomia e a Matemaética, no d&mbito das quais se situa a Mecanica Celeste,
sao duas das ciéncias mais antigas da histéria da humanidade. No entanto, embora
a observagao dos movimentos planetdrios remonte a épocas imemoriais e seu estudo
seja milenar, a Mecanica Celeste tem apenas trezentos anos de existéncia pois seu
inicio é considerado como o ano de publicagao do tratado de Newton, “Philosophise-
Naturalis Principia Mathematica”, em 1687. Nas palavras de Laplace:

Seré entao necessario demonstrar que o mesmo planeta, dentro de suas di-
versas distancias ao sol, tende a aplicar ele reciprocamente aos quadrados, e
que a tendéncia a este astro nao varia de um planeta a outro que razao das
distancias. Esta demonstr¢ao, em tal caso muito dificil, ... vanamente testa-
da pelos trés geometras Edmund Halley, Christopher Wren e Robert Hooke
que, juntamente com Newton, tentaram deduzir dos teoremas de Huygens a
tendéncia dos planetas para o sol, reciproca ao quadrado de sua distancia:
aqui comega a Mecanica Celeste (Laplace, [2]).

Este ponto de vista pode parecer estranho uma vez que o préprio Newton conside-
rava a ciéncia da mecanica uma area do conhecimento ha muito tempo estabelecida,
como mostram estas suas palavras:

Como os antigos (aprendemos com Pappus) consideravam a ciéncia da Mécanica
como a de maior importancia para a investigagao do mundo natural, e como
os modernos, rejeitando formas sub iais e qualidades ocultas, tem-se es-
forgado para submeter os fenémenos da natureza a leis da matemética, eu
neste trabalho cultivei a matematica até os limites de sua relagdo com a
filosofia (Newton, [5]).

Este artigo tem como objetivo, mostrar a alunos de iniciagdo cientifica, resulta-
dos simples e muito conhecidos da Mécanica Celeste numa linguagem matematica.
O trabalho esté dividido da seguinte forma: na secdo 2 enunciamos as leis de Ke-
pler e a lei da Gravitagao Universal e mostramos algumas consequéncias destas leis
desenvolvidas por Newton usando o calculo. Na se¢ao seguinte, enunciamos o pro-
blema dos dois corpos e logo reduzimos seu estudo a um problema de forga central
ou problema de Kepler. A segao 4 é dedicada a estudar o problema de Kepler, o
qual nos permite obter todas as leis de Kepler. Continuando nosso estudo do pro-
blema de Kepler na segao 5, definimos os elementos orbitais e mostramos que eles
sao determinados pelas condigdes iniciais do problema. Na secao 6 caraterizamos
a posigao da particula na drbita eliptica. Encerramos este trabalho com algumas
aplicagoes simples do problema de Kepler.
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2 As leis de Kepler e a lei de Gravitagao Newto-
niana

O Sistema Solar é formado por um conjunto de corpos materiais que estao em
movimento continuo: uma estrela, o Sol, em torno da qual giram todos os ou-
tros corpos (os planetas e seus satélites, os asteréides, os cometas e os meteoros).

Desde os tempos mais remotos o homem observou que algumas estrelas nao
tinham uma posigao fixa no firmamento, mas moviam-se continuamente entre as
estrelas fixas, exibindo uma periodicidade em seus movimentos. Chamou a estas
estrelas de planetas que significa estrelas errantes e sempre procurou compreender
os seus movimentos. As concepgdes mais antigas consideravam a Terra no centro do
sistema com o Sol e os planetas girando uniformemente em circulos ao seu redor.
A observagao atenta do firmamento, ao longo dos tempos, revelou, no entanto, que
os caminhos de alguns planetas na esfera celeste (Marte por exemplo) exibiam um
movimento de retorno durante algum tempo para depois retomar seu curso regular.
Esta observagao era incompativel com a ideia de érbitas circulares e uniformes ao
redor da Terra. Para contornar esta dificuldade, foi desenvolvido por Ptolomeu a
teoria dos epiciclos descrita em seu livro o Almagesto. Nesta teoria, cada planeta
descrevia uniformemente um circulo (apiciclo), cujo centro por sua vez, movia-se uni-
formememte sobre outro circulo (deferente) tendo a Terra como centro (veja figura
1). Para ver como esta teoria era razoavel vamos fazer as seguintes consideragdes:

W

Figura 1: Teoria dos epiciclos

Sabemos, hoje, que os planetas giram em torno do Sol em 6rbitas aproximada-
mente elipticas de pequenas excentricidades. Imaginemos a Terra T, e um planeta
P, como pontos materiais, movendo-se em um mesmo plano, em 6rbitas circulares
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em torno do Sol com raios 7 e 7p e velocidades angulares constantes wr e wp,
respectivamente.

Vemos pela construgdo geométrica (figura 2) que, visto da Terra, o planeta parece
mover-se com velocidade angular wr em um circulo de raio 77 cujo centro desloca-se
com velocidade angular wp sobre um circulo de raio rp centrado na Terra. Tomemos,
no plano do movimento do planeta, um sistema de coordenadas retangulares com
origem em T e representemos os pontos deste plano por nimeros complexos. Entéo,
como

TP =TS + SP

a posigao do planeta P é representada por
2(t) = rpe™Pt — rpe. (1)

No caso de marte, temos 7p ~ %’rT e wy ~ 2wy (ao longo deste trabalho o simbolo

Figura 2: Movimento dos planetas

~ tem o significado de “muito préximo”), de modo que por (1)

z(t)—rr = %’I‘T&WPt — rpePt —rp
= iort (3 — (ghort 4 emiort)) iy @)

=rp (% - QCosu)pt) Cimad

e, por conseguinte, com estas hipSteses simplificadoras, a érbita de marte é vista da
Terra como a curva descrita pelo caminho z(t) definido em (2) que esta desenhado
na figura 3. Como, efetivamente, as érbitas dos planetas ao redor do Sol néo séo
circulares e, também, nenhuma delas esta no mesmo plano da érbita da Terra, os
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D

Figura 3: A curva z(t)

epiciclos na forma descrita acima néo séo suficientes para dar uma explicagao dos
movimentos dos corpos celestes compativel com as observagdes. Na verdade, a teo-
ria dos epiciclos é muito mais complexa do que este modelo simples aqui descrito e
mesmo complicagdes como as resultantes dos planos érbitais distintos e érbitas néao
circulares eram abordadas com elas. Esta teoria permitia predizer bem os eclipses e
dava uma boa estimativa para o tamanho das érbitas planetarias e néao é sem razao
que ela sobreviveu por mais de quatorze séculos. Todavia, com o aperfeicoamento
das técnicas de observagao astrondmica, especialmente, com as observagdes extrema-
mente precisas de Tycho Brahe, ela néo resistiu as criticas e mesmo com pessoas
como Cépernico e Kepler que trabalharam com os epiciclos introduzindo modifi-
cagdes na teoria, esta terminou por ser abandonada. Assim é que, aceitando a
teoria heliocéntrica proposta por Cépernico, Kepler volta-se, posteriormente, para
um estudo detalhado das érbitas dos planetas, especialmente de marte (baseado
nas observagoes de Tycho Brahe) consegue finalmente, em 1609, enunciar suas duas
primeiras leis planetarias:

la. Lei de Kepler Os planetas movem-se em drbitas elipticas em torno do Sol, o
qual ocupa um dos focos da elipse.

2a. Lei de Kepler O raio-vetor que liga o Sol ao planeta descreve dreas iguais em
tempos iguais, isto €, a taza de variagdo da drea descrita pelo raio-vetor €é constante.

Estas duas leis referem-se aos planetas individualmente. Mas, fazendo um estudo
comparativo das érbitas de vérios planetas, Kepler chega, dez anos depois, a outra
conclusao muito importante, desta vez uma lei que relaciona os diversos planetas e
cujo enunciado € o seguinte:

3a. Lei de Kepler Os quadrados dos periodos dos movimentos dos planetas estdo
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entre si assim como os cubos dos semi-eizos maiores de suas orbitas.

Contemporaneo de Kepler, Galileo Galilei dedicou-se ao estudo da Mecénica e,
rejeitando a doutrina Aristotélica sobre o movimento dos corpos, fundamentou todo
o seu trabalho em bases experimentais juntamente com uma anélise matematica dos
fatos. Estabeleceu a Lei da Inércia, hoje conhecida como a Primeira Lei de
Newton, a qual afirma que um corpo sobre o qual nao age forga alguma esta em
repouso ou descreve um movimento retilineo e uniforme.

Apesar de dedicar-se ao estudo do movimento na superficie da Terra (lei da
inércia, lei da queda livre dos corpos, etc.) Galileu tinha interesse no movimento
dos corpos celestes como demonstra sua posigao em defesa do sistema heliocéntrico
e o seu grande interesse pelo telescépio, com o qual mostrou a existéncia dos qua-
tro maiores satélites de Jupiter (hoje conhecidos como os satélites Galileanos de
Jupiter) provando que existiam mundos em torno dos quais giravam outros mundos
e reforgando, desta forma, a teoria heliocéntrica de Copérnico. Apesar disto, Galileu
nao percebeu a importancia das leis de Kepler para uma explicagao das causas do
movimento dos corpos celestes. A percepgao de que estas leis encerravam a chave
para esta explicagao deve-se a Isaac Newton. Como consequéncia das leis de Ke-
pler, Newton mostrou que cada planeta se move ao redor do Sol como se uma forga
dirigida sempre para esta estrela agisse sobre o planeta com uma intensidade dire-
tamente proporcional a massa do mesmo e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia do planeta ao Sol (faremos esta dedugao em breve). Para chegar a esta
conclusao Newton utilizou outra lei da Mecénica, descoberta por ele e que hoje é
conhecida como a Segunda Lei de Newton ou Segunda Lei da Dinamica que
se enuncia assim: a for¢a que atua sobre uma particula material € igual d taza de
variagdo de seu momento linear. O momento linear de uma particula material é o
produto de sua massa pela sua velocidade; assim, quando a massa nao depende do
tempo, a segunda lei da dindmica tem um enunciado mais conhecido, a saber, for¢a
€ igual a massa vezes aceleragdo.

Um resultado geométrico necessério nesta dedugao € a caracterizagao das segdes
conicas por Apolonio de Perga, no Século I1I, e que diz o seguinte: Uma curva plana,
nao circular, € uma se¢@o cénica se, e somente se, seus pontos P sao caracterizados
pela sequinte equagdo envolvendo distancias

dist(P, F) = € dist(P, L), (3)
onde € € um niumero positivo, F € um ponto e L € uma reta, ambos no plano da
curva (veja figura 4).

O ponto F é o foco, a reta L, a diretriz e o nimero € a excentricidade da conica.
Esta é uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole, conforme seja € < 1, ¢ = 1 ou

. [
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Figura 4: A cénica em coordenadas polares

¢ > 1. Tomando um sistema de coordenadas polares (r,#) com a origem no foco
F, tendo por eixo polar a reta diretriz L, e denotando por d a distancia do foco &
diretriz, a equacéo (3) pode ser re-escrita na forma r = € (d — r cos6) ou,

# epp
1+ ecosf’
onde p = ed é chamado o pardmetro da cénica.

Apesar de ser um dos fundadores do C4lculo Infinitesimal, tendo-o criado, prova-
velmente, para utiliza-lo em seus estudos sobre a Mecanica, Newton ao escrever seu
livro “Principios Matemdticos da Filosofia Natural” baseou todos os seus ar-
gumentos em teoremas da geometria cldssica e em argumentos “ad doc” sobre idéias
do Célculo. Seus sucessores no estudo da Mecénica, todavia, como Euler, Lagrange
e Laplace ja desenvolveram seus trabalhos utilizando amplamente o Célculo.

Vejamos, utilizando o Célculo, como, com base nas leis de Kepler, Newton chegou
a conclusio sobre a forma como os planetas sao atraidos pelo Sol.

Teorema 1 Se uma particula P move-se em um plano, em torno de um ponto S,
de forma tal que a taza de variagdo da drea descrita pelo raio-vetor que liga S a P
seja constante (lei das dreas), entdo a aceleragao da particula estd dirigida ao longo
da reta que passa por S e P.

Demonstragao. Tomemos no plano do movimento de P um sistema de coor-
denadas cartesianas com origem no ponto S e introduzamos coordenadas polares
(r,0) com o eixo polar coincidindo com o eixo das abscissas e um foco na origem.
Entao, o vetor-posigao da particula r é dado por r = r (cos, senf). Dai, obtemos a
velocidade, ¥ = 7 (cosf, senf) + rf (—send, cosf) e a aceleragéo, por

= (7 — r6%)(cos 0, send) + (rf + 276)(—send, cos 0). (4)
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Agora, a drea da regido descrita pelo raio-vetor entre os instantes to e ¢ é dada por
1l 't o
A(t) = -/ 20 dt,
2t
de modo que A(t) = %729. Por hipdtese, a taxa de variagao, A(t), é constante, logo,

24(t) = r(ré + 2%9) = 0. Como 7 # 0, o segundo fator ¢ nulo, o que significa que a
segunda componente de f é nula, assim de (4),

£ = (7 — r6%) (cos 8, sin8),
provando que a aceleragdo, ¥, tem a mesma diregao do vetor-posigédo, r, o que

demonstra o teorema. -

Teorema 2 Se uma particula move-se em um plano em torno de um ponto S obe-
decendo a lei das dreas (Teorema 1) e se sua orbita € uma cénica com foco em
S, entao a sua aceleragdo € dirigida de P para S e tem intensidade inversamente
proporcional ao quadrado da distdncia que a separa do ponto S.

Demonstragao. Como o movimento obedece a lei das &reas, vimos na demons-
tragdo do teorema anterior que a aceleragao da particula com vetor-posigdo r =
7 (cosd,sin8) é dada por ¥ = (# — 762) (cos8,sin8). Por outro lado, como a érbita
¢ uma conica com foco S, nas coordenadas polares utilizadas sua equagéo é r =
P DR

T donde obtemos

AR
4 __pesin R

I ra
{1+ ccosf)? p(r 8)esin 6,

logo, derivando novamente e levando em conta que 724 é constante, resulta

=
|

202) € — i a0
= (%6 );cosﬁ = 5 (rf%)recosf

(%)

sy o
S0 (p — 1) = 6% = 2%

por conseguinte, usando a equagéo r2§ = 2k, onde k é a constante das dreas, A(t) =
k, obtemos

i = —Tﬁ (cos, send),

onde p = %. Vemos dai que a aceleragao, T, estd dirigida de P para S e que a sua
intensidade é inversamente proporcional ao quadrado da distdncia de P a S.

105



106 Claudio Vidal & Hildeberto Cabral

O parametro da orbita, p, e a constante das éareas, k, dependem da érbita do
planeta em consideracao de modo que, em principio, a constante p = “‘Tz varia de
planeta para planeta. Que este nédo é o caso, é uma consequéncia da terceira lei de
Kepler, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 3 Sejam P o periodo e a o semi-eizo maior da drbita eliptica com pardme-
tro p e constante das areas k. Entdo,

PZ

bz 2 P
§—4

1k%
Demonstragdo. Como A(t) = k, a 4rea da elipse descrita pelo raio-vetor é igual
a kP. Mas, se a elipse tem semi-eixos a e b = ay/1 — €2, sua 4rea é dada por

mab = ma®V/1 — €2 donde igualando as duas expressdes para esta drea e quadrando
a igualdade resultante, obtemos k2P? = n2a%(1 — €2), ou seja,

PA i (1= e2)
QI ST
Da equagao polar da érbita conica, 7 = 1-E—, obtemos para o eixo maior da elipse
o valor

P P 2p

2a=—+— =

T e T e
de onde resulta a seguinte expressdo para o parametro p,

p=a(l-¢é).
. -~ . . o 2 \
Em virtude desta expressao a igualdade acima para o quociente %— se reduz a do
enunciado do teorema que fica, assim, estabelecido. [l

Como um planeta move-se ao longo de uma 6rbita nao-retilinea segue-se da
primeira lei de Newton (lei da inércia) que sobre ele atua uma forga e como conse-
quéncia das leis de Kepler vimos que esta forga estd dirigida para o Sol tendo uma
intensidade diretamente proporcional a sua massa e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia que o separa do Sol ou, nas palavras de Laplace, observando,
como Newton, que as leis de Kepler também valem para as érbitas dos cometas “so-
mos, assim, induzidos pelas belas leis de Kepler a considerar o centro do Sol como
o foco de uma forga que se estende infinitamente em todas as diregoes decrescendo
na razao do quadrado da distdncia’.

Newton examinou planetas com sistemas de varios satélites, como Jupiter e
Saturno, observando que a terceira lei de Kepler também valia para as érbitas dos
diversos satélites em torno do planeta o que lhe permitiu concluir, com base no
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movimento circular uniforme, que o planeta exerce sobre seus satélites uma forga de
atragao para o seu centro inversamente proporcional ao quadrado da distancia que
o separa do satélite.

O argumento é o seguinte: se a e a’ sao os semi-eixos das érbitas de dois satélites
em torno do planeta e P, P’ seus periodos, entdao temos E]‘ = %:r- Por outro lado
se, num certo instante, a forca sobre o satélite cessasse de existir este se moveria, a
partir deste instante, ao longo da tangente a trajetéria curvilinea que vinha sendo
descrita. Apés um intervalo de tempo igual a unidade, o satélite teria se movido
a0 longo da tangente tendo sofrido um acréscimo em sua distancia ocorre para um
segundo satélite, com F' = &PL%'E. Assim,

1
e nmmiriims(ab
O

mostrando que a forga que o planeta exerce sobre um satélite decresce com o quadra-
do da distancia a este. Para um planeta com um sé satélite, como é o caso da Terra,
esta conclusao teria que ser tirada a partir da elipticidade da orbita. No caso da
Terra, no entanto, isto nao seria indicado em virtude da perturbagao no movimento
da Lua. Assim, Newton fez um estudo comparativo do movimento da Lua com o de
projéteis na superficie da Terra, utilizando em sua analise o movimento pendular.
Concluiu que a Terra atrai a Lua em conformidade com a mesma lei.

Utilizando sua terceira lei (a Lei da Agao e Reacao) concluiu que assim como o
Sol atrai os planetas para o seu centro estes atraem o Sol com a mesma intensidade,
o mesmo sendo vélido em relagao aos planetas e seus satélites. Além disso, observou
que a forga atratora do Sol nao é sobre o agregado das particulas do planeta mas
sobre cada particula do mesmo, do contrério a configuragao do planeta nao poderia
ser mantida estavel.

Depois de muitas cosideragoes Newton chegou, finalmente, & conclusao de que é
uma lei geral da Natureza aquela a que chamou de Lei da Gravitagao Universal e
cujo enunciado pode ser posto nos seguintes termos:

Lei da Gravitagao Universal No Universo, duas particulas materiais quaisquer
se atraem com uma for¢a cuja intensidade € diretamente proporcional ao produto de
suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distincia que as separa.
A constante de proporcionalidade, denotada pela letra G, é chamada de constante
da gravitagao universal.

Observagao. Na formulagao das leis da Mecanica Newtoniana admite-se que as

particulas estao referidas a um sistema inercial de coordenadas, isto é, um sistema
cuja origem é fixa ou se desloca em linha reta com velocidade constante e no qual

L (M
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os eixos nao executam nenhum movimento de rotagao. Tais sistemas rigorosamente
nao existem, mas dentro de certos limites podemos admiti-los; por exemplo, utiliza-
se um sistema ortogonal em que a origem é o centro do Sol, um eixo é perpendicular
ao plano da drbita da Terra e os outros dois, neste plano, com um deles dirigido
para uma certa estrela fixa. Ora, as estrelas nao sao fixas, o plano da érbita da
Terra nao é invariavel e o Sol move-se em torno do centro da Galdxia, de modo que
este sistema nao € inercial, mas como a escala de tempo para estas variagoes é muito
grande, durante um pequeno intervalo de tempo podemos consideré-lo como tal.
Outro resultado provado por Newton ¢ o seguinte:

Teorema 4 Uma esfera cuja massa estd distribuida homogeneamente em camadas
esféricas concéntricas atrai uma particula material situada fora dela como se toda a
massa da esfera estivesse concentrada em seu centro.

Demonstragao. Sejam R o raio da esfera e o a sua densidade de massa. Sejam
m' a massa de uma particula situada a uma distidncia @ > R do centro da esfera.
Primeiro, observemos que a esfera atrai a particula para o seu centro. De fato,
supondo a particula sobre o eixo dos z segue-se, por simetria, que as componentes
horizontais das forgas sobre m' devidas aos elementos de massa dm = o dzdydz da
esfera se cancelam e, por conseguinte, a forga de atragao, F da esfera sobre m' é a
resultante das componentes verticais, logo, F é uma forga dirigida para o centro da
esfera.
Para calcular a intensidade, F, da forga, observemos que

F=/// c<.>so:GQm’drr1I
p

onde p = p(z,y,z2) é a distdncia de m’ ao elemento de massa dm e o é o angulo
entre a forga que dm exerce sobre m’ e o eixo dos 2.
Usando coordenadas esféricas (r, 0, ¢), temos
a — rsin
dm = or’cos ¢ drdfd¢, cosa = —pf’ p* =a*+r® - 2arsin .

A homogeneidade por camadas esféricas concéntricas significa que o = o(r).
Efetuando a integragao, obtemos

F=Gm'2n /olqa(r)'r2 {/’/2 Mdd)} dr.

/2 [a2 + r2 — 2ar sin ¢]3/2

Calculando a integral que estd entre as chaves, obtemos para seu valor o niimero

2/a®, de modo que
' R
F= G—T {47r / o(r)r? dr},
a 0

(T T
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A expressao dentro dos colchetes é, precisamente, a massa M da esfera e, assim,
resulta que

_ Gm'M

= 2

a

0 que demonstra o teorema. L]

Por este teorema duas esferas homogéneas e disjuntas se atraem como se fossem
particulas materiais de massas correspondentemente iguais as das esferas e locali-
zadas nos respectivos centros.

Assim, a dinamica gravitacional de um sistema de corpos esféricos homogéneos
é a mesma que a de um sistema de particulas materiais localizadas nos centros das
esferas com as massas correspondentemente iguais as destas; isto, naturalmente,
enquanto as distacias forem tais que nao haja contato entre as esferas. Este fato
¢é 0 que permite a aplicagao da teoria ao sistema Solar, uma vez que as distancias
entre os planetas, bem como entre estes e o Sol sao muito grandes e estes corpos
sao, aproximadamente, esféricos e homogéneos.

No caso de um satélite orbitando préximo a um planeta que apresenta uma forma
esférica com achatamento, a forga de atragao sobre o satélite j4 nao estd dirigida

para o centro do planeta e isto tem que ser levado em consideragdo no estudo da
dinamica do satélite.

3 O problema dos dois corpos

3.1 Formulagao do problema

O problema dos dois corpos * consiste em estudar a dinamica ou o movimento de
duas particulas materiais, S de massa m; e T de massa mo, com vetores posi¢ao ry
e ry respectivamente num sistema inercial de IR®, sujeitas unicamente a agao mitua
de suas atragbes gravitacionais (a figura 5a mostra a interpretagao geométrica deste

10 probl fund; 1 da celeste é o problema dos n-corpos, o qual consiste em
dar lnformu;ocs sobre o movimento de n particulas materiais, submetidas unicamente a agao de
suas atragoes gravitacionais. Se ry,..., T, denotam os vetores posicao das particulas de massas
my, .., my respectivamente, o problema consiste em se resolver o sistema de equagées diferenciais
de segunda ordem

mir} = —ch (ri—r3), i=1..,n,
m Y

veja [9].

_ m—
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problema). Isto é, pela segunda lei da dinadmica temos,

mify = ,.—Lz!

1—r2| ""l"‘?“
; i (6)
212 = ey ey —ral
aqui () denotard a derivada com respeito & variavel tempo t, ou seja, se r = r(t) €
IR? é 0 vetor posigao entéo t é o vetor velocidade e f é o vetor aceleragao da particula.
De (6) segue-se que,

Y pmal Pigura b}

Figura 5: a) O problema dos dois corpos e b) O centro de massa

mity + mefo = 0.

Integrando duas vezes esta expressao, obtemos
myry + morg = At + B, (7)

onde A e B sio vetores constantes dependendo unicamente das condigdes iniciais do
problema. Seja R (como em figura 5b) o ponto cujo vetor posigao é o vetor centro
de massa entre m; e my, isto é,

miry + meola

R = i b

onde M =m, + ma,
assim de (7) temos
A B
R=—t+—
M M
de onde resulta que o centro de massa das particulas materiais move-se uniforme-
mente sobre uma reta no espago. Note que A = m;r; + mara.

(T
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3.2 Movimento relativo

Os movimentos de m, e my relativos ao centro de massa sao dados da seguinte
forma. Sejam
rn=R+r, e ro=R+4r, (8)
logo, I, e r, denotam respectivamente os vetores posigao de m; e ma, com respeito
a0 centro de massa dos dois corpos, conforme é mostrado na figura 6.

Figura 6: O movimento relativo

Sendo R = 0, temos
I)=F e Ip=Tt2

Portanto, o sistema (6) pode ser re-escrito como
mk, = “Gﬁ:“ (£) — o) ©)

. G
maty = — SR (o — 1y)-

onde, r = ry — r; em virtude de (8) (veja figura 5a) Mas, myr; +mers = 0, de onde
temos as relagoes,

R —’;—“‘m, I3 = —:—‘,Il (10)

M — M
WSISTEIY Sr=TEry:




112 Claudio Vidal & Hildeberto Cabral

x

Figura 7: Centro de massa na origem do sistema

Portanto, de agora em adiante podemos pensar que o centro de massa das
particulas materiais encontra-se na origem do sistema (como é mostrado na figu-
ra 7), em caso contrério basta usar a translagio de coordenadas definida em (8), ou
seja, movermos sobre a reta determinada pelo centro de massa.

Usando as identidades anteriores temos que (9) é equivalente ao sistema

sl Gy

L1 = g, 351 )
fo = —CR2.

L2 = T eL2:

3 3
ondem:'—\%er\'g:;—i.

A primeira destas equagoes descreve o movimento de r; e a segunda descreve o
movimento de ry, ambos em torno do centro de massa do sistema. E importante ob-
servar que no sistema de equagées acima, ambas as equagoes sao independentes, por-
tanto, basta determinar a solugdo de uma delas, jé que por (10) teremos a dinamica
do outro. Uma outra forma de estudar o sistema (11) é usar o vetor r definido
anteriormente, assim este sistema é equivalente a

(c]
= ~fwie” (12)
onde x = x; + Ka.
Desta forma somos levados a estudar o movimento de uma particula r = r(t) no

espago que é atraida para a origem segundo a equagao de Newton (12). Este proble-
ma da mecéanica é conhecido como problema de Kepler ou problema de forga central.

(T
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Mais precisamente o problema de forga central consiste no estudo do movimento de
uma particula P de massa my que é atraida por uma outra S de massa mj, a qual
supoem-se que esta situada num ponto fixo do espago, o qual pode ser tomado como
a origem de um sistema de coordenadas inercial. Este modelo corresponde a um
modelo simplificado para o movimento de cada planeta. Em concluséo, o estudo da
dinamica do problema de dois corpos reduz-se ao estudo de um problema de forga
central (a figura 8 mostra o problema de forga central).

Figura 8: O problema de forga central

Como veremos mais adiante as solugdes de (12) sao conicas. Das equagdes (10)
segue-se que a orbita de r (de P em torno de S) é do mesmo tipo de r; e de r, (de
P em torno do centro de massa definido por P e S).

Em nossos estudos podemos pensar mj como o sol e my um dos planetas, ou my
a terra e ma um satélite.

3.3 Formulagao hamiltoniana

Uma édrea muito importante no estudo de problemas da Mecanica Celeste é Sis-
temas Hamiltonianos (veja por exemplo (3]), para ilustar parte da importancia desta
drea, nesta segao veremos a formulagao hamiltoniana do problema de Kepler, e enun-
ciaremos um importante resultado de equagées diferenciais ordinérias que afirma que
o sistema (12) sempre tem solugao desde que a posigao inicial nao seja a origem.

O espago das possiveis posigdes do problema de Kepler é R®\ {0}, denotaremos
Gk por u. Se introduzimos a vériavel v = t € IR, podemos escrever (12) como o
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seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

P =V
s (13)
Ve
Definamos a seguinte fungao
H=Hrv)=z a L,
() = gIvIE = g

que corresponde a energia total do sistema. Assim, o sistema (13) pode ser escrito
da seguinte forma

(14)
v=-%,
o qual é chamado de sistema hamiltoniano com func¢do hamiltoniana H, com a no-
tagao: '?9—" = Sa”, L %’_’) , com q = (2,y,2). Note que este sistema possui trés
graus de llber ade. Aplicando a teoria fundamental das equagoes diferenciais or-
dindrias, temos o seguinte resultado.

Teorema Dado (ro, to) € (Ra\ {0}) x IR®, eziste uma tnica solugdo r(t) de (14)
definida em um intervalo mdzimo t; < t < t], contendo t = 0, com condigoes
iniciais (0) = ro, 1(0) = ro. Além disso, todas as componentes de r(t) sao fungoes
analiticas de t, e das coordenadas ro e rg.

Para uma demonstragéo deste teorema veja por exemplo [8].

Uma outra importante observagio é a defini¢do seguinte: um (ou ambos) dos
extremos do intervalo méximo de definigdo da solugéo pode ser infinito. Quando
um deles é finito, digamos, t, = t; > —o0, dizemos que a solugao experimenta uma
singularidade em t,.

Suponha que r(t) tem uma singularidade em t.; esta singularidade é chamada
uma singularidade de colisao se r(t) — 0, quando t — t,. (o 0 representa o conjunto
onde o poténcial do problema dos dois corpos nao esta definido). Em caso contrério,
a singularidade é chamada singularidade sem colisdo ou uma pseudocolisao.

A questdo da existéncia de singularidades sem colisao proposto por Poincaré e
Painlevé tem sido um problema aberto por mais de um século. Para o problema
de trés corpos Painlevé (1897) (ver por exemplo (1]) mostrou que todas as singu-
laridades sio devidas a colisdo. Xia na sua tese de doutorado em [10] provou a
existéncia de singularidades sem colisio num problema de 5-corpos; modificagoes
de seu argumento permitem mostrar que tal comportamento existe no problema de
n-corpos para n > 5. Esta questdo ainda permanece aberta para o caso n = 4.

(T T
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4 Estudo do problema de Kepler
Seja uma particula material P, de vetor posi¢ao r atraida para um centro fixo S,
entdo como jé vimos na se¢do 3.2, ele obedece a equagéo diferencial
r= —m{‘”—sr, com pu> 0. (15)

Um conceito muito importante, o qual permite-nos reduzir o nimero de graus de
liberdade é o seguinte:

Definigao 1 Uma fungao diferenciavel F : M — IR, (onde M C (IR3 A {0}) x IR%),
¢ wma integral primeira para o movimento dado pelo sistema (15) se esta fungdo €
constante ao longo do mowimento, isto €, %(r(t),i-(t)) = 0 para todo t onde a
solugdo r(t) de (15) esta definida.

O primeiro resultado que mostra a existéncia de 4 integrais primeiras ¢ dado no
seguinte teorema

Teorema 5 A equagao (15) admite as seguintes integrais primeiras:
o) 3liElE - & = h, (energia)
b)rxt=C (momentoangular).

Demonstragao. Derivando a relagéo a) e analogamente b), e usando equagéo (15)
temos que h =0e C = 0.

Outras trés integrais adicionais sdo dadas pelo vetor e chamado vetor de Laplace,

Teorema 6 Eziste uma integral adicional dada pelo vetor de Laplace e definido pela
equag@o

/,L(e+"—:|-l)=i‘XC. (16)
Demonstragao. Derivando ﬁ e usando a identidade vetorial (a X b) x ¢ =
(a:c)b—(b-c)a, coma=c=reb =r, segue-se que

<L>'_&
Iel) = e

fitg)imexer

e por integragao, obtemos o resultado desejado.

logo

Um primeiro resultado que nos d4 informagao acerca do movimento do problema
de Kepler é dado no seguinte corolério.

()
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Corolédrio 1 a) Se C = 0, o movimento € retilineo.

b) Se C # 0, o movimento ocorre num plano ortogonal a C que passa pelo centro
de atragao S e o vetor e estd contido neste plano.

bi) See =0, o movimento € circular e uniforme.

bii) Se e # 0, o movimento descreve wma conica com um foco em S, eizo e e
excentricidade € = |e|.

Demonstragao. a) Se C = 0, segue-se por (16) que ;& = —e, ou r(t) = —||r(t)|le,
de onde segue-se que o movimento é retilineo, cujo vetor diretor é o vetor de Laplace.

b) Se C # 0, temos por defini¢do que C é ortogonal a r, logo r pertence ao plano
determinado por C e que passa pela origem. Por outro lado, da equagao (16) temos

pe=rx C—

IIrII

fazendo o produto escalar desta expressao com o vetor C, tem-se e - C = 0, ou seja,
e é ortogonal ao vetor C.

Para provar bi) e bii), usaremos a identidade obtida fazendo o produto interno
da relagao (16) com o vetor r, isto é

u(r-e+ ) = (£ x£)-C = C-C = |C (1)

Portanto, se e = 0 obtemos que

1o = 19

isto é, o movimento é circular e da conservagao da energia tem-se

2 L
””"2<h*nu) 2(”+ucw)

ou seja, ||r|| é constante, de onde segue-se bi).

Se e # 0. Denotemos por (r,0) as coordenadas polares no plano do movimento
com origem em S e eixo polar e, reescrevendo a relagao (17) temos

#lllxll e cosd + Ix]l) = IICII*,
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ou equivalentemente,

llell = € (LS — Jirl| cos6) . (18)
Pela relagao definida em (3), segue-se de (18), que a distancia de P ao centro de
atragdo S é proporcional a distancia de P & reta ortogonal ao vetor e cuja distancia

a S éigual a IEF Portanto, P descreve uma conica de excentricidade ¢ e eixo e.
Também (18) pode ser escrita na forma polar (veja figura 9)

el = 2 p= 1L (19)

Figura 9: A conica em coordenadas polares

Comentérios. 1) O valor § = 0 corresponde ao ponto chamado de pericentro da
drbita sobre o eixo definido por e que d4 a menor distancia (rmin) da particula ao
centro atrator, dada por ||r|| = ;2. Enquanto que, no caso de érbita eliptica, 6 = m
determina o ponto chamado de apocentro da orbita que define & maior disténcia
("maz) 80 centro atrator, dada por ||r|| = . No caso onde o centro atrator é o Sol
08 pontos rmin € Tmezr denominam-se penheho e afelio, e quando o centro atrator é
a terra denominam-se perigeo e apogeo, respectivamente.

2) O item bii) do coroldrio corresponde & primeira lei de Kepler que expressa: “as
orbitas dos planetas em térno do sol sdo elipses com o sol em dos focos”.

- )
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Propriedades 1. Se a denota o semi-eixo maior da drbita eliptica, temos

P P
2=t :
e 1+e+1—e
donde .
a(1-¢f) =p= 1L (20)

2). Quadrando a equagao (16), temos

(neu’ AL ) = It x CIP = [ IPlICI?

e também fazendo o produto escalar de (16) com r temos

r-e+ [z]| = LEL, (21)
Usando a relagao de energia e substituindo (21) em (20) obtemos
Wi = 1) = 2n||CJ1%.
Teorema 7 As constantes h, C e e satisfazem a seguinte relagdo
#(e* 1) = 2h]|CI%

Consequentemente, a orbita da particula é eliptica, parabolica ou hipérbolica con-
forme a energia h seja negativa, nula ou positiva.

Este teorema mostra que o vetor de Laplace nao é uma integral independente de h
eC.

Propriedade 3. Para a elipse, isto é h < 0, tem-se a = 5& De modo que o semi-
eixo maior depende unicamente da energia h.

Como consequéncia do teorema anterior e da relagdo de energia, verifica-se que
a0 longo de uma drbita:

Coroldrio 2 Sejav = ||t||. a) No caso eliptico (h < 0), v* = p (”—fﬁ - i)
b) No caso parabdlico (h =0), v = 2._".

¢) No caso hipérbolico (h > 0), v? = p ( il %)
d) No caso circular, (h <0 ee=0), v =1n£
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Estas férmulas nos dao em particular o comportamento assintotico da velocidade
para r préximo do infinito (ou seja, quando o corpo tende a escapar), note que este
caso s6 pode acontecer para o caso parabélico ou hiperbélico. Para o caso parabdlico
temos v — 0 e para o hiperbélico temos v — \/m que € uma constante positiva.

Um elemento importante na descrigao da conica é a reta dos nodos.

Definigao 2 A linka dos nodos € a reta intersegao do plano da orbita com o plano
de referéncia, se este nao coincide com aquele.

Consideremos o referéncial ortonormal {ey, e, es}, onde e; é paralelo & linha

dos nodos, e = ﬁ e ey = ey x e; (afigura 10 mostra este referéncial ortonormal).
Neste sistema tem-se

r = [|r||(cos ge; + sendes), (22)
onde ¢ é o angulo que o vetor posigao r faz com a linha dos nodos. Como
£ = ||r|| (cos gey + senges) + |[rl¢(—sende; + cos gez)
obtemos g
r x i = r|*des,
e a conservacao do momento angular se expressa por
lIx[*¢ = llc||. (23)

Propriedade 4. A drea descrita pelo raio vetor entre os instantes tg e t é dada por
Lo Iicli
Al =i / 2400 = 20 (¢ — ¢,
0 =3 [ Ieltae = - o)

do qual resulta a segunda lei de Kepler, ‘% = ”%", isto é&: “o raio vetor que liga o
sol ao planeta descreve dreas iguais em tempos iguais, isto €, a taza de variagao da

drea descrita pelo raio vetor € constante.

B importante observar que as duas primeiras leis referem-se aos planetas indi-
vidualmente.

Propriedade 5. A drea de uma elipse de semi eixos a e b é 7ab. Denotando por P
o perfodo do movimento, temos

mab _ At,to) _ [ICI|

119



120 Claudio Vidal & Hildeberto Cabral

x o

Figura 10: Referéncial ortonormal

Como b* = a*(1 — €%), a relagdo acima é equivalente a
3
= e

Esta equagdo corresponde & terceira lei de Kepler que expressa: “os cubos dos
semi eizos maiores das orbitas elipticas dos planetas estdo entre si, como os quadra-
dos dos periodos de seus movimentos em torno do sol”.

Comentdrio. Observemos que se o planeta de massa mo move-se em torno do sol
de massa m;, ent@ao p = G(m; + my), depende da massa do planeta. A terceira lei
de Kepler, portanto, é apenas uma aproximagao, impossivel de ser detectada por
Kepler em virtude da preponderéncia da massa solar sobre as dos planetas, isto é,

G(my +ma) ~ Gmy,
A terceira lei de Kepler frequentemente vem escrita sob a forma
a*n? = p, (25)
onde n = %’ é o movimento médio. Assim, a formulagao correta da terceira lei de

Kepler para as elipses de semi eixos maiores a e a deve ser

i p_ G(mit+mg) 1+ma/my

@2 i G(my+mg) 1+mg/my

(T
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Note que o periodo da érbita eliptica é P = %" = "l:r_;;—‘
Propriedade 6. Verifica-se que P = “%‘Hab. Ademais, como 2a = T'min + Tmaz, COM
Tmin = PETicentro e rmar = apocentro, e como b* = a* — (@ — Tmin)? = TminTmazs
obtemos que

2 T, o
Pa ‘min + Tmaz

11 1 S e

5 Elementos principais no problema de Kepler

Seja {e), ez, €3} um referencial ortonormal do sistema inercial em IR®. Note que
este sistema tem sua origem localizada no centro do sol, também o plano da ecliptica
(plano da érbita da terra) é o plano fundamental de referéncia, isto é, o plano wy,
e 0 eixo das abesissas dirigido para o equindcio de margo, que é o ponto onde a
orbita da terra cruza o equador celeste em seu movimento ascendente. Este sistema
é chamado sistema heliocéntrico ecliptico. Neste sistema fundamental de referéncia,
quando o momento angular nao é ortogonal ao plano fundamental de referéncia,
plano da 6rbita intersecta-o ao longo de uma reta chamada a linha dos nodos. Em
seu movimento ao longo da érbita, a particula intercepta a linha dos nodos duas
vezes, uma no sentido crescente do eixo dos z e a outra no sentido decrescente deste
eixo. No primeiro caso caso, o ponto de intersecao é chamado o nodo ascendente,
denotado por N na figura 11, no segundo caso, o ponto de intersegao é chamado
nodo descendente. O angulo 2 que a semi reta ON faz com o eixo dos z, medido no

sentido positivo, é ch do a longitude do nodo dente; este angulo varia entre
Oe2r.

O angulo i que o plano da érbita faz com o plano fundamental de referéncia é
chamado a inclinagdo da drbita, ele varia entre 0 e 7.

Os angulos 2 e i definem o plano da posigao da érbita no espago e como veremos
posteriormente, eles sao determinados pelo momento angular.

A forma e a posigao da érbita em seu plano, sdo caracterizadas pela excentrici-
dade ¢ = ||e|| e pelo argumento de seu pericentro que é o angulo w entre o vetor de
Laplace e e a semi reta ON medido no sentido positivo do movimento da particula.
No caso da elipse o tamanho da 6rbita é definido pelo semi eixo maior. Corres-
pondentemente, na 6rbita hiperbdlica usamos o semi eixo transverso e na érbita
parabélica, a distancia do foco ao vértice. Esta iltima constante, nos dois primeiros
casos, é determinada pela energia h # 0 pela relagao a = illlﬁ No caso parabélico,
h = 0, esta constante é dada por p = %

As constantes (£), 1, ¢, w, a) definem a geometria do problema, isto é, elas definem

e M
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Figura 11: Elementos da érbita

o plano da érbita no espago e neste plano, caracterizam a forma, a posigao e o
tamanho da érbita.

A sexta constante de integragéo de cardter cinemético, é tomada como sendo o
tempo de passagem pelo pericentro, isto é, o instante T em que a particula passa
pelo pericentro. No caso da 6rbita parabdlica e hiperbdlica, T é definido de modo
linico, mas néo no caso eliptico.

Considere um novo sistema de referéncia de IR®, obtido fazendo-se uma rotagio
em torno do eixo = num angulo §2, seguido de uma rotagao num angulo i em torno
da linha dos nodos ON. A matriz que representa a primeira operagao é dada por:

cosQ —sin@ 0
Ay =|sinQ cosQ 0
0 0 1

Note que por definicéo o vetor e, quando feita a rotagao num angulo §2, é paralelo
ao vetor diretor da linha dos nodos. A matriz que define a segunda operagéo é

1 0 0
Ap=| 0 cosi —seni
0 seni cosi

(T
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Se denotamos a base {e}} obtida via a base {e;} pela transforamagio As 4, entéo
devemos ter:
e} = cos Qe + sen{ley
e} = — cosisen{le; + cosicos Qes + senieg

e} = senisen{le; — seni cos () ey + cosies.

Como o plano de movimento é definido pelos vetores e} e e, temos que o vetor
momento angular é dado por ||C|| ej.

O seguinte teorema relaciona as condigdes iniciais com os elementos da érbita.

Proposigao 1 Os seis elementos da drbita podem ser encontrados em termos da
posigao inicial ro, da velocidade inicial vo = 1o e ¢ = ||C||, com as cinco primeiras
constantes calculadas explicitamente.

|[£]|. Como C e h s@o constantes de inte-

Demonstragao. Sejam r = ||r|| e v =
B
OIAT) T

gragao temos que C' =rg X Fpe h
a) Da relagio C = c e}, determinamos {2 e i em fungdo de rg e To.
b) Para h # 0, temos a = Ef‘m de onde calculamos o valor de a.

¢) J& que (e — 1) = 2¢°h, segue-se o valor de €.

d) Seja ¢ o angulo que faz a particula num instante ¢ qualquer com a linha dos

nodos e 6 o angulo formado pelo vetor e e a posi¢ao da particula, logo ¢ = w + 6.
Da equagao (18) temos

ecosf = f—’; —1 (o qual nos dé o sinal do coseno), (26)
derivando temos ¢ fsinf = %';}' Mas r2¢ = c, logo 6 = 6 = f’-; Assim,
S (27)
de onde por (26) e (27) temos
tan@ = 2 3 )
e — ur
assim, i
tanfy = —r0'fo
— pro
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Por outro lado, sabemos que r é dado por r(cos ¢ e} +seng e}) j4 que e} & paralelo
a linha dos nodos e e} é paralelo a0 momento angular. Assim rcos¢ = r - el e
r seng = r - e5. Sendo agora r = ze; + yez + ze3, obtemos

7 cos ¢ = z cos ) + ysen§
rseng = —z cos4 senfd + y cosi cos + zseni.

Usando estes resultados e as coordenadas (2o, Yo, zo) de rg podemos calcular ¢o. Co-
mo w = ¢g — o, conseguimos calcular w.

e) Finalmente, vamos mostrar que o tempo de passagem pelo pericentro T' est4 de-
terminado pelas condigGes iniciais.

Denotemos por r = r(rg, fo,t) a solugdo de ¥ = —4r, com condigdes iniciais
ro e ro em t = 0. Entdo, se d denota a distdncia pericéntrica, por definigio de T
temos que

r(l‘o, ro, T) = dﬁ. (28)
Pela conservagao da energia e do momento angular, tem-se |[rx1|| = ce %||:"||2—l$ =
h. Assim se 7 = d = 7y, Segue-que

¢ = ||r(ro, fo, T)||lI£(ro, o, T)|| = dvmas

10g0 Vmaz = §. Lembremos que a relagdo de energia ¢ dada por 3vZ,, = h+
5. Comparando estas duas relagdes obtemos o valor de d em fungdo de rq e To.
Substituindo a expresséo obtida para d em (28), obtemos uma equagéo em T que,
resolvida, nos dé o valor de T em fungdo das condigbes iniciais, uma vez que a
relagao

r
i (e o 'r) =rxC,

nos permite determinar e em fungdo de rg e ro. n

6 Posicao da particula na érbita eliptica

Teorema 8 As coordenadas polares (r,0), (r = ||r||) da particula sdo dadas pelas

seguintes equagdes
‘ E ! F \ i

r=a(l —ecosE)
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0 e E
t‘.an<§>— l—et‘m(i)’

onde o angulo E (anomalia excéntrica) € definido pela equagdo de Kepler

2m
E—senBE=—@t-T
sen. B ( )
onde P € o pertodo do movimento e T o tempo de passagem pelo pericentro.

Demonstragao. Faga a mudanga de coordenadas { = z e n = %y que transforma
a elipse Z—; + ‘g =1 na circunferéncia £ + 7? = a®. Temos as seguintes relagdes :
i)r cos§ =a cosE —d(0,S) = a(cosE —¢)

i) senE = 2, logo r send = b senE = av/1 — e?senE.

Figura 12: O problema eliptico

Quadrando estas duas expresbes e somando, segue-se
r = a?(1 — ecosE).
Agora, comparando esta equagdo com a obtida em (22), obtemos

€+ cosf

BE=—.
Sl 14 €ecosf
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Logo, substituindo na expressio acima as expressoes obtidas em i) e ii), temos

1—cosE  (1—¢€)(1—cosh)
1+cosE  (1+¢€)(1+cosb)

e lembrando as relagoes cos®a = % e sen’a = 1'°;sz"‘, obtemos as relagées
2(E> cosE +1 z(E) 1—cosE
cos*| =] =————, e sen‘(=)=—7F71—.
2 2 2 2

Fazendo o quociente entre as duas expressoes acima segue-se a segunda equacéo do
teorema.

Para verificar a equagao de Kepler, lembremos a segunda lei de Kepler

Area(SCP) mab ma?

ST
por outro lado, ;
Area(BCP) fgyd:c b N e

Area(BCQ) [Sndz  a

donde resulta que

_ Area(SCP) — Area(SBP) _ Ea*V1-—éX(t—T)- 1r? cos fsend

1—¢e2= = - =
Area(0CQ) — Area(0OBQ) 102E — La2cos EsenE

pois Area(SBP) = @22[ = ﬁ«%sena e Area(0BQ) = u"‘cos%. Substituindo
rcosf e rsenf pelas relagdes em i) e ii) na equagdo acima obtemos a equagao de
Kepler. [}

7 Aplicagoes

1) Das segoes anteriores podemos tomar o movimento relativo de um corpo qual-
quer em torno do sol de constante us = G(m.+ ms) = Gms, onde m. 4 a massa do
corpo e m é a massa do sol, e a igualdade é bastante “aproximada” j& que a massa
do sol representa mais do 99.8% da massa total do sistema solar. Analogamente para
um corpo pequeno movendo-se em torno de um planeta de massa mp, tomamos a
constante como pp = Gmp.

e B
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Para a Terra, esta constante pode ser calculada por
pr = Gmp = gR®,

onde g é a aceleragao da gravidade na superficie da Terra, mr a massa e R o raio
da Terra, respectivamente. De fato, a forca de gravidade na superficie da Terra
sobre uma particula de massa m, situada em sua superficie é o peso, isto é, mg

da particula, e assim, pela lei da Gravitacdo Universal, temos que a intensidade da
forga é

Gmmr

R2
de onde Gmp = gR% J4 que g = 9.8m/seg?> e R = 6.400km = 6.4 x 10°m =
40.96 x 10**m?, obtemos o valor para up = 4.096 x 10*m®/seg?.

mg =

2) Seja 7o = ||ro|| a distancia de uma particula de massa m; ao centro atrator de

massa Mo, a quantidade
[2u
= e
< Vlixoll

¢é chamada a velocidade de escape. Esta expressao justifica-se pelo seguinte fato:
Se v < Vg entao h = % — £ < ’i%-‘ - % < 0, logo a érbita é eliptica.

To

Se v = Veqe, temos h = 0, logo a érbita é parabdlica, deste modo a particula nao
retorna depois do langamento.

Em particular para a Terra a velocidade de escape é dada por

L /2:“: = \/2gR = 11.2km/seg

em virtude da aplicagéo 1.
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