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1 Introduc;;ao 

A Mec8.nica Celeste é urna área da matemática que estuda o movimento dos 
corpos celestes a partir das leis da mecánica, ou mais precissamente, a Mec§.nica 
Celeste é o corpo de conhecimentos resultantes de duas leis da natureza, a segunda 
lei da dinámica e a lei da gravitai;:B.o universal , ambas descobertas por Isaac Newton 
por volta dos anos 60 do seculo XVI l. A segunda lei da dinamica afirma que 
A for<; a que atua sobre urna partícula material é igual a taxa de varia<;<i.o de seu 
momento linear, lembrando que o momento linear de urna partícula material é o 
produto de sua massa pela sua velocidade, ternos que, se a massa nao depende do 
tempo, a segunda lei de Newton tem o seguinte enunciado: for<;a é igual a massa 
vezes acelerapio. Por outro lado, a lei de gravi tai;:ao universal afirma que: No 
universo duas partículas materiais quaisquer atraem-se com urna for<;a proporcional 
ao produto de suas massas e é inversamente proporcional ao quadrado da distiincia 
que as separa. A constante de proporcionalidade , denotada pela letra G 1 é chamada 
de constante de gravitai;:B.o universal. 

Até o advento da teoria da relatividade o objetivo final da meciinica celeste era 
o de saber se a gravitai;:8.o newtoniana explicaria, por si só 1 todos os fenómenos da 
astronomia din8..mica. 
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O objetivo final da Mecfulica Celeste é o de resolver a importante quest8o 
de saber se as leis de Newton explicariam, por si só, todos os fenOmenos as­
tronOmicos (Poincaré, [7]). 

Mesmo desconsiderando os efeitos relativísticos, muitos dos quais podem ser explica­
dos corrigindo-se a lei newtoniana do inverso do quadrado da distancia pela adic;&o 
de um termo proporcional ao inverso do cubo da distáncia, a mecánica celeste é 
um campo da ciéncia que tem-se mantido extremamente ativo, na.o só pelo seu as­
pecto prático relativo a Astronáutica mas, principalmente, por ser fonte perene de 
pesquisa em Matemática, a qual é um contínuo desafio e estimuladora da cria<;io de 
noves métodos. Importante para esta atividade é o conteúdo filosófico da mecánica 
celeste, que atuou como fonte de inspirac;B.o no passado e encentra-se certamente 
longe de se esgotar. Este conteudo é refietido em questOes como a estabilidade do 
sistema solar e as teorias cosmogónicas. A primeira questB.o diz respeito a evolu<;B.o 
futura no comportamento din§.mico do sistema solar e as segundas tratam de sua 
história passada1 ou seja, a questB.o da sua formac;B.o e sua evolw;8.o até o estágio 
atual. 

Urna das questOes que mais preocupa aos pesquisadores é aquela da estabili­
dade do sistema solar. É conveniente dizer que ela é uma quest8o de cunho 
mais matemático que física. Se descobrissemos uma demonstra<;So geral e 
rigorosa, poderiamos concluir que o sistema solar é eterno. Ele pode de fato 
estar sujeito á outras for<;as que aquela de Newton, e os astros n8o se reduziri­
am mais, a uns pontos materiais. Muitas das causas poderiam dissipar pouco 
a pouco a energia do sistema; ... . Mais , todas estas causas de destrui<;8o 
agiriam muito mais lentamente que as perturba<;Oes, e se estas últimas n8o 
sio mais capazes de alterar a estabilidade, ao sistema solar estaria assegurado 
urna e.xistencia muito mais longa. A questio da estabilidade conserva, por­
tanto, sempre um grande interesse, (Poincaré, !6]). 

O problema da estabilidade do sistema planetário vem desde os tempos de Lagrange e 
Laplace (1749-1827) que deram as primeiras demonstra9>es1 incompletas, é verdade, 
como mostrou Poincaré ao provar a divergencia das séries por eles utilizadas, mas 
que constituem as primeiras contribuic;Oes nesta importante quest8.o. Para ver a 
atualidade do problema eis a referencia que a ele faz J .K. Moser , quase um século 
depois da de Poincaré. 

uo problema da estabilidade na Mec8n.ica Celeste, isto é, a questio quanto 
a estabiHdade de sistema solar1 tero fascinado astrónomos e matemáticos por 
séculos" (Moser , [41). 
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A Astronomia e a Matemática, no 8.mbito das quais se situa a Mecinica Celeste, 
s8.o duas das ciencias mais antigas da história da humanidade. No entanto, embora 
a observac;8.o dos movimentos planetários remonte a épocas imemoriais e seu estudo 
seja milenar 1 a Mec8.nica Celeste tem apenas trezentos anos de existencia pois seu 
inicio é considerado como o ano de publicac;ao do tratado de Newton, HPhilosophire­
Natura lis Principia Mathematica", em 1687. Nas palavras de Laplace: 

Será ent8.o necessário demonstrar que o mesmo planeta, dentro de suas di­
versas distancias ao sol, tende a aplicar ele reciprocamente aos quadrados, e 
que a tendéncia a este astro nao varia de um planeta a outro que razB.o das 
distancias. Esta demonstr~ao, em tal caso muito dificil , . vanamente testa­
da pelos trés geometras Edmund Halley, Cbristopher Wren e Robert Hooke 
que, juntamente com Newton, tentaram ded.uzir dos teoremas de Huygens a 
tendéncia dos planetas para o sol, recíproca ao quadrado de sua distancia: 
aqui come~a a Mecanica Celeste (Laplace, [2]). 

Este ponto de vista pode parecer estranbo uma vez que o próprio Newton conside­
rava a ciencia da mec8.nica urna área do conhecimento há muito tempo estabelecida, 
como mostram estas suas palavras: 

Como os antigos (aprendemos coro Pappus) consideravam a ciéncia da Mécan.ica 
como a de maior importancia para a investig~So do mundo natural, e como 
os modernos, rejeitando formas substanciais e qualidades ocultas, tem-se es­
for~ado para submeter os fenómenos da natureza a leis da matemática, eu 
neste t.rabalho cultivei a matemática até os limites de sua rela~B.o com a 
filosofia (Newton, [5]). 
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Este art igo tem como objetivo, mostrar a alunos de iniciac;8.o científica, resul ta­
dos simples e muito conhecidos da Mecanica Celeste numa linguagem matemática. 
O t rabalho está dividido da seguinte forma: na sec;&o 2 enunciamos as leis de Ke­
pler e a lei da Gravitac;8.o Universal e mostramos algumas oonsequencias destas leis 
desenvolvidas por Newton usando o cálculo. Na sec;B.o seguinte , enunciamos o pro­
blema dos dois corpos e logo reduzimos seu estudo a um problema de fon;a central 
ou problema de Kepler. A sec;B.o 4 é dedicada a estudar o problema de Kepler , o 
qual nos permite obter todas as leis de Kepler. Continuando nosso estudo do pro­
blema de Kepler na se~8.o 51 definimos os elementos orbitais e mostramos que eles 
sao det.erminados pelas condic;Oes iniciais do problema. Na sec;8.o 6 caraterizamos 
a posi~ao da partícula na órbita elípt ica. Encerramos este trabalho com algumas 
apl ica~es simples do problema de Kepler. 
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2 As leis de Kepl@r e a lei di;) Gravitai;ao Newto­

niana 

O Sistema Solar é f0rmaclo por uom. conjl!lnt0 de carpos materiais que esta.o em 
m0vimento contínuo: l!lma estrela, 0 S0l, em torno <da qual giraim. t©cl.0s os ou­
trns carpos (0s planetas e seas saitéhtes, 0s asterc5ides, os cometas e os m.ete0rns) . 

Desde os tempos mais remotos 0 fi.0mem observou que algumas estrelas na.o 
tionrfilarrn urna posi98.o fixa no fkmarment0, mas movi&m-se continl!la.mente entre as 
estrelas fixas, exibindo uma J!>eriodicicl.acde em seus movimentos. Cham0u a estas 
estrelas de planetas que sigmio:f.ica estrelas errantes e sem¡¡>re procui:ou c0mf)reender 
0s seus moviment0s. As c0nce¡:>~©es mais an.tigas c0nsideravam a Terra Fl.0 centro do 
sistema com o Sol e os ¡::ilan.etas goira..mcl.o unifürmemente em círcul0s a0 seu redor. 
A observat;;B.o atenta do fi0rma:ment0, ao l0ngo filos temp0s1 revelou, n0 entaint0, que 
os caminhos de alguns pla..I\l.etas na esfera celeste (Ma:rte por exempl0) exih>iam um 
movimento de retorno dura-ate a:~g•l!l•FFJ. tem1:¡::io para clepois retomar seu curs0 regular. 
Esta observat;;B.o era incom}l>atível eom a ideia de órh>itas circulares e u®.if0rmes ao 
r.edor da Terra. Para cont0rI\l.arr esta clci.·ficl!llclade, foi desenvolvido :¡::i0r Pt0l0meu a 
teoria dos epiciclos descri1ta em seH livro o Almagesto. Nesta teoria, cacla }l>laneta 
clescrevia uniformemente l!lm drcuilo (arpiciclo ), cujo centro por sua vez, m0via-se uni­
formememte sobre outro drcl!l.ilo (clefer:ente) tencl0 a Terra como centrn (veja figura 
1). Para ver como esta teoria era razoável vamos fazer as seguintes c0Rsiclera96es: 

Figura 1: Te0ria dos epiciclos 

Sabemos, boje, que os planetas giram em torno do Sol em órbitas aproximada­
mente elípt icas de pequenas excentricidades. Imaginemos a Terra T , e um planeta 
P, como pontos materiais1 movendo-se em um mesmo plano, em órbitas circulares 
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em torno do Sol com rai0s rr e rp e velocidades angulares coFJ.stantes wr e wp, 
r-espectivamente. 

Vemos pela constru98.o ge0métrica (figura 2) que, visto da Terra, o pla:FJ.eta parece 
m0ver-se com velocidade angufar wr em um círculo de raio rr cujo cen·tro <!lesloca-se 
corn velocidade angular w p s0 bve "Mm cfoculo de raio r p cent rado na Terra. Tomemos, 
n0 f)laFJ.o do movimemto filo }!>laFJ.eta, "M.ID sistema de coordena<!las retamguila:res com 
0rigem em Te represeatem0s es }!>©E.tos <leste plano por números complexos. Entao, 
com0 

TP = TS +SP 

a p0si98.o do planeta P é re}!>vesem.•ta<!la por 

(1) 

N0 caso de marte, ternos rp rv ~rr e wr rv 2wr (ao longo <leste trai1Da.Jll110 o símbolo 

Figli•ra 2: Movimento dos planetas 

,...._, temo significado de «m,.ui•t0 próximo11 ), de modo que por (1) 
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= eiwpt (~ - (é"'Pt + e-iwpt)) rr 

= rr n -2 coswpt) eiwpf , 

(2) 

e1 p0r conseguinte, corn estas hipóteses simplificadoras 1 a órbita cl.e marte é vista da 
Terra como a curva descrita pel0 caminho z(t) definido em (2) que esta desenhado 
na figura 3. Como 1 efetivamente, as órbitas dos planetas ao re<!lor do Sol nao sao 
circula.res e, também 1 nenhuma delas esta no mesmo plano da órbita da Terra, os 
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Figura 3: A curva z(t) 

epiciclos na forma descrita acima m.ao sao suficientes para dar urna explicayio dos 
movimentos dos corpos celestes compatível coro as observa96es. Na verdade, ateo­
ria dos epiciclos é muito mais complexa do que este modelo simples aqui descrito e 
mesmo complica96es como as resultantes dos planos órbitais distintos e órbitas na.o 
circulares eram abordadas com elas. Esta teoria permitia predizer bem os eclipses e 
<lava urna boa estimativa para o tamanho das órbitas planetárias e nao é sem raza.o 
que ela sobreviveu por mais de quatorze séculas. Todavía, com o a.perfei9oamento 
das técnicas de observa.98.0 astronómica, especialmente, comas observa96es extrema­
mente precisas de Tycho Brahe, ela nao resistiu as críticas e mesmo com pessoas 
como Cópernico e Kepler que trabalharam com os epiciclos introduzindo rnodifi­
cai;óes na teoria, esta terminou por ser abandonada. Assim é que, aceitando a. 
teoría heliocéntrica proposta por Cópernico, Kepler volta-se, posteriormente 1 para 
um estudo <letal.hado das órbitas dos planetas, especialmente de marte (baseado 
nas observai;óes de Tycbo Brahe) consegue finalmente, em 1609, enunciar suas duas 
primeiras leis planetárias: 

la. Lei de Kepler Os planetas movem-se em órbitas elípticas em torno do Sol1 o 
qu.al ocupa um dos focos da elipse. 

2a. Lei de Kepler O raio-vetor que liga o Sol ao planeta descreve áreas iguais em 
tempos iguais, isto é1 a laxa de varia~a:o da área descrita pelo raio-vetor é constante. 

Estas duas leis referern-se a.os planetas individualmente. Mas, fa.zendo um estudo 
comparativo das órbitas de vários planetas, Kepler chega, dez anos depois, a outra 
conclusa.o mu.ito importante, desta vez urna lei que relaciona os diversos planetas e 
cujo enunciado é o seguinte: 

3a. Lei de Kepler Os quadrados dos períodos dos movimentos dos planetas estiio 
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entre si assim como os cubos dos semi-eixos maiores de suas órbitas. 

ContemporAneo de Kepler 1 Galileo G alilei dedicou-se ao estudo da Mecánica e, 
rejeitando a doutrina Aristotélica sobre o movimento dos corpos, fundamentou todo 
o seu trabalho em bases experimentais juntamente com urna aná.lise matemática dos 
fatos. Estabeleceu a Le i d a Iné rcia, hoje conhecida como a P r ime ira Lei d e 
Newton , a qual afirma que um carpo sobre o qual n<io age fort;a alguma está em 
repouso ou descreve um movimento retilíneo e uniforme. 

Apesar de dedicar-se ao estudo do movimento na superficie da Terra (lei da 
inércia, lei da queda livre dos corpos , etc.) Galileu t inba interesse no movimento 
dos corpos celestes como demonstra sua posic;B.o em defesa do sistema heliocentrico 
e o seu grande interesse pelo telescópio, com o qual mostrou a existéncia dos qua­
tro maiores satéli tes de Júpiter (boje conbecidos como os satéli tes Ga.lileanos de 
Júpiter) provando que existiam mundos em torno dos quais giravam outros mundos 
e reforc;ando 1 desta forma, a teoria heliocentrica de Copérnico. Apesar disto, Galileu 
n8..o percebeu a importancia das leis de Kepler para urna explicac;8.o das causas do 
movimento dos corpos celestes. A percepc;8.o de que estas leis encerravarn a chave 
para esta explicac;8.o deve-se a Isaac Newton. Corno consequencia. das leis de Ke­
pler, Newton mostrou que cada planeta se move ao redor do Sol como se urna for~ 
dirigida sempre para esta estrela agisse sobre o planeta com urna intensidade dire­
tamente proporcional a massa do mesmo e inversamente proporcional ao quadrado 
da distancia do planeta a.o Sol (fa.remos esta dedu9Ao em breve). Para chegar a esta 
conclusa.o ewton utilizou outra. lei da Mecánica, descoberta por ele e que hoje é 
conhecida como a Segunda Le i d e N ew ton ou Segunda Leida Dina.mica que 
se enuncia assim: a for9a que atua sobre urna partícula material é igual a ta.xa de 
variat;Go de seu momento linear. O momento linear de urna partícula material é o 
produto de sua massa pela sua velocidade ; assim, quando a massa nao depende do 
tempo, a segunda lei da dinámica tem um enunciado ma.is conhecido, a saber, for~a 
é igual a massa vezes acelerat;<io. 

U m resulta.do geométrico necessário nesta dedu~ é a caracterizac;ao das sec;óes 
cónicas por A polonio de Perga, no Século 111, e que diz o seguinte: Urna curva plana, 
nao circular, é urna se~áo cOnica se, e somente se, seus pontos P sii.o caracterizados 
pela seguinte equa9Go envolvendo distáncias 

dist(P, F ) =' dist(P, L), (3) 

onde E é um número positivo, F é um ponto e L é urna reta, ambos no plano da 
curua (veja figura 4). 

O ponto F é o joco, a reta L , a diretriz e o número E a excentricidade da cónica. 
Esta é urna elipse, urna parábola ou urna hipérbole, conforme seja E < 1, E = 1 ou 
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Figura 4: A cónica em coordenadas polares 

€ > l. Tomando um sistema de coordenadas polares {r, 8) com a origem no foco 
F) tendo por eixo polar a reta diretriz L, e denotando por d a distancia do foco a 
diretriz, a equac;3.o (3) pode ser re-escrita na formar = e (d - r cos 8) ou, 

p 

r = 1 +ecos8' 

onde p = ed é chamado o parametro da cónica. 
A pesar de ser um dos fundadores do Cálculo Infinitesimal, tendo-o criado, prova­

velmente, para utilizá-lo em seus estudos sobre a Mec8.nica 1 Newton ao escrever seu 
livro "Principios Matemáticos da Filosofia Natural'1 baseou todos os seus ar­
gumentos em teoremas da geometria clássica e em argumentos "ad doc 11 sobre idéias 
do Cálculo. Seus sucessores no estudo da Mec8.nica, todavia, como Euler, Lagrange 
e La.place já desenvolveram seus trabalhos utilizando amplamente o Cálculo. 

Vejamos, utilizando o Cálculo, como, combase nas leis de Kepler, Newton chegou 
a conclusa.o sobre a forma como os planetas sao atraídos pelo Sol. 

Teorema 1 Se urna partícula P move-se em um plano1 em torno de um ponto S, 
de forma tal que a laxa de variafáO da área descrita pelo raio-vetor que liga S a P 
seja constante (leidas áreas), entao a aceleraflÍo da partícula está dirigida ao longo 
da reta que passa por S e P. 

Demonstrac;cio. Tomemos no plano do rnovimento de P um sistema de coor­
denadas cartesianas com origem no ponto S e introduzamos coordenadas polares 
(r, O) com o eixo polar coincidindo com o eixo das abscissas e um foco na origem. 
Ent8.0 1 o vetor-posic;8.o da partícula r é dado por r = r (cos8 , senO). Daí1 obtemos a 
velocidade, r = r (coso , sen8) + r8 (-senO, cos8) e a acelera9W, por 

r = (r - r02)(cos 8, sen8) + (rii + 2rB)(-sen8, cos 8). (4) 



A Aurora da Mec8.nica Celeste 

Ag0ra, a área da regia.o descrita pel0 rai0-vetor entre os instantes tQ e t é dada por 

1 {' ". 
A(t) = 2 },, r·B dt , 

de modo que Á{t) = ~r 28. Por hipótese 1 a taxa de varia98..o, Á(t), é coFJ.star-i.te, logo , 

2Á(t) = r(r8 + 2riJ) =O. Como r f O, o segundo fator é nulo, o que signilica que a 
segunda componente de¡: é nula1 assim de (4) , 

i' = (i' - rB 2 ) (cosB, sinB), 
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provando que a acelera98.0 1 ¡: 1 tem a mesma dire98.o do vetor-posi98.o, r, o que 
demonstra o teorema. 

Teorema 2 Se uma partícula move-se em um plano em torno de um ponto S obe­
decendo a lei das áreas (Teorema 1) e se sua órbita é uma cOnica com foco em 
S, entO.o a sua acelerayO.o é dirigida de P para S e tem intensidade inversamente 
proporcional ao quadrado da distáncia que a separa do ponto S. 

Demonstra~ao. Como o movimento obedece 8. lei das áreas, vimos na demons­
trac;a.o do teorema anterior q1ue a acelera98.o da partícula com vetor-posi98.o r = 
r (cos B, sin B) é dada por i' = (i' - rB2 ) ( cos B, sin 8). Por outro lado, como a órbi ta 
é urna cónica com foco S 1 nas coordenadas polares utilizadas sua equa98.o é r 
~1 donde obtemos 

pe sin(} · 1 2 · . 

r = (1 + ecosB) ' B = ¡;(r B)esmB, 

logo 1 derivando novamente e levando em canta que r 28 é constante, resulta 

r = (r2ii2) ~ cos B = ~ (rli2 )re cos B 

= ~(rli2)(p - r) = rii 2 - ~r'iJ'. 
(5) 

por conseguinte 1 usand0 a e<qua98.o r28 = 2k , onde k é a constante das &reas, Á.(t) = 
k, obtemos 

r = -~ (cosB , senO), 
r 

ende µ = ~ . Vemos daí que a acelerai;:ao, f 1 está dirigida de P para S e que a sua 
intensidade é inversamente proporcional ao quad.rado da distancia de P a S. 
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O par8.metro da órbita, p, e a constante das áreas, k, dependem da órbita do 
planeta em considera.:;8.o de modo que, em princípio, a constante µ = ~ varia de 
planeta para planeta . Que este nao é o caso, é urna consequencia da terceira lei de 
Kepler 1 como mostra o seguinte teorema. 

Teorema 3 Sejam P o período e a o semi-eixo maior da Órbita elíptica com parlime­
tro p e constante das áreas k. Entüo, 

p2 2 p 
~ = 47r 4k2 " 

Demonstrac;:ao . Como Á.(t) = k, a área da elipse descrita pelo raio-vetor é igual 
a kP . Mas, se a elipse tem semi-eixos a e b = a~, sua área é dada por 
7r ab = 7r a2~ donde igualando as duas expressOes para esta área e quadrando 
a igualdade resul tante, obtemos k2P 2 = 7r 2a4(1 - c: 2) , ou seja, 

p2 n2a(l - <2) 
~ = k2 

Da equa<;ao polar da órbita c6nica, r = ~. obtemos para o eixo maior da elipse 
o valor 

2a = _P _ + _P_ - _!E__ 
1 + € 1- € - 1- € 2 1 

de onde resulta a seguinte expressao para o para.metro p , 

p = a(l - <2). 

Em virtude desta express8.o a igualdade acima para o quociente ~ se reduz a do 
enunciado do teorema que fica, assim, estabelecido. 

Corno um planeta move-se ao longo de urna órbita 08.o-ret ilínea segue-se da 
primeira le.i de Newt on (lei da inércia) que sobre ele atua urna fon;a e como conse­
quéncia das leis de Kepler vimos que esta fon;a está dirigida para o Sol tendo urna 
intensidade diretamente proporcional a sua massa e inversamente proporcional ao 
quadrado da distancia que o separa do Sol ou , nas palavras de Laplace, observando, 
como "ewton , que as leis de Kepler também valem para as órbi tas dos cometas "s o­
m os1 assim, indu.zidos pelas belas leis de Kepler a considerar o centro do Sol como 
o foco de urna forf a. que se estende infinitamente em todas as direp5es decrescendo 
na razd"o do quadrado da distáncia" . 

ewtoa examinou planetas com sistemas de vários satéli tes, como Júpiter e 
Satu.rno, observando que a terceira lei de Kepler também valia para as órbitas dos 
diversos satéli tes em torno do planeta o que lhe permitiu concluir , com base no 
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movimento ci rcular uniforme, que o planeta exerce sobre seus satéli tes urna fon;;a de 
atrac:;8.o para o seu centro inversamente proporcional ao quadrado da distancia que 
o separa do satélit.e. 

O argumento é o seguinte: se a e a' sao os semi-eixos das órbitas de dois satélites 
em torno do planeta e P , P' seus períodos1 ent8.o ternos t¡;. = ~· Por out.ro lado 
se, num certo instante, a forc:;a sobre o satélite cessasse de existir este se moveria1 a 
partir <leste instante1 ao longo da tangente a trajetória curvilínea que vinha sendo 
descrita. Após um intervalo de tempo igual 8. unidade, o satéli te teria se movido 
a.o longo da tangente tendo sofrido um acréscimo em sua d_ist8.ncia ocorre para um 
segundo satélite1 com F' = ~· Assim, 

F a i ª12 
p; =i,; =i= ~ · 

L07 

mostrando que a forc:;a que o planeta exerce sobre um satélite decresce com o quadra­
do da distáncia a este. Para um planeta com um só satélite, como é o caso da Terra, 
esta conclus8.o teria que ser tirada a partir da elipticidade da órbita. No caso da 
Terra1 no entanto, isto niio seria indicado em virtude da perturbac:;8.o no movimento 
da Lua. Assim, ewton fez um estudo comparativo do movi mento da Lua como de 
projéteis na superficie da Terra, utilizando em sua análise o movimento pendular. 
Concluiu que a Terra atrai a Lua em conformidade coro a mesma lei. 

Utilizando sua terceira lei (a Lei da Ac:;8.o e Rea-;;lio) concluiu que assim como o 
Sol atrai os planetas para o seu centro estes atraem o Sol com a mesma intensidade1 

o mesmo sendo válido em relac:;8.o a.os planetas e seus satélites. Além disso, observou 
que a for~a atratora do Sol n8.o é sobre o agregado das partículas do planeta mas 
sobre cada partícula do mesmo, do contrá.rio a configura-;;8.o do planeta nao poderia 
ser mantida estável. 

Depois de muitas cosidera-;;óes Newton chegou 1 finalmente, a conclusa.o de que é 
uma leí geral da Natureza aquela a que chamou de Lei da Gravitac;8.o Universal e 
cujo enunciado pode ser posto nos seguintes termos: 

Lei d a Grav ita<;Ro U nive rsal No Universo, dua.s partículas materiais quaisquer 
se atraem com urna fon;a cuja intensidade é diretamente proporcional ao produ.to de 
su.as ma.ssas e inversamente proporcional ao quadrado da distáncia que as separa. 
A constante de proporcionalidade 1 denotada pela letra G 1 é chamada de constante 
da gravita~® universal. 

Obse rva~io . a formulac;8.o das leis da Mec8.nica ewtoniana admite-se que as 
partículas esl.8.o referidas a um sistema inercial de coordenadas 1 isto é, um sistema 
cuja origem é fi.xa ou se destoca em linba reta com velocidade constante e no qual 
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os eixos n8.o executam nenhurn movimento de rotac;io. Tais sistemas rigorosamen t.e 
nao existem 1 mas dentro de certos limites podemos ad.m.iti-los; por exemplo, utiliza~ 

se um sistema ortogonal em que a origem é o centro do Sol, um eixo é perpendicular 
a.o plano da órbita da Terra e os outros dois 1 oeste plano , com um deles dirigido 
para urna certa estrela fixa. Ora1 as estrelas niio s8.o fixas 1 o plano da órbita da 
Terra nao é i_nvariável e o Sol move-se em torno do centro da Galáxia, de modo que 
este sistema nao é inercial, mas como a escala de tempo para estas variac;Oes é muit.o 
grande 1 durante um p equeno intervalo de tempo podemos considerá-lo como tal. 

Outro resultado provado por Newton é o seguinte: 

Teorema 4 Um.a esfera cuja massa está distribuida homogeneamente em camada.s 
esféricas concéntricas atrai uma partícula material situada Jora dela como se toda a 
massa da esfera estivesse concentrada em seu. centro. 

Demonst rac;ao. Sejam R o raio da esfera e a a sua densidade de massa. Sejam 
m' a massa de urna partícula situada a urna distáncia a > R do centro da esfera. 
Primeiro 1 observemos que a esfera atrai a partícula para o seu centro. De fa to, 
supondo a part ícula sobre o eixo dos z segue-se, por simetria 1 que as componentes 
hori zontais das for\:as sobre m 1 devidas aos elementos de massa dm = a dxdydz da 
esfera se cancelam e 1 por conseguinte1 a forc;a de atrac;B.o, F da esfera sobre m' é a 
resultante das componentes verticais 1 logo, F é urna for~ dirigida para o centro da 
esfera. 

Para calcular a intensidade, F, da for~a1 observemos que 

F = J J J COSQ ~;i' dm 1 

onde p = p(x , y , z) é a distáncia de m' a.o elemento de massa dm e Q é o Angulo 
entre a forc;a que dm exerce sobre m' e o eixo dos z. 

Usando coordenadas esféricas (r, e,</>), ternos 

dm = u r2cos </> drded</>, 
a-rsin</> 

COSQ = ----, 
p 

p2 = a.2 + r 2 - 2ar sin </J. 

A homogeneidade por camadas esféricas concentricas sign ifica que a a(r). 
Eíetuando a i.ntegrac;8.o 1 obtemos 

F = Gm'21T ¡Rcr(r)r' {[,l' l 'cos~(a -r sin </>i3/2 d</> }dr . 
l o - n: / 2 a +r -2ar stn 4' 

Calculando a inlegral que está entre as chaves, obtemos para seu valor o número 
2/ a2

1 de modo que 

Gm' { ¡R } F = 7 ü Jo cr{r)r 2 dr . 
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A express8.o dentro dos colchetes é, precisamente, a massa M da esfera e 1 assim , 
resul ta que 

o que demonstra. o teorema. 

Gm'M 
F = - ­

a 2 

• 
Por este teorema duas esferas homogéneas e disjuntas se atraem como se fossem 

partículas materiais de massas correspondentemente iguais as das esferas e locali­
zadas nos respectivos centros. 

Assim , a din8.mica gravitacional de um sistema de carpos esféricos homogéneos 
é a mesma que a de um sistema de partículas materiais localizadas nos centros das 
esferas com as massas correspondentemente iguais as destas; isto, naturalmente, 
enquanto as distácias forero ta.is que n&o haja cantata entre as esferas. Este fato 
é o que permite a aplicac;B.o da teoria ao sistema Solar, urna vez que as distiincias 
entre os planetas, bem como entre estes e o Sol s8.o muito grandes e estes corpos 
s8.01 aproximadamente, esféricos e homogéneos. 

No caso de um satéli te orbitando próximo a um planeta que a.presenta urna forma 
esférica com achatamento , a forc;a de atrac;&.o sobre o satéli te já nao está dirigida 
para o centro do planeta e isto tem que ser levado em considerac;8.o no estudo da 
din 8.mica do satéli te. 

3 O problema dos dois corpos 

3.1 Formula<;ao do problema 

O problema dos dois carpos 1 consiste em estudar a d.in8.mica ou o movimento de 
duas partículas materiais, S de massa m 1 e T de massa. m2, com vetares posic;8.o r 1 

e r 2 respect.ivamente num sistema inercial de ffi.3 , sujeitas unicamente a a~8.o mútua 
de suas atra~ gra.vitacionais (a figura 5a mostra a interpreta<;S.o geométrica <leste 

10 problema fundamenta\ da mecimica celeste é o problema dos n·corpos, o qua! consiste em 
dar informac;Oes sob re o movimento de n partlculas mat.eriais, submetidas wdcamente. a ac;fto de 
suas atrac;Oes gravit.ecionais. Se ri. ... , r n denotam os ve.tores posic;fto das partículas de massa.s 
m 1 , .. . , mn respecliva.mente, o problema consist.e em se resolver o sistema de equac;Oes diferencia is 
de segunda ordem 

m1r~1 = - L::G~(r;- r1} 1 i = l , ... , n , 
J.,,.. r;; 

vojs \9\ . 
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problema). Isto é, pela segunda lei cla cli-nMnica temos1 

mih = - 11~~':;'"1~ 11;:::::~ 11 

m2r2 = - ll~~1r71P 11;~=~ 11 
(6) 

aquí ( )' denotará a derivada c0m respeito 8. variável tempo t, ou seja, ser = r(t ) E 
IR 3 é o vetar posi98.o ent B.o r é o vetar vel0cidade e ¡: é o vetar acelerac;iio da partícula. 
De (6) segue-se que, 

Fir.aat) 

Figura 5: a) O problema <l0s dois corpos e b) O centro de massa 

m1r1 + m2f2 = O. 

Integrando duas vezes esta expressB.o, obtemos 

(7) 

onde A e B siLo vet.ores constantes dependen.do únicamente das condh;Oes iniciais do 
problema. Seja R (como em figura Sb) o ponto cuja vetar posic;B.o é o vetar centro 

de massa entre m 1 e m 2 , is to é, 

assim de (7) temos 

m1 r1 +m2r2 
R = M 1 onde M = m 1 + m2, 

A B 
R = -t+­

M M 
de onde resulta que o centro de massa das partículas materiais move-se uniforme­
mente sobre u.ma ret a no espa.90. Note que A = m1i1 + m2r·2. 
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3.2 Movimento relativo 

Os movimentos de m 1 e m2 relativos ao centro de massa s8.o dados da seguinte 
forma. Sejam 

(8) 

loga 1 r 1 e r 2 denotam respectivamente os vetores posi~o de m1 e m2, com respeita 
a.o centro de massa dos dais corpos 1 conforme é mostrado na figura 6. 

Figura 6: O movimento relativo 

Sendo R. = 0 1 temas 

Portante, o sistema (6) pode ser re-escrito como 

md, = - ªü:l/í" (r1 - r 2) 

m2i'2 = - ªñ:110'' (r 2 - r , ). 

(9) 

onde, r = t 2 - r 1 em vi rtude de (8) (veja figura 5a) Mas, m1r 1 + m2r2 = O, de onde 
temas as rela95es 1 

(10) 

r = -~r.1 1 r =~fa· 
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Figura 7: Centr0 file massa na origem do sistema 

Portante , de agora em acl.üi.ate f>Oclemos pensar que o centro de massa das 
partículas materiais encentra-se 111.a 0rigem do sistema (como é mostrado na figu­
ra 7), em caso contrário basta usBJr a tra.1Ilsla<;8.o de coordenadas definida em (8) 1 ou 
seja, rnovermos sobre a reta cleterminada pelo centro de massa. 

Usando as identidades anteriores ternos que (9) é equivalente ao sistema 

i1 = -~r1 
(JI) 

onde Kt = ~ e " ·2 = ~· 

A primeira dest.as equa.<_;:6es clescreve 0 movimento de r 1 e a segunda descreve o 
movimento de r.2 , ambos em torno do centro de massa do sistema. É importante ob­
servar que no sistema de equac;6es aoima.1 ambas as equa~Oes si.o independentes, por­
ta.oto, basta determinar a solui;B.o de urna delas, já que por ( l O) teremos a din8.mica 
do outro. Uma outra forma de estuda.r o sistema (11 ) é usar o vetor r definido 
an teriormente, assim este sistema é equivalente a 

·· Gtc r = -¡¡r¡¡jlr (12) 

onde,..= " i + "·'2· 

Dest.a forma somos leva.dos a estuda.r o movimento de uma partícula r = r (t) no 
espa~o que e at.raida, para a origem segundo a equac;i.o de · ewton {12). Este proble­
ma da mecB.nica é conbecido como problema de K epler ou problema de for~a cent·ra.L 
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Mais precisamente o problema de fon;a central c0nsiste no est.udo do movimento de 
urna partícula P de massa m2 que é atra:ida por urna outra S de 11"1.assa m 1, a qual 
sup6em-se que esta situada num ponto fixo do espa90 1 o qual pode ser tomado como 
a origem de um sistema de coordenadas inercial. Este modelo corresponde a um 
modelo simplificado para o movi mento de cada planeta. Em conclusa.o, o estudo da 
din0.mica do problema de dais carpos reduz-se ao estudo de um problema de fori;a 
centrwl (a figura 8 mostra o problema de for>" central). 

p 

y 

Figura 8: O problema de for9a central 

Como veremos mais adiante as solui;Oes de (12) se.o cónicas. Das equa96es (10) 
segue-se que a órbita de r (de P em torno de S) é do mesmo t.ipo de Lt e de L2 (de 
P em torno do centro de massa defini do por P e S ). 

Em nossos estudos podemos pensar m 1 como o sol e m2 urn dos planetas1 ou m1 
a terra e m2 u.m satélite. 

3 .3 Formu la<;ao h a m iltonia n a 

Urna área muito importarnte 110 estudo de problem as da Mec0.nica Celeste é Sis­
nemas Harniltonianos (veja por exemplo [3\) , para ilustar parte da import§.ncia desta 
área, nesta s~o veremos a formu la98.o hamiltoniana do problema de I<epler, e enun­
ciaremos um importante resultado de equa96es diferenciais ordinárias que afirma que 
o sistema ( l 'l) sempre t.em solu~S.o desde que a. posic;ao inicial n0.o seja a origem. 

O espn90 das possiveis posi96es do problema de Kepler é IR.3 \{O}, denotaremos 
GK. por µ . Se introduzimos a. vá.ria.vel v = r E 1R3 , podernos escrever (12) como o 
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seguinte sistema de equ~Oes diferenciais ordinárias de primeira ordem 

¡. = V 

v = -¡¡;¡¡,r 
Definamos a seguinte fuw;:a.o 

1 2 µ. 
H = H(r, v) = 2llvll - ¡¡tjf ' 

(13) 

que corresponde a energ1a total do sistema. Assím 1 o sistema (13) pode ser escrito 
da seguinte forma 

V = -~ , 
(14) 

o qua! é chamado de sistema hamiltoniano com func;8.o hamil toniana H , com a no­

tac;B.o: * = (P/!:, ~· ~)', com q = (x, y , z). Note que este sistema possui tres 
graus de Hberdade. Aplicando a teoría fundamental das equac;óes diferencia.is or· 
dinárias 1 ternos o seguinte resul tado. 

Teorema Dado (ro, r o) E ( JR3 \{O}) x IR3 , existe urna única solw;ao r (t) de {I<) 

definida em um intervalo máximo t; < t < t: 1 contendo t = O, com condip5es 
iniciais r (O) = ro, r (O) = r 0 . Além disso, todas as componentes de r( t) sao fun~oes 
analitícas de t , e das coordenadas ro e rQ. 

Para urna demonstrac;8.o <leste teorema veja por exemplo {8J. 

Uma out.ra importante observa98.o é a defini98.o seguinte: um (ou ambos) dos 
extremos do intervalo máximo de defini98.o da soluc;8.o pode ser infinito. Quando 
um deles é finito. digamos, t .. = e;; > -oo , dizemos que a soluc;8.o experimenta urna 
singula.ridade em t •. 

Supooha que r (t) tero urna singularidade em t.,; esta si.D.gularidade é chama.da 
urna singu laridade de coli s8.o se r(t) - O, quando t - t • . (o O representa o conjunto 
onde o potencial do problema dos dois corpos n8.o esta defi.nido). Em caso cont rário1 

a singuJaridade é chamada singularidade sem colisio ou uma pseudocolis8.o. 
A quest.io da existencia de singularidades sem colis&o proposto por Poincaré e 

Painlcvé tem sido um problema aberto por mais de um século. Para o problema 
de Lres carpos Painlevé (1897) (ver por exemplo [l j) most rou que todas as singu­
laridades sao devidas a colisao. Xia na sua tese de dout.orado em [10] provou a 
ex:isté.ncia de singularidades sem colis8.o num problema de 5-corpos¡ modificac;óes 
de seu argumento permitem mostrar que tal comportamento existe no problema de 
n·corpos paxa n > 5. Esta quest8.o ainda permanece a berta para o caso n = 4. 
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4 Estudo do problema de Kepler 

Seja urna pa.rt.ícula material P 1 de vetor posi98.o r atra.ida para um centro fixo S, 
ente.o como já vi mos na se98.o 3.2 1 ele obedece 8. equa98.o diferencial 

i' = -¡;j¡.r , com µ, > 0. (15) 

Um conceito muito importante> o qual permite-nos reduzir o número de graus de 
liberda.de é o seguinte: 
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Defini~ao l Um afu.n<;ii.o diferenciavelF: M--> IR. , (ondeM e (IR.3 \ {O}) x!R.3 ) , 

é uma integral primeira para o movimento dado pelo sistema ( 15) se esta funr-ií.o é 
constante ao longo do movimento 1 isto é, ~(r(t ) 1 i' (t.)) = O para todo t onde a 
solu<;ii.o r( t) de {15} esta definida . 

O primeiro resultado que mostra a existéncia de 4 integrais primeiras é dado no 
seguinte teorema 

Teorema 5 A equa;iio {15) admite as seguintes integra.is pri.m.eiras: 

a) ~ llr ll2 - ti¡ = h, (energía) 

b) r X r = C (momento angular) . 

Demonstra~ao. Derivando a rela<;íio a) e analogamente b ), e usando equa<;ao (15 ) 
temos que ¡, = o e e = o. 

Outras trés integra.is adicionais sao dadas pelo vetor e chamado vetor de Laplace , 

Teorema 6 Existe urna integral adicional dada pelo vetar de Laplace e definido pela 
equa;áo 

(16) 

Demonstrac;ao. Derivando tff e usando a identidade vetorial (a x b) x e = 
(a·c)b-(b · c)a 1 coma= e = r eb = i- 1 segue-seque 

logo 

h:11) = (r x C ) 

e por integra~o, obtemos o resulta.do desejado. 

Um primeiro resul tado que nos dá informa9M acerca do movimento do problema 
de Kepler é dado DO seguinte corolário. 
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Co ro lário 1 a) Se C = 01 o movimento é retilíneo. 

b) Se e .¡, o, o movim.ento acorre num plano ortogonal a e que pMSa pelo centro 
de atra9cio S e o vetor e está contido neste plano. 

bi) Se e = O, o movimento é circular e uniforme. 

bi'i) Se e f:. O, o movim.ento descreve urna cónica com um foco em S 1 eU:o e e 
excentricidade E = le !. 

Demonstra<;iio. a ) Se C = 0, segue-se por (16) que ti¡ =-e, ou r(t) = -ll r (t )lle, 
de onde segue-se que o movimento é retiMneo 1 cujo vetor diretor é o vetor de La.place. 

b) Se e .¡, o, ternos por defini<;i.o <1.Ue e é ortogonal a r ' logo r pertence ao plano 
determinado por C e que passa pela origem. Por outro lado, da equa<;iio (16) ternos 

. ¡>r 
µe= r XC - ¡¡-;:¡¡ • 

fazendo o produto escalar desta expFessa.o como vetor e, tem-se e. e= O, ou seja, 
e é ortogonal ªº vetor e. 

Para provar bi) e bii) 1 usaremos a identidade obtida fazendo o produto interno 
da rela~ao (16) com o vetar r 1 ist0 é 

µ( r ·e+ llr ll) = (r X r) · C = C · C = llCll2. (17) 

Portanto 1 se e = O obtemos que 

llr ll = Jl9f 
µ 

isto é, o movimento é circular e da conserva98.o da energia tero-se 

ou seja., ll i- 11 é coastante, de onde segue-se bi ). 

Se e #= O. Denotemos por (r, O} as coordenadas polares no plano do moviment.o 
com origem em S e eixo polar e , reescrevendo a rela~o (17) ternos 

µ(flr ll ' coso+ llrll) = llCll2, 
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ou equivalenteme.ote, 

llr ll = < (~ - JlrJI cos8) . (18) 

Pela rela9iio definida em (3), segue-se de (18), que a clist.ii.ncia de P ao centro de 
at ra(;fñ.O S é proporcional 8. distli.ncia de p 8. reta ortogonal ao vetor e cuja dist8..ncia 
n.. S é igual a ~. Portante, P descreve urna cónica de e.xcentricidade e e eixo e. 
Ta,mbém (18) pode ser escrita na forma polar (veja figura 9) 

Jlrll =~, p= ~ . 
µ 

(19) 

Ir 

Figura 9: A cónica em coordenadas polares 
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Comentários. 1) O valor e = O corresponde ao ponto chamado de peri.centro da 
ó1·bita sobre o eixo definido por e que dá. a menor distancia (r min) da partícula ao 
centro atrator 1 dada por \lrll = f+f· Enquanto que, no caso de órbita elípt ica, e= 7T 

determina o ponto chamado de apocentro da órbita que define a maior distancia 
(rm=) ao centro atrator , dada por llrll = f:¡. No caso onde o centro atrator é o Sol 
os pontos 'r min e rmo.:i:: denominam-se perihelio e afelio, e quando o centro atrator é 
a. terra de.nominam-se perigeo e apogeo, respecti vament.e. 

2} O item bii) do corolário corresponde B. primeira lei de Kepler que expressa: ºas 
órbi tas dos plan.e.tas em tórno do sol sao elipses com o sol em dos fo cos'). 
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Propriedades l. Se a denota o semi-eixo ma.ior da órbita eüptica, temas 

donde 

2o = _ P_ + _ P_ 
l +• 1-€ 

o(l - •') = p = ~· 

2). Quadrando a equa~o (16), ternos 

e também fa.zendo o produto escaJl&r file (16) com r ternos 

r·e+ llr ll = ~· 

Usando a rela~o de energia e substioti>i·ado (21) ero (20) obtemos 

Teorema 7 As consta.ntes h , C e e satisfazem a segu.inte rela f. ci.o 

(20) 

(21 ) 

Consequentemen.te, a órbita da partícula é elíptica, parabólica ou hipérbolica con­
fom1 e a ene-rgia h seja negativa, nula ou positiva. 

Este teorema mostra que o vetar de La.place nao é uma integral independentie de h 
e C . 

Propriedade 3. Para a elipse, isto é h <O, tero-se a= 2f;;¡ . De modo que o semi­
eixo maior depende unicamente da energia h. 

Como consequf.ncia do teorema anterior e da rel&98.0 de energia, verifica-se que 
ao longo de uma órbita: 

Corolá.rio 2 Sejo u= !l r!I. a) No caso elíptica (h < O) , v 2 = µ (tTI - O· 
b) No caso parabólico (h = O) , v 2 = ¡/;¡¡. 
e) No caso h.ipérbolicn {h > O) , v 2 = ¡; (tTI + !) . 
d) No caso circular, (h < O e e = O) , v ' = ~ · 
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Estas fórmulas nos dlio em particular o comportamento assíntotico da velocidade 
para r próx imo do infinito (ou seja.1 quando o corpo tende a escapar), note que este 
caso só pode acontecer para o ca.so parabólico ou hiperbólico. Para. o caso parabólico 
t.emos v-+ O e para o hiperbólico te rnos v-+ ¡;/;i que é urna constante positiva. 

Um elemento importante na descri<;8.o da cónica é a reta dos nodos. 

Definic;:3.o 2 A linh.a dos nodos é a reta interse~cio do plano da órbita com. o plano 
de ref eréncia1 se este nao coincide com aquele. 

Consideremos o referencial ortonormal {e1, e21 e3}1 onde e 1 é paralelo a linha 
dos nodos, e3 = 11g11 e e2 = e3 x e 1 (a figura 10 mostra esLe referencial ortonormal). 
Neste sistema tem-se 

r = llrll(cos.Pe1 + sen<Pe2), (22) 

onde <P é o 8.ngulo que o vetar posii;;8.o r faz com a linha dos nodos. Como 

r = ll r ll' (cos .Pe1 +sen.pe,) + l l r ll ~( -send>e1 + cos .pe,) 

obtemos 

e a conserva<;io do momento angular se ex.pressa por 

ll rl l '~ = llCll (23 ) 

Propried ad e 4 . A área descrita pelo ralo vetor entre os instantes to el é dada por 

A(t) = ~ j~ llrll2d.P = ll~ ll (t - to) 

do qual resulta a segunda lei de Kepler 1 ~ = lltll, isto é: "' o raio vetor que liga o 

sol ao planeta descreve áreas iguais em tempos iguais1 isto é, a taxa de varia~ao da 
área descrita ·pelo roio vetor é constante. 

É importante observar que as duas primeiras leis referem-se aos planetas indi­
vidual.mente. 

Propried ade 5. A área de urna elipse de semi eixos a e b é 7rab. Denotando por P 
o período do moviment.o, ternos 
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Figura l©: Referencial ortonormal 

Como b2 = a 2(1 - é2) 1 a rela<;B..o acima é equivalente a 

~=~. (24 ) 

Est.a equa~o corresponde A terceira lei de Kepler que expressa: nos cubos dos 
sem1· e..:Xos maiore.s d.as órbitas elípticas dos planetas esttio entre si, como as quadra· 
dos dos pen~odos de seus movimentos em torno do sol". 

Comentário. Observemos que se 0 planeta de massa m2 move-se em torno do sol 
de mnssa m 11 ent.8.o µ = G(m1 + m2), depende da massa do planeta. A terceira lei 
de Kepler , portanto 1 é apenas urna aproxima98.o , impossível de ser detectada por 
l<eple.r em virtude da preponderancia da massa solar sobre as dos planetas, isto é, 

G(m 1 + m,) ~ Gm 1, 

A t.erceira lei de Kepler frequentemente vem escrita sob a forma 

a3n2 = µ , (25) 

onde n = ~ é o m.otli,m.en.to médio. Assim, a formu.lai;io correta da terceira lei de 
Kepler para as elipses de semi eixos maiores a e a <leve ser 

a3n.' = '!. = G(m 1 + m2) = 1 + m2/ m1 ~ l. 
o3ñ.' ¡;, G(m 1 + m2) 1 + m2/m1 
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Note que o periodo da órbi ta elíptica é P = ~ = 'br;t/!', 

P ropried a.d e 6. erifica-se que P = fc5¡¡ ab . Ade~ais , ~mo 2a. = rm1~ +rnta.% , com 
rmin = pen centro e rmoz = apocentro, e como b- = a- - (o - rm1n)~ = Tm in rnta%i 

obt.emos que 

5 Ele m e ntos principais no proble m a d e K epler 

Seja {e i 1 e 2, e3} um reíerencial ortonormal do sistema inercial em IR3. Note que 
este sistema tem sua origem localizada no centro do sol, também o plano da eclíptica 
(plano da órbita da t.erra) é o plano fundamental de reíeri:ncia , isto é, o plano xy , 
e o eixo das abc:sissas dirigido para o eq uinóc.io de marryo 1 que é o ponto onde a 
órbita da terra cruza o equador celeste em seu movimento ascendente. Este sistema 
é chamado sistema heliocint.rico eclíptico. Neste sistema fundamental de reíerCncia 1 

quando o momento angular nao é ortogonal ao plano fundamental de rererencia, o 
plano da órbita intersecta-o ao longo de urna reta chamada a linha dos nodos. Em 
seu movimento ao longo da órbita, a partícula int.ercept.a a linha dos nodos duas 
vezes, urna no sentido rescente do eixo dos z e a outra no sentido decrescente deste 
cixo. No primeiro caso caso 1 o ponto de in ter~8.o é chamado o nodo ascendente, 
denotado por na figura 11 1 no segundo caso, o ponto de intersec;io é chamado 
nodo descendente. O 8.ngulo n que a semi reta ON ía.z como eixo dos x 1 medido no 

ntido positivo, é cham ado a longitu.de do nodo ascendente; est.e 8.ngulo varia entre 
O e 2~. 

O 8.ngulo i que o plano da órbita íaz com o plano fundamental de referencia é 
chamado a inclmapio da órbita, ele varia entre O e 1L 

Os ángulos n e i defin em o plano da posic;i.o da órbita no espac;o e como veremos 
posteriormente, eles s8.o determinados pelo momento angular. 

A forma e a posi~o da órbita em seu plano, sio caract.erizadas pela excentrici­
dade E = \le \I e pelo argumento de se,; pericentro que é o angulo w entre o vetar de 
Laplace e e a semi reta O N medido no sentido positi\'o do movimento da partícula. 
No caso da elipse o t.amanho da órbita é definido pelo semi eixo rnaior. Corres­
pondente.mente1 na órbita hiperbólica usamos o semi eixo transverso e na órbita 
parabólica, a dist.i.ncia do fo co ao vértice. Esta úl tima const.ant.e 1 nos dois prirneiros 
casos, determinada pela energia h =f:. O pela rela~ a = 2fk¡. No caso parabólico, 

h = O, esta const.a.nte é dada por p = ~· 
As cons·t.an (O, 1 1 E:,w, a) definem a geornetria do problerna.1 isto é, elas definem 
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Figura 11: Elementos da órbita 

o plano da órbita no espac;o e neste plano, caracterizam a forma, a posic;io e o 
tamnn_bo da órbita. 

A sext.a constant.e de integrac;8.o de caráter cinemático, é tomada como sendo o 
tempo de passagem pelo pericentro, isto é, o instante T em que a partícula passa 
pelo pericentro .. ·o caso da órbita parabólica e hiperbólica, T é definido de modo 
único, mas nio no caso elíptico. 

Considere u.m novo sistema de referencia de rn.3 , obt ido fazendo-se urna ro~ 
em t.orno do eixo .: num 8.ngulo n, seguido de uma rota~ num ingulo i em torno 
dn linha dos nodos O N. A matriz que representa a primeira opera.;ao é dada por: 

(
cosn -sini1 º) 

A1 = sin i1 cosi1 O . 
o o 1 

Note que por d.e6ni~o o vetor e1 1 quando feita a rotac;&o num ángulo 0 1 é paralelo 
no vetor direto.r da lin.ba dos nodos. A matriz que define a segunda opera~ é 

( 
1 o 

A2 = O ces i 
O seni 

-~ni ) . 
0051 
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Se denotamos a base {ej} obtida via a base {e; } pela t ransíorama<;ii.o A2A., ent ii.o 
<levemos ter: 

ei = cos ne1 + senOe2 

e ; = - cos isenne l + cos i cos ne2 + se.n·i.e 3 

e j = senisenne 1 - seni cos íl: e 2 + cos ie 3 . 
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Como o plano de movimento é defi nido pelos vetores e¡ e e21 ternos que o vetor 
momento angular é dado por llC ll e;. 

O seguinte teorema relaciona as condi96es iniciais com os elementos da órbita. 

Proposic;ño 1 Os seis elem entos da órbita podem ser encon.trados em termos da 
posi~iio inicial ro, da velocidade inicial Vo = To e c = nen. com. as cin co primeiras 
constantes calculadas explici tamente. 

Demonstra~iio. Sejam T = \\rl\ e V = llrl\ . Como e eh sii.o consta.ntes de inte­
grac;ñ.o ternos que C = ro X Í'O eh = ~v6 - ~-

a) Da relac;a.o C = e e ; , determinamos n e i em func;8.o de r0 e r0. 

b) Para h ,¡, O, ternos a = ;j¡;¡ de onde calculamos o va lor de a. 

c) J á que µ 2(e2 - 1) = 2c2h, segue-se o valor de<. 

d) Seja ~ o angulo que faz a partícula num instante t qualquer com a linha dos 
nodos e () o ángulo formado pelo vetar e e a posi<;io da partícula, lago <P = w + () . 
Da equac;ii.o (18) ternos 

t cos9 = !; - 1 (o qual nos dá o sin al do coseno), 

derivando ternos t Osin 9 = ~~ - Mas r 2~ = c, lago iJ = ~ = ~ - Assim 1 

de onde por (26) e (27) ternos 

assim, 

e r . r 
tanO = c2 - µr ' 

tan 9o = e ro . f o 
c2 - µro · 

(26) 

(27) 
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Por outro lado, sabemos que r é dado :IDOr r(e0s </> ei + senef e2) já EtUe ei é paralel0 
a linha dos nodos e e3 é paralel0 ao momento angular. Assim r cos <P = r . ei e 
r sen<P = r · e2. Senda agora r = xe1 + ye2 + ze3, obtem0s 

reos</>= xcosO+ysenSl 

rsen</> = - x cos i sem.fl +y cos i c0s n + zseni. 

Usando estes resultados e as c0ordenaclas (xo 1 Yo, zo) file ro p0demos calc'lilila.:r </>o. C0-
mo w =<Po - ea, conseguimos calcular w. 

e) Finalmente, vamos mostrar <lJ.Ue o ternp0 file passagem pel0 peri centro T está de­
terminado pelas condii i;Oes iBicia:is. 

Denotemos por r = r(r© 1 Í'~Ji t) a sol·u<;8.o de¡: = -~r, c0m corn1li9©es iniciais 
r 0 e i-o em t = O. Entao, se d clenot a a cl.ist§.ncia pericentrica, p0r clefifo;.ii98.o de T 
ternos que 

r{ro, ro, T) ~ d¡¡!¡. (28) 

Pela conservai;;ao da energia e do momento angular, tem-se ]Ir x i-11 = e e ~l\i- 1 1 2 - ; = 

h. Assim ser = d = Tmin segt:J.e-q1le 

e= llr(ro, ro, T) llllr(ro, ro, TJ ll = dv= 

logo Vmax = ~ · Lembremos que a rela9ao de energia é dada por ~v~ = h + 
~· Comparando estas cluas rela9óes obtemos o valor cde d em fun9ao de ro e ta. 
Substituindo a expressao obticda pairad em (28) , obtemos urna equa9ao em T que, 
resolvida, nos dá o valor &e T em fun98.o das cond.i90es iniciais, urna vez que a 
rela9a.o 

µ (e+~) = r x C, 

nos permite det erminar e em fun98.o de ro e fo. 

6 Posic;;ao da partícula na órbita elíptica 

Teorema 8 As coordenadas polares (r, 8) , (r = llr [[) da partícula sao dadas pelas 
seguintes equa90es 

r = a(l - Ecos E) 
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onde o ñngulo E (anomalia excintrica) é definido pela equa~ií,o de Kepler 

E - senE = ~(t-T) p 

onde P é o período do movimento e T o tempo de passagem pelo pericentro. 
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Demonstrar;3.o. Faga a mudanga de coor©.enadas ~ = x e r¡ = ~y Ci¡Ue transforma 

a elipse $ + ~ = 1 na circunfereE.cia e+ r¡2 = a2. Ternos as seguintes relagües : 
i) r c0sB =a cosE - d(O,S) = a(cosE - <) 
ii) senE = ~, logo r se:m.@ = b senE = a~senE. 

Figura 12: O problema elíptico 

Quadra.ndo estas duas expresóes e sornando, segue-se 

r = a2 (1 - ECOS E ). 

Agora1 comparando esta e€J:Uagao coma obtida em (22), obtemos 

€+cosi9 
cosE= ----. 

1 + <cosB 
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Logo, substituindo na express3.o acima as expressOes obtidas em i) e ii), ternos 

1 - cosE (1- €}{1- cos8) 
l+cosE (1+,){l+cos8) 

e lembrando as relac;Oes cos2 a: = c:os~+l e sen2a: = 1 -~Zc:t 1 obtemos as relac;Oes 

2 (E) 1-cosE e sen 2 = --2--. 

Fazendo o quociente entre as duas express6es acima segue-se a segunda equa~o do 
teorema. 

Para verificar a equac;ao de Kepler, lembremos a segunda lei de Kepler 

Área(SCP) = nab = na2 v'f=-<2 
t-T P P ' 

por outro lado 1 , e 
Area(BCP) = J~ ydx = ~ = v'l=-€2, 
Area(BCQ) fs ~dx a 

donde resulta que 

v'l=-€2- Área(SCP) - Área(SBP) _ J5a2.;r:::?(t -T) - ~r 2 cos8sen8 
l - ' - Área(OCQ) -Área(OBQ) - ~a2E - ~a2 cosEsenE ' 

pois Área(SBP ) = !SB~BP! = r'cos%sen• e Área(OBQ) = a'cosf'enE. Substituindo 
r cos (} e rsen8 pelas relai;óes em i) e ii) na equac;B.o acima obtemos a equac;8.o de 
Kepler. 

7 Aplica1;oes 

1) Das s~óes anteriores podemos tomar o movimento relativo de um corpo qual~ 
quer em torno do sol de constante µ 5 = G(mc + ms) = Gm 5 , onde me á a massa do 
corpo e ms é a massa do sol, e a igualdade é bastante "aproximada" já que a massa 
do sol representa mais do 99.8% da massa total do sistema solar. Analogamente para 
um corpo pequeno movendo-se em torno de um planeta de massa m p, tomamos a 
constante como µp;:; Gmp. 
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Para a Terra1 esta constante pode ser calculada por 

µr = Gmr = gR2 , 

onde g é a acelerac;ao da gravidade na superfície da Terra, mr a massa e R o raio 
da Terra, respectivamente. De fato 1 a forc;a de gravidade na superficie da Terra 
sobre urna partícula de massa m, situada em sua superficie é o peso 1 isto é, mg 

da partícula, e assim 1 pela lei da Gravitac;ao Universal, ternos que a intensidade da 
forc;a é 

Gmmr 
m g = ---¡¡:¡-

de onde Gmr = gR2. Já que g = 9.8m/seg2 e R = 6.400km = 6.4 x 106m 
40.96 x 1012m 2, obtemos o valor para /LT = 4.096 x 1014m3 / seg2 . 

2) Seja ro = llroll a distancia de urna partícula de massa m1 ao centro atrator de 
massa m2 , a quantidade 

/?:µ 
Vese= y~ 

é chamada a velocidade de escape. Esta expressao justifica-se pelo seguinte fato: 

Se v < Vese entao h = ~ - ~ < ~ - ~ < O, logo a órbita é elíptica. 

Se V = Vese i ternos h = o, logo a órbita é parabólica, <leste modo a partícula nao 
retorna depois do lanc;amento. 

Em particular para a Terra a velocidade de escape é dada por 

em virtude da aplicac;ao l. 
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