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onde k <leve satisfazer certas condi~6es de regula.ridade. O trata.mento dos 
OpSI é 11m tanto delicado, devido a singula.ridade do núcleD k. Urna impor
tante e decisiva ilustra~ao da utilidade dos OpSI é o teorema de Calderón 
sobre umcidade local do prnblema de Cauchy. 

Alguns anos atrás foi observado que os OpSI podem ser considerados 
como represen~Oes part.iculares ele operadores de uma certa closse1 que 
podem ser represenlados de urna maneira mais conveniente para a sua in
vcstigaGiio. Esta sugesliio foi feita por Lax em 1963; foi seqüenciada por 
l\ohn e 1 irenberg que int.rodnziram uma represent~ao mais ndeqnada para 
cst.es operndores1 que eles chamaram OpPsD e para os quais desenvolveram 
11ma t.eoria apropriada para o estudo de problemas elíticos. Em parl.i
c11lar, les mostraram que a classe dos OpPsD forma urna aigebm. Est.n 
maneira de considerar os OpPsD foi utilizada por Prieclrichs e Lnx no t.ral a
mento de problemas de cont6rno para OpO. Um pouco mai tarde, em 1967, 
1 !0rmand r.considerou nma rlasse mais ampla de OpPsD e íez extensivo 11so 
dC'ln no tralamento de problemas hipoelít.icos. fi.·la is recentementc, em 19731 

l3Pnls e Peffermnn definiram 11m a rla.c-;se nrnis sofisticada de OpPsD que lites 
possibilitou ¡>ro\lt\J' a suficii'ncia d~i proprieclnde ( P ) de irenberg e Ttcves 
pmn a rE:>Olnbilidade lorul de cqnuc;Ocs difcrenciais parriais de t.ipo prinri
pnl rom C'OeÍlC'iCnles C C' 1 Elll1bÓm 111111\ forma "sharp" da desiguoJdade ele 
Ciirdmg. Na ?(ño 2 mostrar mos que os OpPsD sño bastante t'1t.eis para 
a oht<'n(iio de mkrolornliznc.;6es (i.e loraliza(Oes no fibrado cotangente) , 
nC'C'~riru- no estudo da t. rin local (rcsolubilidade local, propaga(8o de 
singularidndcs, t'5lunntivas sul r lítica.'1, r l ... ) das equa<;Oes diferenciais par
dl\IN ch.~ llpo prinripal e, 1 ainb6111 1 dC' caract.crístira.s 1mílt.iplas (via o teorema 
de \\'c1cn;tru.ss-Malgrangí'). Ncsl.c scut.iclo, sfio significativas as rontribui~óes 
th• llónnandN1 Nircnberg, Trevcs e Egorov et a l. 

1 o dt.>eorr r do lempo, d asses mais amplas de OpPsD desempenharam 
um papel radn vez mais r ·l vnnt.c nas pesquisas. É importante arresrcn-
1nr todnvm que muitos op rndores que apareccm no esLudo das equa<;Oes 
d1fcrcnciai . nio ~ p udolocais e, portante, nño sao OpPsD. Por xem
plo. o problema de aurhy parn cquac;ño das ondas 

{J'u 
fJL' - t.u = O, ulr- o = O, au¡ 7ii = f , 

'"º 
(3) 

P~'\11C mna "soluc:ño funclam · nt,al" P (aplicando os dados de Cauchy, u e 
1/f, para t =O, nn soh1~iio v, no tempo t) do seg11inl forma 
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P( (O) , / )(:r, 1)= u.(x, 1) 
1(21T)- " f f { e•«•-•.<l+•l<ll - e•H• - •.O- •IEI)} (2i 1~1) - 1 

/ (y)dyd~ 

on l 110.'' signi6ca que os valor siio determinados no ni.ido de int,egrais 
os ·ilatórias quando f é uma disl.ribui<;ño cm IR". O operador P nño é 
ps ud local. Em 196 1 I·IOrmand · r inlrocluziu mna clnss (qu indui os 

pPsD) de operadores, chama.dos Op rndores lntegrai d l~11ri r, 11iio mnis 
pseu lolocais1 a fim d t,11clar probl mas hipcrb6Hcos1 como (3) acima. 

A idéin d Lax ut.i liiavu séries d Pouri r; a de l{ohn e Nirenberg é 
bnscadn nn transformada d · Fourier. Uma boa molivat;iio para a última é 
o r nslruc;iio de parnmetrizes para operadores elíticos (v r , a.o 1). Dela 
s · el preende que os pPsD dcscmpcnham para os OpD com cooficientes 
variávci · o m mo e r 1 vnn1.e pup 1 111 a tran formada de Fo11ricr dcsem
pcnlrn no estudo dos pD corn c:oeficicnt cs construlles. 

Pim\lmente t1111a noj,n hisl.óricn: a d .-ignac;8o de um op rndor f ( ¡1.;) u 

"""' f1m~iio /({) já t.inha ' ido f-itn p r Lngrangc e Caurhy o foi cxt.c11si
vn111onlc usadn por Henviside 110 l,rat.nmcnlo de problemas el t.rnnsrn issño 
cletromngnétit.a. A id ·in de [azcr rorr pondcr um operador C = g(x, D,) 
n 11nu\ fun~ño g(x; ~) de a.mbos voriáveis, r e ~- .. urgiu ern lign<;;iio corn 
a M imka Qmint,icn, em 1926. Naqu ( . l ·mpo nfto ex ist if\ 111m.t tcoriu 
11wt.ernlitica para es operador Um ano mat tard H. 'vVeyl propós 
11111a lefini<-io pnra os operadores por m, ntio, estes já nño nun d irn
port.ñHr in vital para os propósitos da f\ lecñnica Quinti<'a. Serin descjávol 
q11 "" o intcresse mat.emt\tir.o FLl.11a l por assunto íiz ressurgir o intcr ssc 
dos físicos pelo mesmo. 

1 Para m t riz de op rad or - lít i o 

A fim de mol ivar A co11s l.rn<;>Oo qu fo.r mos ndianl con~id r mos a 
s g11int. eqnst:Ao 

P(D)u = f , ( l.I ) 

11 1 f < < (R") P = P( D) = L: ª• Dº 11m pD lirw" rom coeficiente 
lol.Sm 

constantes. 0 0 < C. samas n nolac;ii.o hnbit.ual: 
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D = (D1, ... , Dn), 
D; = -R.a/8x;(j = l, .. . ,n), a= (a¡, ... ,an), 
Dº =Dr1 ·· ·Di:11 ,la/ =a1+···+an. 

P(s) é um polinomio com coeficientes complexos em n variáveis (reais) 
si. ··· ·Sn· Podemos reduzir o problema (1. 1) ao problema de divisao 

P(Ou= J (1.2) 

onde u(s) = fa · e-;• ·(u(x)dx, (x · s = x 1s1 + ... + x"sn , dx = dx 1 . dx") 
denota a transformada de Fourier; tirando ent<lo partido da fórmula de 
Inversa.o de Fourier, obtemos (formalmente) 

(1.3) 

que devia ser a soluc;iio de (1.1) . 
A grande obstruc; ao ao que fizemos é que, em geral , a integral {1.3) nao 

tem sent ido, devido aos zeros de P((). Há casos porém , onde urna pequena 
modific~ao dos argumentos acima, conduz a urna soluc;iio aproximada de 
(1.1 ). O rnais importante de todos é quando o operador P é elítico, i.e: 

Pm(s) # O se O # s<IRn, 

onde P., (s) = L: aosº, é o símbolo principal de P. 
Jal=m 

Siio consequencias imediatas de (1.4): 

{1.4) 

O conjunto dos zeros de P(O em IRn, é compacto. {1.5) 

/P(O/ > 1 para valores de /si suficientemente grandes. {1.6) 

Assumindo entiio que P é elítico, seja p > o, tal que os zeros de P(E) 
estejam contidos na bola centrada na origem e de raio p. Podemos entiio 
considerar a integral 

(17) 

onde X < C 00 (1Rn), x(s) = o se Is/ < p, x(s) = 1 se /(/ > pi > p. É fáci l 
verificar que v na.o difere substancialmente de urna solm;3o de {1.1). Com 
efeito, 
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P(D)v(x) = (2irJ-" j e•x(j(fü(~)dE, = J(x) - Sf(x), (1.8) 

onde 

Sf(x) = (2ir)- " J e•x¡j(O{ I - x(O)d~. 

A fun9iio x(O / P(~) pertence a C00(1R") e, por causa de (1.6), é limi
tada. Consequentemente, define urna distribui90.o temperada em 1Rn que 
é a transformada de Fourier de urna distribui~ii.o temperada k:x, em JR.n. 
Portan to, 

v = k • j (convolu9iio). (1.9) 

Por outro lado, 

Sf=h•f (l.10) 

onde h é a transformada inversa de Fourier de 1 - X t: C~(1Rn)· Pelo 
teorema de Paley-Wiener-Schwartz, h pode ser estendida a en como urna 
furn;ao inteira de tipo exponencial. Sua restrii;ii.o a IR.11 pertence a S(IRn), 
o espa90 de Schwartz das fun96es C00 (IR") rapidamente decrescente no 
infinito. Fórmulas (1.9) e (LlO) tem sentido, mesmo que f <E' (IR") : espa90 
das distribui>óes de suporte compacto. Em qualquer caso, SJ < C 00(1R") (e 
pode ser estendida a en como urna furn;ao inteira de tipo exponencial) . 
Podemos reescrever (1.8) da seguinte maneira 

P(D)k = 5 - h, a distribnii;ii.o de Dirac, (111) 

011 de forma equivalente (denotando por [( o operador de convolu9iio k•): 

P (D) K = I -S : o operador ident.idade, (l.12) 

onde Sé um operador continuo de E' (IR") em C 00(1R"). Uma distribui9iio 
como k (ou um operador como K) é chamada (chamado) urna parametriz 
de P(D). Ape>lar de nao ser uma solu>iio fundamen tal, i.e urna solu9iio de 

P(D)E = ó, (Li3) 

k é quase t.8.o ütil q11anto uma solu~ao fundamental. Aliás1 nao é difícil 
obter, nesl.e caso, urna solw;;ao fundamental, a partir de k. Com efeit.o, 
podemos mostrar ( e.g. 11 tilizando o teorema de Cauchy-Kovalevska) que a 
eq1ta\ii.o 



70 Operadores Pseudodiferenciais: Origem e Utilidade 

P (D )w = h (1.14) 

possue sempre uma solw;;ao w que é urna func;ao inteira em en. Entao 
E= k + w satisfaz (1.13). Urna solu~ao exata de (1.1) é entao u = E • f. 

O nosso interesse agora, é investigar se podemos estender alguns dos 
argumentos precedentes ao caso em que P é wn OpD linear, elítico, com 
coeficientes variáveis. Com~aremos definindo o que isso significa. Seja n e 
IRn 1 um aberto e 

P(x,D) = L c0 (x )Dº (1.15) 
lcrl::=;m 

Onde C0 = c0 (x ) € C00(l'J), avalores Complexos. Ü símbolo principal de 
P(x, D ) é o polinomio em ~ , com coeficientes em C00 (D) , 

Pm(x ,O = L ca(xW. (1.16) 
lol=m 

Dizemos que o operador P (x, D) é elítico se: 

P.,.(x, 0 # O Vx ' n e O # ~ ' IR,,. (1.17) 

Assumindo que P(x, D) é elítico, tentaremos construir urna solw;ao aproxi
mada da equac;ao 

P (x, D )u = f, (1.18) 

modificando a formula (1.7), de tal sort.e que 

p(x, D)v = f - S f , (1.19) 

onde, como antes, 

(1.20) 

é urna aplica(8.0 linear contínua. 
Tentaremos a seguinte generalizaGiio de (J.7) 

v(x) = Kf(x) = (2,,.)- " J e'" (k(x, OÍ(Od~. (1.21) 

Paremos, de início, urna determinac;OO formal do símbolo k(x, ~) de forma a 
obt.er 

P (x, D )r< = I , (1.22) 
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e, em seguida, modificaremos {l.21) de tal forma que a integral tenha sen
tido. Esta modifica<;ii.o conduzirá a urna solrn;ii.o, nii.o da Eq. (1.22), porém 
de 

P(x, D)K = 1 - S 

onde S satisfaz (l. 20). 

Ternos: 

P(x, D)v(x) = (2rrt" J e;".(P(x , D, + 0k(x,OÍ(0d€, 

desde que P(x, D,)(e;"{w(x)) = e;"{P(x, D, + Ow(x). 

(1.23) 

Devido a fórmula de inversa.o de Fourier é suficiente resolver a equ~OO: 

P(x, D, + Ok(x, O = l. (1.24) 

Podemos escrever 

P(x,D, H) = P .. (x, €) + L P;(x ,€, D, ), 
j = I 

onde P1(x,€, D:f;) é um operador diferencial relativamente a x (em O), 
de ordem j , com coeficientes polinómios homogéneos relativamente a€ , de 
grau m - j. A idéia é ent.iio escrever o símbolo k (x 1 €) como soma de furn;óes 
de (x, {) , homogeneas relativamente a€- Devido ao uso da transformada 
de Fourier e o fato de que K atna sobre distribuii;óes, o símbolo k(x, O 
<leve ser temperndo em E e, portante, os graus de homogeneidade das várias 
componentes deverii.o permanecer limitados. Paremos 

+oo 

k(x, O ~ L k;(x, €) 
} = O 

(125) 

onde k1 (x, 0 é homogéneo relativamente a€, de grau d; ". -oo (os d; sao 
inteiros negativos). 

Determinaremos ent8.o os ki, identificando os termos de mesmo gran de 
homogeneidade relativamente a { 1 nos dois membros de (1.24). Obtemos, 
assim, 

Pm(x,Oko(x, 0 = 1 (1 26) 
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j-1 

Pm(x,E)k;(x,{) = - L P;-;'(x,{,Dx)k;.(x , {) 

/ =o 
;'~j-m 

j >o (1.27) 

É portan to possível a sucessiva determina<;8.o dos k;, urna vez que o 
membro direito de (1.27) depende semente de k;, com j' < j. De (1.26) 
segue que do= -me de (l.27) obtemos mais geralmente, que d; = -(m+j). 

Existem entretanto duas obstrw;Oes ao argumento precedente. Primeiro, 
cada termo k;(x, E) pode ser escrito como urna furn;ao racional cujo denomi
nador é da forma Pm(x , EYj 1 com rj > O. Conseqüentemente, os zeros 
de Pm(x,{) (que sao pontos da forma (x , O) desde que P(x,D) é elítico) 
causara.o alguns problemas. Segundo, é a questao da convergencia da série 
(1.25). Felizmente, podernos atacar simultaneamente as duas dificuldades, 
introduzindo urna sequ&ncia de fun<;óes de "corte,,, da maneira seguint.e: 
seja x(t ) < C00 (1R), x (t ) = O set < 1/2, x(t) = 1 set > l e defina 

x;({ ) = x(pj' IW. j = o, 1, . (1.28) 

onde P; é urna sequencia estritamente crescente de números positivos, ten
dendo para +oo. 
Se ja 

+oo 

k(x ,() = :L x,(Ok;(x ,0 (1.29) 
j = O 

onde as k, siio definidas, como antes, por (1.26) e {l.27). Sabemos que 
cada k, < C00 (l1 X IR,.\O) é homogeneo de grau - (m + j ) relativamente a 
f Conseqentemente, se f( é um compacto arbitrário de O e p, q n-uplas 
quaisquer, existe urna constante C1 = C~,q(K) >O tal , que 

I D~Dik; (x, 01 < cj (! + rrn - (m+J+lplJ ' X < K, o i { < IR,.. (1.30) 

Note que no suporte de X;, ternos i{I > P;/ 2. Segue entiio facilmente que 
escolhendo os Pi de forma conveniente, podemos assegurar a converg€ncia 
da série (1.29) em C00 (l1 x 1Rn) com sua topología natural e também a 
validade da estimativa 

ID~Dik; (x ,o/,;; Cp.q(K)( l + rrn - m-IPI, X<K , {<IRn. (1.31) 

Observe que k(x , O = O se i{I < Po/2. 
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A pergunta agora ése k(x,O definida por (1.29), satisfaz (1.24). A 
resposta é evidentemente negativa, devido aos 1'erros11 introduzidos pelas 
fun,6es de corte x;(O. O que se obtém é o seguinte: 

P(x, Dx H)k(x,O = 1 - S(x,o. (1.32) 

onde 

S(x,{) = 1 - xo(O + ¿s;(x,O (1.33) 
j = l 

j 

S;(x,{) = L (x;-1 - x;)P,(x,€, Dx)k;_,(x,O. (1.34) 
i = l 

(i:Sm) 

O €-suporte de cada S;(x,O é compacto (está contido na bola l{I,:; P;). 
Desse fato e de propriedades da série ( J.29) e da equa,iio (1.32) , prova-se 
que o operador S definido por 

Sf(x) = (27r)- n J e'"'S(x ,€)i(€)d€ (1.35) 

satisfaz (1.20). De (1.32) obt:ém-se imediat.amente (1.23). O operador]{ 
é, portante, urna parametriz de P(x, D). Embora nao seja urna solw;;8.o 
fundamental (i.e urna soluc;ao de (1.22)) ele é quase tao ütil quanto esta e, 
a partir dele, pode-se obter urna solrn;ao fundamental local (i.e quando se 
considera distribuic;Oes com suportes bastante pequenos). 

Os operadores pseudodiferenciais ( classe de I<ohn e Nirenberg) foram 
introduzidos como urna generalizac;ao dos operadores diferenciais e de ope
radores como J< e S, acima. Eles podem ser representados da seguinte 
maneira 

Au(x ) = (27rtn J e"1 a(x ,€)ü({)d€ (1 36) 

(observe que se A é um OpO, P(x , D), fórmula (1.36) é verdadeira r.om 
a(x, O = P(x ,{), o símbolo total de P(x, D) ). 

Parametrizes de operadores elíticos e OpD lineares tCm muitas pro
priedades em comum. Assnrnindo q11e ambos estejam definidos num abert.o 
fl e !Rn, eles definem apl ica~oes lineares contínuas de C;"'(fl) em c~(n) 
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e de é'(!1) em V'{!1) : eles siio pseudolocais (A : é'(!1) ~ V'{!1) é <lito 
pseudolocal se Vu' é'(!1), VU e !1, aberto, u' c=(U) = Au' c=(U)). 
Operadores diferenciais sao também locais. Aliás, como já foi salientado1 

OpD sao os únicos operadores locais (parametrizes de operadores elíticos 
de ordem > O nao possuem a propriedade local). Um aspecto comum a 
OpD e a parametrizes como K (e também a operadores como S) é que 
os correspondentes símbolos a(x, E) podem ser representados por séries cu
jas termos sao fungóes homogeneas de graus decrescentes relativamente a 
~ (para valores grandes de IW· A série é finita no caso de OpD: P(x, ~) 
é simplesmente um polinómio em E; é infinita no caso da parametriz ]( 
(e também de S). Desigualdades do tipo (1.31) desempenham um papel 
relevante na obten~8.o de muitas das propriedades dos OpPsD; elas sao o 
ponto de partida para a definic;iio e teoría dos OpPsD (pelo menos da classe 
de Kohn e Nirenberg) . Classes mais gerais (e.g a classe de Hiirmander e 
a classe de Beals e Fefferman) siio definidas, a partir de generalizac;oes de 
(1.31). 

Porlanto OpPsD em !1 sao (geralmente) definidos por (1.36) onde a(x,0 
'S"'(!1): 

D efinii;3.o 1.1 Seja m um número real. Denota-se por sm(rl) o subes
par.o vetorial de e= (!1 X IR,.), formado por funr.oes a(x, o que possuem a 
segumte propriedade: 

tal que 

Quaisquff que sejam o compacto K e n e n-uplas p, q, 
existe urna constante e = c,,,q(!C) > o (1.37) 

Vx' K. , V~' IR,. . (1.38) 

Dizemos entB.o que a(x,() é um símbolo de ordem :S me que o operador 
A, definido por (1.36), é um OpPsD de ordem :S m em !1. O ínfimo caso 
exista de todas as ordens m. tais que (l. 38) é válido, é ent8.o chamado 
a (verdadeira) ordem de A. Observe que quando A é 1un OpD a ordem 
(vcrdadeira) de A , definida acima, coincide com sua ordem como OpD. 
Nao é óbvio, mas pode ser mostrado, que o símbolo h(~) da transformada 
de Hilbert. H é h(O = U l~I i.e H é um operador de ordem zero. 
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2 Utilida d e dos OpPsD no estudo d a resolubilidad e 
local dos OpD 

Mostraremos como os OpPsD sao úteis no estudo da resolubilidade local 
de urna equa~ño diferencial parcial linear 

P(x, D)u = J, (2.1) 

onde P(x, D) (ver 1.15) é um OpD de ordem m > O, com caracte1{sticas 
reais simples (também chamado de t ipo principal), cujos coeficientes c0 (x) 
sao fun~Oes C00 , a valores complexos, definidas em um subconjunto aberto 
l1 do espa90 euclideano IR" Diremos que a equa9iio (2.1) é localmente 
reso[Úve[ em XQ t n Se existe ttma vizinhan~a U de Xo em f! tal que, dada 
qualquer fun~ao f 1 C00 em IJ, o fecho de U, existe urna distribui~ao u 
< 'D'(U) tal que (2.1) é verdade em U. Diremos que P(x, D) é de tipo 
principal se diPm(x,0 niio se anula em l1 x IR" \ {O} , onde P,.(x,0 é o 
símbolo principal de P(x, D) . Como Pm(x ,0 é um polinómio homogeneo 
de grau m em rela9iio a { = ({1, .. . ,{.) , segue-se da rela9iio de Euler que 
O significado geométrico dessa condi~8.o é que para todo X € f! , O cone 
Cp(x) = {{ < IR"\{O} Pm(x ,{) = O} possue apenas zeros simples. lsto 
motiva a terminologia "característ ica reais simples" urna ve--1.: que Cp(x) é 
chamado o cone característico no ponto x €n e a uni8.o Cp = Ux<nCp(x) é o 
conjunto característico de P(x, D). É importante salientar que o ambiente 
adequado para estas no9oes é o fibrado cotangente T"(fl) sobre í!. Com 
efeito, Pm(x,{) é urna funvfio C00 em T º(f!) e Cp é um subconjunto cónico 
de T" (fl). 

Para iniciar o estudo da resolubilidade de (2. 1), vamos localizar em 
T ' (í!) (note que T'(fl) pode ser identificado a l1 x IR.). É aqui que en
tra de forma decisiva a tcoria dos OpPsD. 

Seja (x0 ,{º} < T' (fl), o complemento da s..;iio zero em T ' (í!), que pode 
ser identificado a nx IR\{O}. Suponha primeiramente que 

(2.2) 

Podemos ent.iio achar urna f1u19ao C 00 , g(x,() em i"(fl), positivamente 
homogénea de grau zero (i.e g(x , ¡>{) = g(x, {), para todo x < fl, ( # O e p 
> O), igual a um em algnma vizinharn;a de (x0,~º) e ademais com suporte 
i11t.ciramenle contido na regia.o onde P111(x,{) =f:. O. Ist.o significa que para 
11111a ("Onstantc adeq11ada c0 > O, temas, no suporte de 9(x1 ~) (cuja projec;8.o 
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na base n, assumimos compacta), 

(2.3) 

ou seja o operador P(x, D) é elítico numa vizinhan<;a do suporte de g(x,€). 
A teoria dos OpPsD (ver Secc;ao 1) fornece um procedimento para resolver 
(aproximadamente) a equ~áo '(localizada1' 

P(x, D)v = g(x, D)f, (24) 

onde 

g(x , D)f(x) = (21í)-n j e;"'g(x,€)Í (€) df.. (2.5) 

Suponha agora que 
(2.6) 

É aqui que a bipótese de tipo principal vai nos ajudar . Sabemos que 
alguma €-derivada de Pm(x, €) nao se anula em (xo, €0) . Assumimos que é 
a derivada em relac;ao a En· Pelo Teorema da Fun98.o Implicíta, podemos 
escrever 

Pm(x, €) = Q(x,0(€,. - >.(x ,{' )) , (2.7) 

muna vizinhanc;a cónica aberta U de (x0 ,€º) em t•(>J). Ambos Q(x,€) e 
>.(x, €'),sao ftm c;óes C00 em U; podemos supor que Q(x, O é homogenea em 
E de grau m - 1, e ,.\ homogenea em e de grau 1. Ademais , se escolhermos 
U suficient.emente "estreito" em torno de seu eixo (que é o raio através 
(xo,Eº))i podemos assumir que, para C¡ > O suficientemente pequeno, 

IQ(x, OJ ?: e, 1€1m- i , \l(x, €) 'U. (2.8) 

Seja g(x, O como antes, exceto que agora requeremos que seu suporte esteja 
em U, e nao na regicio onde (2.3) é válida. Nao é difícil verificar que, módulo 
11m OpPs D de ordem - 001 ternos 

g(x , D)P(x, D) = g(x, D)Q(x, D)L(x, D) , (2.9) 

onde 

L(x , D) = D,, - >.(x, D') - c(x, D) , (2.10) 

rom c(x, D) nm OpPsD (em íl) de ordem (no máximo) zero. Pela tecnica 
de inversa.o de OpPsD elítico ( descrita na Seo;ao 1) , podemos resolver 
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aproximadamente a equ~ii.o 

Q(x, D)w = g1(x , D)f, (2.11) 

e entii.o resolver (aproximadamente) 

L(x, D)v = g,(x, D)w. {2.12) 

As furn;óes 91 e 92 sao exatamente como g, exceto que g1 = l numa vizin
han.;;a em t · (O) do suporte de g, ao passo que g2 = 1 numa vizinharn;a do 
suporte de 91 {todos os suportes devem estar contidos em U) . Combinando 
{2.11 ) e {2.12), obtemos urna solu,iio aproximada da equa,iio {2.4). 

Se u é urna vizinharn;a suficientemente pequena de Xo em n, podemos 
achar um recobrimento aberto de T' (U) consistindo de um número finito de 
conjuntos cónicos U nos quais ou (2.3) é válido ou ternos urna fatoriza~ao do 
tipo (2. 7), com todas as propriedades indicadas, em particular (2.8). Pode
mos tomar a func;iio "cut off11 g(x , ~ ) pertencente a urna partic;iio da unidade 
subordinada a este recobrimento e definir u como a soma das soluc;óes v das 
correspondentes equa.;óes (2.4). É fácil verificar que u é uma solu.;iio da 
equa.:;io: 

P(x, D)u = f + Rf, {2.13) 

onde R é um OpPs D de ordem - 1 (por uma redefinii;ao de U e f , tomamos 
agora f e C:;"(U)) . Ademais, após todos os cálculos, podemos expressar 
u na forma u = {( f , onde f( é um operador linear limitado em L2(U). 
É conhecido que a norma de R1 visto como operador limitado em L2(U) 1 

Lende a zero como o diámetro de U. Assim se este é suficientemente pe
queno, o operador J + R é inversível, e obtemos urna solrn;;ii.o exata de (2.1) 1 

escrevendo: 

P(x, D){f<(f + R)- 1!) = f (2.14) 

Em snma1 a teoria dos OpPs D, nos possibilitou reduzir a resolubilidade 
da Equa<;iio (2. 1) a resol11bilidade da equa, iio pseudodierencial de primeira 
ordem (2 . 12). Observe qne nii.o teriamos complicar;;ao maior se tivéssemos 
s11posto que P(x, D) em (2. l) é, ele próprio, um OpPsD de tipo principal. 

Uma redu<;iio adicional de importancia crucial na resolubilidade de {2.12) 
é pos.5íve l ut.ilizando-se a Teoria dos Operadores fntegrais de Fourier. 
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