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El siguiente apunte se inspira en un curso que imparti en la Universidad
de Montpellier el afio 1984 en el marco de un equipo dirigido por el
Dr. Oliver Leroy (Q.E.P.D.). Las ideas que se desarrollan buscan su
sustento en elementos expuestos por Emil Artin en el capitulo ITI de su
libro Geometric Algebra (New York, 1955).

Sean X y A dos conjuntos, [ una relacién de X en A y consideremos
el siguiente postulado:

(R) : Dadosa,b ¢ X, a # b existe un y sélo uny e A tal
que alv y blvy.

Las exigencias de existencia y unicidad expresadas por este postulado
nos permiten incorporar una notaciéon que puede ser ttil: si a y b son dos
elementos distintos de X, denotamos por (ab) el 1inico elemento de A que
estd en relacién simuténea con ellos.

El enunciado del postulado (R) podemos dividirlo en dos (existencia y
unicidad), a saber:

(RE) : Dados a,be X, a # b, emiste un v € A tal que alvy y blvy.
(RU) :Dados a,be X, a # b,y 7,6 € A, si se tiene aly, bly,alé
y bI6 entonces y=0.

En los ejemplos que vienen a continuacion, se entregan dos conjuntos y
una relacién entre ellos. Estudie en cada uno si se cumplen las condiciones
RE y RU:

1. X =A, A=P(A), I: larelacion de pertenencia.

2. X=2,A={{z,a+1}, z e 2}, I: larelacién de pertenencia.
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3. Si|A|>25,X=A4, A= Py (A), I: larelacién de pertenencia.
4. X = A = Z,1: la relacidn menor o igual (<).

5. En cada uno de los casos anteriores, intercambie los conjuntos y utilice
la relacion reciproca.

Todos estos casos son una realizacién de la estructura definida por:
“Dos Conjuntos y una Relacién entre Ellos”

El estudio realizado muestra que las condiciones RE y RU no son propie-
dades necesarias de la estructura considerada. Muestra, ademds, que tales
condiciones son independientes entre ellas y compatibles. En efecto, si las
cosas han sido bien hechas vemos que:

e Tenemos un caso en donde ninguna de las condiciones se verifica, de
lo que se infiere que no son una propiedad necesaria de la estructura.

e Tenemos casos en donde se verifica una pero no la otra, lo que implica
que son independiente entre ellas ya que una no es consecuencia logica
de la otra.

e Por tltimo, encontramos situaciones en que se verifican las dos lo que
muestra que tales condiciones son compatibles ya que el afirmar la
validez de ambas no produce contradiceién alguna.

Para lo que queremos desarrollar necesitamos la siguiente relacién P sobre
el conjunto A, definida utilizando la relacién I :

Si 7,6 € A entonces YPS si y =38 o, en caso contrario, si # a € X

tal que alvy y alé.
Incorporemos ahora un nuevo postulado £, que enunciamos de la manera

siguiente:
(E) : Dados ae X y veA emiste un y sélo un § ¢ A  tal que

ald y yPé.

e Demuestre que el postulado E implica que la relacién P es de equiva-
lencia.

. A
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Al igual que antes, este enunciado podemos dividirlo en dos (existencia
y unicidad), a saber:

(EE): Dados ae X y yeA eristeun de A tal que alb y vPé.

(EU) :Dados ~,6,0 e Ay aeX sisetiene al,al0,yP§ y yPO

entonces &= 0.

En los casos expuestos més arriba, estudie la relacién P aqui definida.
De igual manera, analice la validez de las condiciones EE y EU. Infiera la
independencia y compatibilidad entre las condiciones RE, RU, EE y EU.

A estas alturas, ya hemos comprobado la dificultad que tiene manipular
estas formalizaciones, asi sean estos enunciados de una minima complejidad.
En aras de acostumbrarnos un poco mas, proponemos realizar el mismo tipo
de verificaciones (validez, independencia y compatibilidad) con los nuevos
ejemplos que agregamos:

L. Si|Al=2n n23 X =A A= P,(A), I : larelacién de
pertenencia.

2. L={z,y}, A={e},I={(ze),(ye)}.

3. X ={a,b,c,d,e, f,g,h},
A = {{a,b e} {a,c, f},{a,d,g},{b,c,d} ,{b. f,9} {c,e,g} ,{e,d, f}}, I:
la relacion de pertenencia.

4. Si|A|=4, X =A, A=Py(A), I: larelacién de pertenencia.

5. En cada uno de los casos anteriores, intercambie los conjuntos y utilice
la relacion reciproca.

La dificultad que hemos tenido para realizar todas estas verificaciones
viene -entre otras cosas- de la carencia de un referente cultural que guie
nuestra intuicién, de manera de tener un soporte psicoldgico que contribuya
a hacernos sentir que obramos en un marco “natural”, relativamente cono-
cido y sin duda aceptado, que nos permite caminar con un cierto optimismo
en una determinada direccién, mas alld de que ésta sea en definitiva parcial
o totalmente desconocida.

Para aliviar (por el momento) este malestar, usted estard de acuerdo en
que los postulados estudiados tienen una realizacién perfectamente natu-
ral en el lenguaje y en los axiomas de la geometria plana. En efecto, el
diccionario que necesitamos es el siguiente:
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Los elementos de X corresponderian a los puntos; los de A corres-
ponderian a las rectas.

La relacion de incidencia I eapresaria que “tal punto estd sobre
tal recta” o, si se quiere , que “tal recta pasa por tal punto”.

El postulado R encontraria su realizacion en: “Por dos puntos
pasa una y solo una recta”.

La relacion P se expresaria como la relacion de paralelismo entre
rectas.

Y el postulado E, por el azioma de Buclides: “Eziste una tdnica
recta que pasa por un punto dado y que es paralela a una
recta dada’.

Es asi como en un dos por tres hemos llegado al mundo de los griegos
y, de un parpadeo, nos hemos recibido la herencia de tres mil anos de cul-
tura. Podemos decir que empezamos a sentirnos mejor......;Podemos?.... De
cierta manera la respuesta es si, pues hemos incorporado a nuestros racio-
cinios el apoyo visual, tan necesario desde el punto de vista de la seguridad
sicolégica. Sin embargo, y sin afdn de aguar la fiesta, desgraciadamente
debo recordarles que los dibujos si bien gufan nuestra intuicion, no prueban
nada por si mismos.

El haber establecido este diccionario significa que el estudio cldsico de
ciertas cuestiones ligadas a la geometria pueden ser realizados con el apoyo
del lenguaje conjuntista y de los elementos axiométicos que se han descrito
aqui. Tal cual estén las cosas, ellos traducen efectivamente algunas situa-
ciones conocidas y algunas propiedades pueden efectivamente deducirse de
los postulados que hemos definido. Asf, por ejemplo, traduzca el lenguaje
aqui utilizado y luego demuestre que son consecuencia légica de los postu-
lados R y P, las siguientes afirmaciones:

e Dos rectas no paralelas se cortan en un solo punto.

e Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre ellas.

Como ustedes habran podido apreciar, lo que para la intuicién visual
puede parecer inmediato requiere de mucho rigor cuando se trabaja con un

l«:



Cristidn Mallol 25

lenguaje preciso y en el marco rigido que delimitan los postulados axio-
méticos. Los ejemplos estudiados anteriormente son estructuras que tienen
cierta similitud con aquellas que emergen en el estudio de la geometria; la
similitud se acrecienta en la medida que los diferentes aspectos de los pos-
tulados se verifiquen. Sin embargo, no debemos confundirnos: ésta es sélo,
en mayor o menor grado, una similitud estructural: no estamos trabajando
en el plano.

Ahora bien, en aras de acercarnos a la realidad de la geometria plana,
debemos incorporar un nuevo postulado que da cuenta de un hecho tan
evidente que en general lo pasamos por alto: existen por lo menos tres
puntos no alineados. Este postulado, que llamaremos de Suficiencia se
enuncia de la manera siguiente:

(Suf) : Emisten a,b,c € X, distintos entre ellos y v € A tales que
alv,bly pero no cly.
Otra manera de enunciar este postulado es:

e Emsten a,b,c e X, distintos entre ellos tales que no se tiene cl (ab) .

El Plano Rudimentario

Definimos como Plano Rudimentario una estructura de Dos Con-
Jjuntos y una Relacion entre Ellos de manera que los postulados R, E
y Suf se cumplan. Bl nombre que le hemos dado a esta estructura se jus-

tifica por la gran similitud con el comportamiento geométrico. Es por ello
que buscando aligerar el lenguaje, pero sin confundir el objeto de estudio,
adoptamos definitivamente la jerga geométrica en el sentido de llamar pun-
tos a los elementos de X y rectas a los elementos de A. Diremos, ademads,
que los postulados en cuestién son los axiomas de la estructura; es claro
que los distintos teoremas y resultados que obtengamos de esta estructura
seran necesariamente las inferencias logicas que logremos producir a partir
de dichos axiomas. Asi por ejemplo, le proponemos demostrar las siguientes
propiedades de un plano rudimentario 7 :

1. St z e y son dos puntos distintos de la recta (ab) demuestre que
(zy) = (ab).

Vs e\
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2. m tiene al menos dos rectas paralelas.
3. m tiene al menos cuatro puntos.

4. Dadas dos rectas § y &', existe una biyeccidn entre el conjunto de los
puntos que estdn sobre § y el conjunto de los puntos que estdn sobre
&

5. Dados dos puntos a y b, eziste una biyeccion entre el conjunto de
rectas que pasa por a y el conjunto de rectas que pasa por b.

(=2

. En este contexto, defina la nocion de paralelogramo y de diagonales
de un paraleldgramo. Luego demuestre que la afirmacion “las diago-
nales de un paralelégramo se interceptan” no puede ser ni de-
mostrada ni negada a partir de los aziomas del plano rudimentario.

Este tltimo ejercicio nos senala que distamos de estar en el contexto de
la geometria plana. A decir verdad, los axiomas R, E y Suf son incapaces
de dar cuenta no solo de este aspecto, sino que de todo lo que tenga que ver
con proporcionalidad; si usted quiere convencerse de ello, trate de producir
bajo estas condiciones (y sélo éstas) el Teorema de Thales: le deseamos
mucho dnimo...

Este tipo de carencias motiva el calificativo de “rudimentario” que hemos
adoptado aqui. Mds ain, que el tema de las “diagonales” no pueda ser ni
probado ni negado, significa que esa incerteza no produce contradiccion
con las propiedades de un plano rudimentario, de manera que, si lo quisie-
ramos podriamos agregar como axioma el que las diagonales de un para-
lelégramo no se encuentren excluyendo asi, definitivamente, la idea de
asimilar el plano rudimentario a las caracteristicas de una superficie plana.

Para graficar mds lo que estamos diciendo, recurramos al ejercicio 4
de la pagina 3: no es dificil constatar que tenemos alli una estructura de
plano rudimentario (haga las comprobaciones del caso). En ese contexto, si
X = {a,b,c,d}, entonces los puntos a, b, ¢ y d definen un paralelégramo
con rectas paralelas {a,b} || {c,d} y {a,c}|| {b,d} ; las diagonales de tal
paralelégramo son las rectas {a,d} y {b,c} que, como podemos ver, no
se cortan entre ellas!!

Terminamos esta nota con los ejercicios siguientes:

vy . AW
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1. Sea @ un plano rudimentario. Si existe una recta que tiene exacta-
mente tres puntos, demuestre que:

(a) Toda recta tiene exactamente tres puntos.
(b) Por todo punto pasan exactamente cuatro rectas.
(¢) Bl plano 7 contiene exactamente nueve puntos y doce rectas.

(d) Segin usted, jexiste un plano rudimentario que cumpla estas
condiciones? Y de ser asi, jqué pasa con el tema de las diago-
nales?

2. Enuncie el ejercicio anterior bajo la premisa: existe una recta que
tiene exactamente n puntos. Haga las demostraciones y construcciones
pertinentes.



