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1 Introducción 

En este artículo estudiamos, desde el punto de vista de los sistemas dinámicos, 
algunos métodos numéricos para encontrar raíces de ecuaciones. Restringiremos nue
stro estudio a ecuaciones polinomiales en el plano complejo, esto con el objetivo de 
usar algunos resultados clásicos de iteración de funciones racionales de la dinámica 
compleja (ver [5], (6], [15]), que es una área bastante desarrollada de los sistemas 
dinámicos. 

En la sección 2 haremos una rev isión breve de resultados de iteración de fun
ciones racionales que usaremos en este trabajo. En la sección 3 enumeramos algunas 
propiedades básicas de los conjuntos de Julia y de Fatou. En la sección 4 estudiamos 
la función de iteración de Newton esta es, y quizás, la más conocida de las funciones 
de iteración usada para encontrar raíces de ecuaciones. Siguiendo en el orden de sim
plicidad, en la sección 5 estudiamos la función de iteración de Halley. Finalmente, en 
la sección 7 estudiamos las familias de funciones de iteración de KOnig y de Schr6der. 

1Part of this work was supported by FONDECYT Grant #1990093, and DICYT Grant #9733. 
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2 Algunos Conceptos Básicos de Dinámica Com
pleja 

En lo que sigue denotamos por C el plano complejo extendido, es decir; C = 
CU {oo}. Una función racional sobre Ces una aplicación R: C -- C de la forma 

R(z) = P(z) 
Q(z) 
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donde P(z) y Q(z) son polinomios complejos sin factores comunes. Se define el 
grado de R como grado(R) = max{ grado(?) , grado(Q)}. Dada una función racional 
R(z) , denotamos por Rn = ~. 

Notación. Denotamos por Rac(C) el conjunto de todas las funciones racionales de 
C:: en si mismo, y por Raed(<'.:) el conjunto de todas las funciones racionales de grado 
d. Parad= 1 se tiene que Rac1(C) es el conjunto de las transformaciones de MObius, 
es decir , transformaciones de la forma z - :;!! , las cuales son difeomorfismos si 
ad -cb# O. 

En nuestro estudio nos restringiremos a funciones racionales de grado mayor o 
igual a 2. 

Defi nic ión 1 Sea R : C -- C una función racional. Decimos que z0 E C es un 
punto fijo de R si R( zo ) = zo 1 y decimos que zo es un punto periódico de período 
e> l de R , si R t(zo) = zo y Rk(zo) f. zo para k = l , , e - l 

Definición 2 Sea z0 E C un punto periódico de periodo e de R . Sea >.(z0) = 
(Rt)'(zo). Decimos que zo es atractor, indiferente o repulsar , si i>.(zo)I < 1 , p,(zo)I = 
1 , i>.(zo)I > 1 , respectivamente, si >.(z0 ) =O decimos que z0 es superatractor. 

Definición 3 Sea R una función racional de grado d ~ 2 . Decimos que R es 
nonnal en un punto z E C si existe una vecindad U de z tal que la sucesión de 
iterados { Rn lU n E N} es una sucesión de funciones equicontinuas de U en 
C:: (esto es, dados u,w E U y € > O existe 6 > O tal que d(u,w) < 6 implica 
d(R"(1'), R"(w)) < < para todo n E N}. 

Se define los conjuntos de Fatou y de Julia de una función racional R 1 respecti· 
vamente, como 

:F(R) = {z E C: R es normal en z) :J(R) = C - :F(R) . 

Definición 4 Decimos que dos funciones racionales R 1, R2 E Rac(C) son conju
gadas si existe un homeomorfismo h : C ___. C tal que R1 oh = h o R2 

Note que las propiedades básicas de la dinámica de una t ransformación racional 
son preservados por conjugación. 
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3 Algunas propiedades básicas de los conjuntos de 
Fatou y de Julia 

Daremos ahora un resumen de las propiedades básicas de los conjuntos de Julia y 
de Fatou. Sea R E Rac(C) una función racional de grado mayor o igual que dos. Se 
t.iene 

l. El conjunto de Julia ..J(R) es no vacío. El conjunto de Fatou puede ser vacío, 
como muestra el siguiente ejemplo , debido a Latt€s, dado por la función racional 

(z' + ! )' 
R(z) = (4z(z2 - ! )) ' 

para la cual se tiene que J(R) = C, por lo tanto .F(R) = 0 

2. Si Zr es un punto periódico repulsor entonces .J(R) =el {z E e Rn(z) = 
Zr , para algún n E N} = Un?:OR n( Zr) . 

3. El conjunto de los puntos periódicos repulsores es denso en .J(R), es decir , cada 
punto z E J(R) es límite de una suceción de puntos periódicos repulsares. 

4. Si w E J(R) entonces .J(R) = el {z E C Rn(z ) = w , para algún n E 
N} = u.,,R "(w) 

5. El conjunto de Julia J(R) es totalmente invariante , es decir, R(.J(R)) = 
.J(R) = n-1(J(R)) Lo mismo vale para el conjunto de Fatou. 

6. Para cada m EN se tiene que .J(R) = J(Rm). 

7. Si Za. es un punto periódico atractor de R entonces .J(R) =a A(za.)' donde 
a A denota la frontera del conjunto A y A( Za.) = { z E e : Rn( z) - Za. ' n -
oo } es la cuenca de atracción de Za 

8. Si z E J (R) y U es una vecindad de z entonces {Rm(U)}meN cubre todo C, 
excepto a lo más dos puntos (Teorema de Monte!). 

9. Si J (R) t iene un punto interior entonces ..J(R) =C. 

Los dos t.eoremas siguientes son de gran importancia en el estudio de iteraciones 
de funciones racionales que t.rat.aremos en las próximas secciones , nos referimos a 
funciones de iteración para encontrar raíces de ecuaciones polinomiales. 

Recordemos que un punto crítico de una función racional R E Rac(i'.'.:) es un punt.o 
w tal que R'(w ) =O. 
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Teorem a 1 (Julia-Fatou) Sea R E Rac(C) una función racional de grado d ~ 2 
Cada órbita periódica atractora de R contiene al menos un punto critico en su cuenca 
de atracción. 

Por lo tanto, necesitamos conocer los puntos críticos de una función racional y la 
cantidad de ellos para tener una estimativa del número de órbitas periódicas atractoras 
que puede tener una función racional, esto es da.do por el siguiente teorema. 

Teorem a 2 (Fatou- Julia) Sea R E Rac(C) una función racional de grado d ~ 2 . 
Entonces R tiene a lo más 2d - 2 puntos criticas, y por lo tanto a lo más 2d - 2 
órbitas periódicas atractoras. 

En lo que sigue denotaremos por Pol(C) el conjunto de los polinomios de C, y 
por Pold(C) C Pol(C) el conjunto de los polinomios de grado d. 

Definición 5 Decimos que un polinomio p E Pol(C) es genérico si tiene todas sus 
raíces distintas. 

En lo que sigue trabajaremos con polinomios genéricos. 

4 Función de iteración de Newton 

La función de iteración de Newton, es quizás, la más conocida y estudiada en 
métodos numéricos para determinar raíces de ecuaciones. Las iteraciones de esta 
función dan origen al método de Newton. 

Sea p E PoY(C). La función de iteración de Newton, NP asociada a p(z), es 
definida por 

p(z) 
N,( z) = z - p'(z). 

Es claro que Np(z) es una función racional de grado d. 
Detallamos a seguir algunas propiedades básica de la dinámica de NP . 

l. Si p (zo) =O si, y sólo si, Np(zo) = z0 , es decir, las raíces de p son puntos fijos 
de NP. 

2. El punto z00 = oo es un punto fijo repulsar de Np. En efecto, es inmediato 
ver que Np(z00 ) = z00 y que N;(z00 ) = ~ > 1 . Por lo tanto1 si la sucesión de 
iterados { N;(z)}n~O de un punto z E C produce un punto en una vecindad de 

sus sucesivas iteraciones se aproximan a una parte compacta de C. 



212 Mé t.odos Numéricos: iw punto de vista dinámico 

3. La derivada de Nv es dada por 

N' (z) ~ p(z)p"(z) 
P (p'(z))' 

Luego si zo es una raíz de p{z) entonces N;(zo) =O 1 esto es, zo es un punto fijo 
superatract.or de NP; y NP es conjugada en una vecindad de z0 a la aplicación 
z - zk en una vecindad de z = O , donde k > 1 es el primer entero tal que 
N~kl(zo) i- O, genéricament.e k = 2 

Observación . Las raíces múltiples de p(z) son puntos fijos atractores pero no 
superatractores de NP , pues si z0 es una raíz de multiplicidad m > 1 de p( z) 
se tiene que N;( z0 ) = ":~ 1 < 1 . 

4 . Desde la propiedad 3, tenemos que los puntos críticos de NP son las raíces y 

los puntos de inflexión de p(z) Los puntos críticos de NP que no son raíces de 
p(z), est.o es , las soluciones de p11 (z) = O que no son solución de p(z) =O, los 
llamaremos puntos críticos libres. 

5. Los puntos críticos de p(z), es deci r los puntos z0 tales que p1(zo) =O , son 
polos de NP 1 y por lo tanto son aplicados en z00 = oo por Np. 

Sobre la localización de los puntos cr ít icos de un polinom io tenemos el siguiente. 

Teorema 3 (Lucas, 1874) Los puntos críticos de p(z) están contenidos en la en
voltura convexa de la.s míces de p( z) . 

Respecto a la conjugación de las transformadas de Newton, tenemos el siguient.e 
teorema. 

Teor ema 4 (Escalamient.o) Sean p,q E Pold(C) . Entonces NP y Nq son conjugada.~ 
si, y sólo si, q(z) = k(p o T)(z) , donde k E C es una constante y T(z) = oz + {J, 
con o :f:. O Además, T es una conjugación entre NP y Nq 

Demostración . Vamos aprobar que To Nq o r - 1 = NP . La parte rest.ante es un 
argumento simple. 

T(N,(T- 1(z))) 

T ( r - '(z) - q(T- ' (z)) ) 
q'(T- 1(z)) 

" ( r - '( z) - q(T-'(z)) + /J) 
q'(T- 1(z)) 
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aT- ' (z) - aq(T-'(z)) + f3 
q'(T-1(z) ) 

( z /3 ) q(Y- 1(z)) 
a---- +/3 

a a q'(T-1(z)) · ~ 

q(Y-'(z)) 
z-(3- q'(T-1 (z))·~ +(3 

p(z) 
z - p'(z) = N,(z) 

Esto completa la prueba. del teorema. 

Este t.eerema es imp0rtainte, pues mediante una t ransformación afín podemos 
modificar la ubicación cle las raíces de p(z) sin modificar cualitati-vamente la dinámica 
de la función de iteración de Newton. 

Por ejemplo, tenem0s el siguiente 

Teorema 5 Sea p( z ) = az2 + bz + e un polinomio cuadrátrico con raíces simples. 
Entonces Np es conjugada a la transformación f( z ) = z2 

Demostración. Sean a, f3 c0n o f f3, las raíces de p(z). Tenemos entonces 
que p(z) = (z - a )(z - /3), y sin perdida de generalidad, podemos suponer que 
O S lal S 1/31 Sea T (z) = ((3 - a )z + a, entonces p o T(z) = p(T(z)) = ((3 -
a)z((/3- a)z +a - f3) = (/3 - o)'z(z - 1) . Sean >. = f3 - o y q;(z) = >.2z(z - 1) , 
es decir, q.x = p o T P0r el Teor.ema 4, tenemos que To Nq,, o r -1 = Np . Ahora, 
tomando q(z) = z(z - 1), se ve que Nq = Nq:.. Luego, NP es conjugada a Nq. 
Finalmente, es fácil probar qae Nq es conjugada a la aplicación J(z) = z2 . Lo que 
termina la prueba. 

Otro argumento ¡:ia:ra cl'em0stra.r el Teorema 3 es el siguiente. Sean a y j3 las 
raíces de p(z), y sea h(z) = ~. Tenemos h(oo) = 1, h(/3) =O y h(a) = oo Como 
h o Np o h- 1 es una transformación racional de grado 2 que tiene cl0s puntos fijos 
supera.tractores, uno ea z = O y el otro en z = oo , y fija a z = 1 , se debe tener 
hoNpoh- 1 = z2 . 

Para polinomios de gra.d0 3, tenemos el siguiente. 

Teorema 6 Sea p(z) = a3z3 + a2z2 + a1z + a0 es un polinomio cúbico con sus tres 
raíces a , b y e distinta·s, las cuales suponemos ordenadas por sus módulos, es decfr, 
O ::; laJ ::; lbl ::; lcl Sea T(z) = (e - a)z +a Entonces Nq es conjugada a N P 
Además, una conjugación es dada por T . 

Demostración. Tenernos que q(z) = po T(z) = p((c - a)z +a) ~ >. 3z(z - l )(z - p) , 
donde A = e - a y p = ~ . Por el Teorema de Reesca..l~miento tenemos que 
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To Nq o r - 1 = NP, en consecuencia las dinámicas de NP y Nq son conjugadas. Lo 
que termina la prueba. 

Para polinomios de grado cuatro t.enemos el siguiente teorema. 

T eor ema 7 Sea p(z) = (z - a)(z - b)( z - c}(z - d) un polinomio de ,qrado 4 con 
todas sus raíces distintas, ordenadas como sigue O :::; lal ::; lbl ::; lcl ::; ldl Sea 
T(z) = (d - a)z +a y sea q( z) = p o T( z). Entonces Nq es conjugada a NP . 
Además, una conjugación es dada por T 

Demostración . Tenemos que q(z) = >.4 z (z - p) (z- µ) (z- 1), donde>.= (d - a)4 , 

p = ~, µ=E;, y por el Teorema 4 se sigue que T o Nq o r- 1 = Np, es decir , Nq 
es conjugado a Np (para la elección adecuada de los parámetros). Lo cual completa 
la prueba. 

En general, dado un polinomio p( z) el conjunto de Julia J( Np) de NP no juega 
un rol importante desde el punto de vist.a numérico, esencialment.e por dos razones: 

i) En todos los ejemplos conocidos J(Np) tiene medida de Lebesgue cero, y se 
conjetura que est.o siempre es verdad. 

ii ) Como J(Np) es la clausura del conjunto de puntos periódicos repulsores de 
Np , puntos próximos a J(Np) son repelidos, y en consecuencia pequeños erro
res computacionales fuerzan a la mayoría de las órbitas regulares a alejarse de 
:J(Np). 

Por lo tanto , desde el punto de vista numérico hay que centrar la atención en 
el conjunto de Fatou F (Np ) de Np Evidencias numéricas- computacionales indican 
que las cuencas de atracción de las raíces son componentes "relat ivamente grandes" de 
F(Np) , pero pueden ex ist ir otras cuencas de órbitas periódicas at.ractoras, las cuales 
si existen , no corresponden a raíces de p(z ), y comenzando con un punt.o de ellas las 
iteraciones del método de Newton no convergen a una raíz de p(z). Para detectar la 
existencia de ese t ipo de órbit.as periódicas atract.oras usamos el Teorema l. 

Ahora , para un polinomio genérico p(z) de grado d t.enemos que 

N (z) = zp'(z) - p(z) 
P p'( z ) 

es una función racional de grado d, como p( z) tiene d raíces , las cuales son punt.os 
fijos a.tractores de Np , nos restan d - 2 puntos críticos, los cuales pueden ser libres 
o no. 



Sergio Plaza S. 

5 Función de Iteración de Halley 

La función de iteración de Newton, N,,, asociada a una función p(z) puede ser 
obtenida de varias maneras distintas, muchas de ellas clásicas. Ahora veremos como 
se obt iene la función de iteración de Halley. Para ellos primero recordemos que la 
función de iteración de Halley asociada a una función analítica /( z) es dada por 

H 2/(z)f'(z) 
¡(z) = z - 2(/'(z))2 - / (z)f"(z) 

Una manera de obtener esta fórmula es aplkar el método de Newton a la función 

g(z) = __Li:L, ¡n;¡ 
o otra es considerar el desarrollo de Taylor de f (z) para Zn próximo de un cero de 
f (z) = O. Preferimos esta última posibilidad . Tenemos entonces 

w = /(z) = /(z.) + /'(z.)(z - z.) + f";z.) (z - z.)2 + T.O.S. 

donde T .O.S. denotan los términos de orden superior , despreciando estos, nos queda 

/"(z ) 
w = / (z) = /(z.) + /'(z. )(z - z. ) + T (z - z.)2 

para obtener Zn+I resolvemos la ecuación 

/(z.) + /'(z. ) (zn+l - z.) + r;z.) (zn+l - z,.)2 

( ' /"(z.) ) /(z,.) + (zn+l - Zn) f (zn) + - 2-(zn+l - Zn) , 

de donde, 
/(z.) 

Zn+ I = Zn - f'( z n) - ~(Zn+I - Zn) 

Ahora aproximando Zn+t - Zn por la corrección de Newton - ;1~::~ , nos queda 

2/(z.)/'(z. ) 
Zn+ I = Zn - 2(/'(z.))' _ / (zn)f"(zn) , 

es decir, tenemos la fórmula de iteración de Halley. 
Dos propiedades básicas de la función de iteración de Halley son las siguientes: 
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l. Si a es un cero simple de f entonces o: un punto fijo de H ¡. Además, H/(a) = 

H/(o) =O y Hj'(a) #-O (genéricamente) , luego H 1 es una función de iteración 
de orden menos 3 . 

2. HJ'(c.) = - ( l:¡;/;f- j (~)') = - S(!)(c.). 

Observa ción Al aplicar el método de Newton a g( z ) = J( z )/ /'(z) se obtiene una 
función de iteración 

J(zn)f'(z.) 
Zn+I = Zn - (!'(z.))' _ J(zn)f"(zn) 

que corresponde a la función de iteración de SchrOder de tercer orden. 
Por ejemplo, para /(z) = zd - r, tenemos 

H (z) = (d - l) z' +1 + r (d + 1) 
1 (d+l) z'+r(d - 1) 

Ahora estudiaremos la función de iteración de Halley para algunos casos especiales. 
Sea p( z) = a z2 + bz + e, con a f. O, un polinomio cuadrático. Considerando la 
aplicación T( z) = 2az + b tenemos 

H 0 - 1 H (r- 1 ) - 1 2p (r - 1(z )) p' (r - 1(z)) 
' r (z )= ' (z ) =r (z) - 2((r- 1(z))) - p (r- l (z))p"(r - l(z))' 

luego 

2aHP (r-1(z)) + b 

2a ( r - '(z) - 2p (r - '(z))p' (r-'(z )) ) + b 
2 (p' (r- l( z ))) - p (r- l (z )) p" (r - l(z)) 

a -- - 2a +b 2 (
z - b) 2p (r - 1(z) )p'(r- 1(z )) 

2a 2 (p' (r- 1(z) ))2 - p (r- 1(z ))p"(r- 1(z)) 

z _ 20 2p (r- 1(z ))p' (r- 1(z)) 

2 (p' (r- 1 (z)) )2 - p (r - ' (z))p'' (r- l (z )) 

2a2 _..!:_( z2 + 4ac- b2)z 
4a 

2z2 - _!__ (z2 + 4ac - b2 ) 2a 
4a 
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, _ 2z(z2 -A) 
· 3z2 +A 

= H,(z) , 

donde q(z) = z2 - A y A = b2 - 4ac 1 es decir, r o Hp or-1 = ff q y tenemos probado 
el siguiente teorema. 

Teorema 8 Sea p( z) = az2 + bz + e, con a f. O, un polinomio cuadrático genérico, 
y sea q(z) = z2 - A , donde A = b2 - 4ac Entonces Hp es conjugada a ffq, una 
conjugación es dada por la aplicación afín r( z) = 2az + b. 

En consecuencia para est.udiar la función de iteración de Halley asociada a un 
polinomio cuadrático genérico p(z) = az2 + bz +e es suficiente estudiar la dinámica 
de la función de iteración de Halley del polinomio q(z) = z2 - A , donde A = b2 - 4ac. 

Más genera.11 tenemos el siguiente teorema. 

Teorem a 9 Sea p E Pol(C) y sea T(z) = oz + fJ, con a f. O, una transformación 
afín. Sea q(z) = (p o T)(z) entonces To u, o r-1 = H, . 

Demostración. Tenemos que 

_ 1 _ _ 1 _ 2q (T-1(z))q'(T-1(z)) 
H, (r (z)) - T (z) 2(q (T-l(z))J' - q (T-l(z)) q" (T-l(z)) 

Ahora como q o T-1(z) = P(z) tenemos que (q o r-1)' (z) = q' (T- 1(z)) (T-1)' (z ) = 
q' (T-1(z)) .!_ , de donde q' ('.r- 1(z)) =a (q o T- 1 )' (z) = op'(z), es decir, q'oT - 1(z) = 
op'(z). Lu~go a p"(z) = (q' 0 r - 1)' (z) = q" (T-1(z)) (T - 1)' (z), de donde a p"(z) = 
q11 (r-1(z)) .!. , y de esto q1' (r- 1(z)) = o 2p11(z). Reemplazando esto en la expresión 

Q 

de H,(T-1(z)), obtenemos 

z - (J 2p(z)p'(z) 
H, o T- l(z) "' -a- - a (2 (p'(z))' - p(z)p"(z)) . 

Por Jo tanto, 

(
z - (J 2p(z)p'(z) ) 

"'T --- 2 
a a (2(p'(z)) - p(z )p"(z) ) 

~ a(:::..!!._ 2p(z)p'(z) ) + (J 
~ a a(2(p'(z))2 -p(z)p"(z)) 

217 
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2p(z)p'(z) 

2 (p'(z}} - p(z}p"(z} 

H,(z}, 

esto es , To Hq o r - 1 = Hp , lo que complet.a la prueba. 

Teorema 10 Sea p E Pol(C) y b E C una constante dist inta de cero . Si Q( z ) = 

bp(z ) entonces H¡¡ = Hp 

Demostración. Tenemos que 

H;(z} 

lo que completa la prueba. 

2q(z}Q'(z} 

z - 2 (q'(z}}2 - q( z}q"(z} 

2bp(z}bp'(z} 

2 (bp'( z }} - bp( z}bp"(z) 
2b2p(z}p'( z} 

z - b2 (2(p'( z}} 2 - p( z}p"(z}) 

2p(z)p'(z} 

z - 2 (p'( z}}2 - p( z}p"(z} 

H,(z}, 

Para el caso especial de polinomios cúbicos t.enemos el siguiente 

Teorema 11 Sea p(z) = (z - a)(z - b}( z - e) un polinomio cúbico genérico, con 
a , b y e sus ra.íces, ordenadas del siguiente modo O :S: lal :S: lbl :S: lcl Sea T( z) = 
(e - a) z + a y q(z) = p o T(z ). Entonces Hq es conjugada a Hp , y T es una 
conjugación. Además, si Q( z ) = z(z - l ){z - p) , donde p = (b - a)/ (c - a) entonces 
H q es conj ugada a H ¡¡ 

D e mos tración . Tenemos que q( z) = >. 3 z(z - l )(z - p) , donde >. = e - a y p = 
(b- a) / (c - a). La prueba se .sigue directamente de los Teoremas 7 y 8. 
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6 Puntos críticos de la función d e iteración d e 

Halle y 

Sea p(z) E Pol(C) un polinomio complejo, y sea H,(z) = z Zp(z)p'(z) 
2 (p'(z)) - p(z)p"(z) 

su función de iteración de Halley asociada. Tenemos 

, (p(z))2 (3(p"(z))2 - 2p'(z)p"'(z)) 
H,(z) = , 

(z (p'(z))2 - p(z)p"(z)) 

luego, H~(z) = O si y sólo si, o bien p(z) = O (raíces de PÍ o bien S(p)(z) = O, 
donde 

p"'(z) 3 (p"(z))' 
S(p)(z) = PTzJ - 2 p'(z) . 

es la derivada Schwarziana de p( z) 
Ahora, si p(a) = O entonces H;(a) = O y por lo tanto las raíces de p(z) son 

puntos fijos supera.tractores de Hp. Por otra parte, la ecuación de ~unto fijo, Hp(z) = 
z tiene como soluciones las raíces de p(z) o las soluciones de la ecuación p'(z) = O, 
es decir, los puntos críticos de p(z). Ahora, si f3 es un punt0 fij0 de Hp que no es 
raíz de p entonces 

' (p(¡J))'3(p"(¡J))' 
H,(/l) = (p(¡J))'(p"(¡J))' = 3, 

por lo tanto los nuevos puntos fijos q\le aparecen para H P son repulsores, y como 
ta.les pueden a.ltera.r la cuenca de atracción de las raíces. 

Los punt.os críticos libl'e son las soluciones de la ecuación Sp(z) =O y que no son 
rafees de p(z). C0mo Hp(z ) es una función racional de grado 2d - l y p(z) tiene 
d raíces, existen d - l punt0s críticos libres. 

7 Funciones de iteración d e Konig y de Schroder 

Sea p E Pol{C) un polin0mio. Se define la familia de función de iteración de KOnig 
de orden u = 2, 3, . I< u,p , asociada a p como 

(l / p(z))(u-2) 
K,,,(z) = z +(a - 1) (l / p(z))l•- I) 

Por ejemplo, podemos cakular fácilmente las funciones de iteración de KOnig de orden 
2 , 3 y 4 obteniendo 
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K2~(z) (fllnción de iteración de Newton) 

2p(z)p1(z) = Hp(z) (función de it.eración de Halley) 
2 (p' (z) ) - p(z)p"(z) 

3p(z) (p(z)p"(z) - 2 (p'(z))2) 

6p(z)p'(z )p"(z) - 6 (p'(z)) - (p(z)) p"(z) 

Como vemos la complejidad de las expresiones para las funciones de iteración de KOnig 
van creciendo con el orden u , esta denominación para el orden es justificada por el 
siguiente teorema 

Teorema 12 (!13]). Sea g : C--+ C una función analítica, y sea Kr:r,g su función 
de iteración de K iinig asociada. Si z0 es un cero simple de g entonces 

Vemos entonces que, localmente, la función K r:r,g en una vecindad de zo es con
jugada a la función J(z) = z" en una vecindad del origen. 

Definimos ahora otra familia de funciones de iteración . Sea p E Pol(C) un poli
nomio. La función de iteración de SchrOder de orden a = 2, 3, . , S,,,p , asociada a 
p( z) es dada por 

s.,,(z) =z+ 'I: c.(z)(-p(z))' , a=2, 3,. 
k = l 

donde 
1 ( 1 d )k-I 1 c,(z)=- -- -
k ! p'(z) dz p'(z) 

c,;.¡f r = (~f) (~f) -- -(~~) 
(k-1)- / lld.oru 

Tenemos el siguient.e teorema 

Teore ma 13 {113]). Sea g : C __.Cuna/unción analítica, y sea 511,9 su/unción de 
iteroción de Scltri:ider de orden a asociada. Si zo es un cero simple de g entonces 
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Por lo t.anto, c0m0 antes tenemos que, localmente1 la función Su,g ea una vechi.dad 
de z0 es conjugada a la función f(z) = zq en una vecindad del origen. 

Calculando las pr.imeras tres f.unciones de iteración de SchrOder, tenem.os . 

s,~(z) Np(z) (f.unción de it.eración de Newton) 

s,,,(z) 
p(z ) p"(z) (p(z))2 

z -p'(z)-~ 

s .,,(z) = 
p(z) p"(z) (p(z))' G (p"(z))2 - ~p'(z)p"'(z)) (p(z))3 

z - p'(z) -~ - (p'(z))5 

Respecto a la conduga.dón de estas funciones de iteración teaem0s 

Teorema 14 Sea p E P0~(C) un polinomio y sea k E C una constante. Si q(z ) = 

kp(z ) entonces I<u,q=I<u,p y Su,q= Sn,p para a=2, 3, 4 . 

Demostración. Pa=ra I<2,q (Newton) y ](3,q (Halley) ya lo pr.obam os. Para a= 4 
tenemos 

J(,,,,(z) 
3q(z) (q(z )q"(z)- 2 (q'(z))2) 

6q(z)q'(z)q"(z) - 6 (q'(z)) - (q(z)) q"'(z) 

3ap(z )' ( ap(z)ap"(z) - 2a2 (p'(z))2) 

z - 6ap(z)ap'(z )ap"(z) - 6a3 (p'(z))3 - a 2 (p'(z))2 ap"'(z ) 

K,,,(z) 

Para las funci0nes de i·teración de SchrOder, vimos que S 2,q (Newton) y no tenemos 
nada que probar. Pa-ra u = 3, tenemos 

q(z) (q(z))2 q"(z) s,,, = z - q'(z ) - 2WWT 

ap(z) a2 (p(z))2 ap"(z) 
z - ap'(z ) - 2a3 (p'(z)) 

p(z) (p(z))2 p"(z ) 
z - p'(z) -~ 
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= s,,,(z) 

Finalment.e , para a = 4 , tenemos 

s.,,(z) 
z _ ap(z) _ a'P''(z) (p(z))2 

ap'(z) 2a3 (p'(z)) 3 

Ga' (p"(z)) 2 - ~p'(z)p"'(z) a3 (p( z))3 

a5 (p'(z)) 5 

p(z) p"(z) (p(z))' G (p"(z)) 2 - ~p'(z)p"'(z)) (p(z)) 3 

z - p'(z) - 2(;;Tz)T- (p'(z)) 5 

= s.,,(z ) . 

Lo que completa la prueba. 

Teorema 15 Sean T(z) = oz+/3 con o# O, y p E Pol(C) Sea q( z) = (poT)(z) 
entonces To K (1,q o r-1 = K u,p y To Su,q o r- 1 = Su,p, para a = 2, 3, 4 

Demostración. Para Ku con a = 2, 3 ya fue probado. Ahora 1 como p( z) = 
q oT-1(z) tenemos p'(•) = q' (1' - '(•)) (1' - 1)' (•) = q' (r- ' (•)) /o , de donde q' (T-'(z)) = 
ap'(z), es decir , q1or- 1 (z) = op1(z), derivando otra. vez tenemos ap"(z) = q11 (T- 1(z)) fa, 
luego q1' o r - 1(z) = a 2p11(z), finalmente de modo análogo vemos que a 2p111 (z) = 
q111 (r- 1(z)) /a y de ahí obtenemos q111 o y- 1(z) = a 3p111 (z) . 

Usando esos cálculos, tenemos 

K.a,qoT - 1 (:: ) = r - 1(.::) 

Así, 

6q(T- ' (•)) q' (T - '( •)) q" (T - '(•)) - 6 (q' (T - 1(<)))3 - (q (T - 1 (<)))2 q'" (T - 1(<)) 

d - 3p(i;) ( o-2p(z)p"(.::) - 202 (p'(::))2) 

6a3p(:}¡J 1(:)¡i 11 (z) - 603 (p 1(:)) - (p(:)) olp"'( ::) 

;; -{J _ 311(.r) (11( .i:)¡i"(z) - 2(p1(z))2) 

o (61,( •)¡i(<)p"( •) - 6(¡i(z))3 - (p(• ))' p"'('l ) . 

(
z - p 3p(z) (1, (<)p"(z ) - 2 (p'(z)) 2) ) 

º - -- +P 
o o ( 6p(z)p'(z)¡i'(z) - 6 (p'(z))3 - (p(.))2 p"'(z)) 
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3p(') (*lv"(,) - 2(p'(zll') 

' - 6p(,)p'(z)p"(') - 6 (p'(,))3 - (p(z))2v"'(z) 

K4,p{z) 

Para las funciones de iteración de SchrOder, tenemos 

ToS,,,or-'(z) = T (r-1(z) -~ _ </'(T- '(z))(q(T- '(z)))' ) 
q' (r- 1(z)) 2 (q' (T- 1(z))) 

luego, 

(z - /}) op(z) o o2p"(z) (p(z))2 

a-,,- -op'(z) - 2o' (p'(z))3 +/J 

p(z) p"(z)(p(z))2 

z -p'(z)-~ 

s,,,(z), 

r - '(•) _ '(r- '(zl) _ (q (r- '(.l))' q" (r- '(.l) 
q' (r - •(z)) 2(q' (r- •(.))) 

(q (r- •¡,¡))' G (•" (r- '(•l))' - ~q' (r-'(•l) q'" (r- •¡,¡¡) 

- ¡,· ¡r-•(•)))' + P 

o' (p(.))3 !_ (r"«ll' - '•'l•)r"'t<l) ' - P p(.) (p(.))2 o 2p"(.) 2 6 
- - ap1(z) - 20 3 (p'(.:: ))3 - a~ (p1(z)) 

z - fJ p(.¡ o (p(z))2 p"(z) 
o - .,- - 0 op'(z) - 2o (p'(z)) 

o (p(z))3 G (p"(z))2 - ~p'(z)p"'(zJ) + 
o (p'(z))' /J 

s,,,(z) ' 

esto es To SM o r- 1 = S4.,, . Lo que completa la prueba. 

De lo anterior, tenemos la siguiente 
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Teore ma 16 Sea p( z ) = (z - a)(z - b)( z - e) un polinomio cúbico con tres raíces 
distintas, ordenadas por Q ~ l•I ~ lbl ~ lcl. Sean T (z) = (e - o)z +a y q(z ) = 
p o T(z ) . Entonces I<a,p es conjugada a Ka,q , y Sa,p es conjugada a Su,q , para 
a= 2, 3, 4 , y una conjugación es dada po1· T. Además, si q( z) = z( z - l )(z - p) , 
donde p = (b - a) / (c - a ) entonces K rr,q es :;onjugada a K a,ij , y Sa ,q es conjugada 

11 Sa,¡¡ , para u = 2, 3, 4 . 

D e mos t r a ción . Tenemos que q( z ) = >. 3z( z - p)(z - 1) 1 donde ,\ =e - a y p = 
(b - a)/(c - a) , la prueba se sigue d irectamente desde el Teorema 10 y 11. 

El est.udio de los puntos crít icos li bre de las funciones de iteración de KOnig y de 
SchrOder escapa al objet ivo de este t rabajo. 
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