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En la modelación de numerosos fenómenos físicos que tienen aplicaciones en lng·e-
11iería , las Ecuaciones en Deri vo.das Parcio.lcs (EDP) , lineales y no li neales , cons
tituyen una herramienta ma.t.emá.t.ica muy útil , que permite Ja descri pción de los 
fenómenos y el estudio de los problemas relacionados. 

La teoría asociada a las EDP es bastante compleja , y su desarrollo ha dado lugar 
a importantes aplicaciones . Este trabajo tiene como objetivo mostrar a lgunas de 
estas aplicaciones considerando un problema elíptico con \-a.lores en la front.ern de 
gran importancia en t-. lecá.nica de Sólidos: el Sistema de Elas ti cidad. Este problema 
consiste en un conjunto de ecunciones que describen los pequeños desplazamientos de 
un sólido elástico debido a las deformaciones, con1.racciones y fuerzas aplicadas . La 
Teoría de la Ela.s1.icidad se ha dedico.do a stud iar es te tipo de fenómenos, rela t ivos 
a la mecánica de cuerpos sólidos, y se fundamenta en las ecuaciones es t ablecida.s por 
Cau hy y Poisson en la década de 1820 [3J . El lector para profundizar en detalles 
técnicos puede consultar ji ). 

Conocido el problema, se entregan algunos resultados sobre Espacios de Sobolev y 
sus propiedades aplicadas a la Formulación Variacional , lo cual nos permite plantear 
un esquema de solución débil o generalizada. Se es tudia la existencia , unicid1:1.d y 
en &lg uuos casos la caracterización de este tipo de so lur ión en espacios funcionales 
adecuados . Además se ent.regu.n a lgunos propiedades de aproximación de soluciones, 
basadas e.n el Método de Cale1 kin . 
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1 Motivación: El Sistema d e Ela ticidad 

Sea íl un subconjunto abierto , acotado y conexo de IR" , de frontera r , C 1 por parl,es; 
r0 una parte de r con medidn superficial estrictamente positiva y r 1 el complemento 
dc r 0 cn r 

Consideremos un sólido elástico homogéneo e is6tropo, que se encuentra sometido 
a una densidad voh'imica de fuerzas 7 en íl y a una densidad superficial ele fuerzus 
!l sobre r 1. Denotamos por 1t los desplazamientos del sólido, los cuales son fijos y 
nulos sobre 1"0 (ver Figurn 1.1). 

Figuro. 1.1 
Supo111endo desplazamientos peque1los y aplicando la Ley de Hooke, obtenemos 

la ecuación constitut ivn 

o,, (ü)= ,\ ('\7 • 1t)6¡J+2¡u:,,(l1) , 1 $ 1, J $ n ; (1.1 ) 

donde t,,( u) denota el tcn.~or de deformact0ncs definido como 

(l.2) 

u,, (M) denota el tc,isor de esfuerzos. En ( Ll) >.y µ son constantes llnmadus 
rorulanlc.~ de L-0.mé , que verifican >. ~ O 1 µ > O. 

En \"lrtud de la scg"ndn ley de Newton, se tiene Ja ecuación de equilibrio 

" ºº"(u)+¡,= o en n ( l.3) 

Y t'D la frontera 

u= o en ro (l.4) 
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a • T'/=ff e11.r 1 (1.5) 
donde r/ es el vector normal a r 1 , dirigido bada el exterior de n. 

Así , obtenemos el siguiente ~rnblema de valores de contorno: Dadas las funciones 
f =(Ji, . ,f0 ) de (L2(il))"y g'=(g¡, ,g,.) de (L2(r1))" , halla1· una fun ción 
1t=(u1 , .. ,un) solución de 

para todo i = 1, . ,n. 

n 8 
L-a¡;(u)+ J;= o en n, 
j=lªXj 

U¡= Ü sobre ro , 

La¡;(U)17j = 9i sobre f 1, 

j=l 

2 Resultados sobre Espacios de Funciones 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

Definición 2.1 Sea .íl UR SW!bc0n1unto abierto de IR". Denotamos por cr; (f2) o 
V(n) el espacio de todas las fuFJ.ci0FJ.es f : .íl -<tque son infinitamente diferenciables en 
n y que tienen s0p0rte com•paoto en n . A men0s que se baga explícit0, se considero.nl 

f•il-JR. 
Ejemplo 2 .1 C0nsideremos la f.u nción ¡p: .íl - lR definida por: 

ip(x)= { ex¡~{fa:-afLr2} si[x-a/ < r, 
O si /x - a/ 2: r, 

donde [y/ = (L:~ 1 yl)~, es la norma euclideana de y en IR". 

Notación Si a= (a1 , •. ,a·., )E N" es un multi-índice, 

8º - (_!___)º' (_!___)º"_ --8-101- donde /a l = a 1 + .. +a,.. - ax¡ . ax,, - axfl... ax~n' 
D e finición 2.2 (Convergencia en C:'(f2)). Sea (rp 11 )" una sucesión de C:' (O), se 
dice que t.p,. - O en CQ(O) s i (i) el soporte de cpn está conr.enido en un compacto 
fij o /( den ; (i.i) a0 1.p., -~O uniformement.e sobre K , cuando n - oo y o EN ". 

D efi nición 2 .3 Se define el espncio V'(O) de las dis tribuciones sobren como el 
espacio dual de V(D) , es decir, el espacio de las formas lineales cont.ínuas sobre V(O). 
La cont inuidad se define como da.da l{J ., __, O en CQ (fl ) en1 onces, µ.(cp,,) _, O en a:, 
conµ EV'(il). 
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DeAnic ió n 2.4 Seo íl un abierto de IR" . Denotamos por / .. 2(íl) el espacio ele 
lrui funciones de cuadrado i'ntegro.ble sobre n relativa a la medida de Lebesgue dx = 
d.:¡ . dzn en Ul". 

Se puede mostrar que J}(íl) es un espacio de Hilbert con el product.o escalar: 

< f, 9 »=In!(•) g(•) dz. 

La norma correspond ient.e 11/lll = < f, f >,= In 1 / (•} I' dz . 

Definición 2.5 Dada f E J}(íl} , se dice que 8,f E L2(íl} en el sentido distribu
clonal, s1 existe gE J}(O) tal que 

- In f 8,'!'d• = In g 'l'dx V 'I' E C8"(íl}, y ae escribe 8; f := g. 

Ejemplo 2.2 Considere la función: 

f(x) = { • 'O < • $ 1, 
1 ' 1 $ :t < 2, 

con íl =(O, 2). Es fácil probar que /' E L2(íl) , donde 

f'( x) _ { 1 , O<•< 1, 
- o ' l < :t < 2. 

En general, dada v E L2(íl) no siempre u', en el sentido distribuciona.l, est.á en L2(íl), 
lo cuaJ nos lleva a int.roducir el espacio de Sobolev, 

H 1(íl) := {u E L2 (íl} : u' E L2 (íl)} , (2.1} 

dotado del producto escalar 

< u, v > 1= J0 [u v+ < V'u , 'il u >Jd:c (2 .2) 

y la norma asociada 

llulll=< "·. >1 (2.3} 

A conlmuación se da h~ propiedad fundamenta\ del espacio /·/ 1 (íl) que motiva su 
lntroducc16n. 

Teorema 2.1 El espacio H 1(S1) es un espacio de Hilberl con el producto escalo.r 
(22). 
Oemo tración . Sea (u111) una sucesión de Cauchy en f/ 1(íl), entonces (11111) y 
(t-:-). 1 S ' S 11 son sucesiones de Ca.uchy en L2(0). Como el espacio J}(íl) es 
compk!10, exis1eo dos funciones v y v, ,1 ;:; i $ n , tales que 
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(2.4 ) 

~ -1 v; en l 2(íl ) , 1 S i S n . (2 .5) 

Podemos verifi car que V¡ = ~ en el sentido de las dis l1ribuciones sobre n. En efeclo , 

por In cont inuidad de la inye~ción canónica de L2(fl ) en D'(fl ), se deduce de (Vt) y 
(2.5) 

v,,, - ·u en V' (f2 ) , 

~ - • ·u¡ en V'(íl) , l S i S n . 

Aplicando In cont inuidad de la derivación de V'(íl) en V'( íl ), (2.6) implica 

~ -1 -9;¡ en V' (íl), 1 S i S n , 

y en virtud de la uni cidad del límite en V' (íl) , se concluye de (2. 7) y (2.8) 

IJ¡ = '9;¡, l S i S rt . 

(2 .6) 

(2 .7) 

(2 .8) 

Así, -1;; es una función de /..i 2(íl), l S 1: S n , y por t.anlo v pert.enece 11 H 1(íl) . Lueg·o 

v.., t iende a ven H 1(íl) y queda mostrndo n.sf que H 1(íl) es un espacio de Hilbert.. • 

Teorema 2. 2 El espacio /·/ 1(íl} es sepurnb le, es decir , exis te un conjunto enumer· 
nble denso en H 1(íl) . 
D e mos tración . Considernmos dos resultndos generales: el product.o de dos es· 
pacios separables es sepu.rnble; si 8 es un espacio méLrico y si F es un subconjunto 
cerrado de E, en1.onces sep1tru.bil id ud de 8 implica la de F. En efec to, si (em) es una 
sucesión densa en 8 , In sucesión (!,,, ) , con /,.. proyección de em sobre F, es densa en 
F. 
Se int roduce el espacio {L2(íl))"+1 de ludo de la estru ctura natural de espacio de 
Hilbert, y se define la a plicación 

de H 1(0) en (L1(íl ))"+1 . 

J :v -· [ u ,~ 1 ••• ,t:] 

La a plicación J es isomét.ri cu. : 

de do nde f/ 1(0 ) se icl ent.ificn con el subcspncio cerrado J(H 1(0)) de (l 2 (0))"·+1. 

Como (L1(0))"+1 es separable se deduce que J(H 1(0)) es sepa.rabie, concluyendo así 
el rcsu 1 tndo. 
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Como una genernlizoción del espacio H 1{íl) se define el Espacio de Sobolev de 
orden 111 sobre n: 

il"'((l) = (v E L2((l) , 8ºv E L'(n ), 1 a IS m }, 

dotado del producto escalar 

y su normn correspondient.e 

llull;, = < u, u>.,, . 

Al igual que pa.rn N 1 (íl}, se tiene el siguient.e resullado. 

(2.9) 

Teorema 2.3 El espacio f/"~(n) es un espacio de Hilbert separnble con el prod ucto 
inlcrno (2.9). 

Definición 2.6 Se denot:n por HJ(n) In ndberencia de V (n) en H 1(íl). 
Gn el caso particula r den =IR" , el espacio V( m.n) es denso en /1/ 1(IR."). 

Defi nición 2. 7 Se den0t.a por ·v(TI) el espacio de las funciones infinitu.ment:e d ifer
nciables y de soport.e compacto en 'IT. Esto significa que una función pertenece a V (ri) 

si es In rest.ricción en íl de una función de V {i9 ), donde 19 es un abierto de H11 que 
co11t icnc a ri. 

Finalizamos esta sección dando a lgunos resultados clásicos que serán ul:ilizados 
posteriomente1 ent.re est.os la desigunldnd de Poincaré y les identiida.des de Green, que 
nos ayudarán a deducir la formulaciones variacionales respect.ivas y sus propiedades. 
Teor em a 2.4 (TeonJ.ma de la Traza). Sea. n un abierto acot:ndo de IR" de front:era 
r ' C1 por partes. Entonces V(IT) es denso en f{ 1(P.) y la aplicación /O : V ·-· / O'IJ = 

u Ir de V(ri) eu Cº(r) se prolongo. por cont inuidad en una aplicación lineal contínuo. 
de f1 1(íl) en L2(r) que se denotn -YO· 

La aplicación ¡ 0 así definida es llamndn a,,licación 1hiza y su vnlor 1'ov pu.rn una 
función u de /·/ 1(S1) se den01ninn 1h1za de ti sobre r . 
Demo tración . BI lector puede consultar !4J. • 

Como consecuencitl del Teorema de Trnza 1 damos la siguien!1e cu.racLerización del 
subespacio HJ(n) de N 1(n). 
Teore ma 2 .5 Sea n un ttbierto acotado de m.n de front.ern r 1 C' 1 por partes. 
Emouces HJ{íl) es al mLcleo de ¡ 0 , o.plicnción traza de H 1(íl) en L2(r), es decir, 

HJ (íl) = (u E i1 1(íl}; u Ir = O} . 
Teorema 2.6 Sean un abierto acotado de IR" de front.era r, C 1 por partes. En
tonces le. inyección canónica de /1 1(íl) en L2(fl ) es compact.a, es decir, todo conjunt,o 
ncolndo de /:1 1(0 ) es relo.tivnmcnte compacto en L2 (íl). 
Demostración. El lector puede consultar [4J. • 
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Este resultado de compacidad nos dice que dada una sucesión aco tada de funciones 
en H 1(n )1 es posible ex traer una subsuces ión convergent.e en L 2(n) . 
Teorema 2. 7 ( Des igualdad de Poincm·i) . Si n es aco tado 1 exist.e una constante 
e = C (l1) > o Lal que 

V v E HJ(l1), llvJl2 $ C(l1 ) (í::~~1 Jlli'; Jl l) j · 

Demos tración. Consideremos la fun ción 11 E V(n) y su prolongación ii a cero 
fuera de n . Se puede most~rnr que V es una función de H 1(ITl" ). Como n es acotado 
podemos suponer que está cont.enido en Ju banda a $ z n $_ b. Hacemos 

x = (x1 , x,,) , X 1 = (x¡ , .. . , Xn-1), 
y as í podemos escribi r 

¡"· 8ü v(x', x,,) = ;;----(<, t) dt .. 
" vx ,. 

Aplicando Ja desiguald ad de Cu.uchy-Schwa rz tenemos, 

1 v(x', x ,, ) l's (x,, - a) f" ' 1 !" (x', t ) 1' dt s (x ,, - a) r- 1 88¡; (x ', t) 1' dt. 
Ía u X 11 J--QQ X 11 

Así 

J. 1 v (x', x,,) 1' dx' s (x ,, - aJ f, 1 a;; 1' dx 
ll " - 1 Dl. " 8x n 

J. 1ü1' d"' =f.' (f, / v( .•'. x ,, ) 1' dx' ) <lx ,, s ~ (b - a)' f, / 88¡; 1' dx. 
" " ., líl" - 1 2 IR" x ,. 

Obtenemos así In desigualdo.d 

l/vl/ l S j (b- a)' l l ~ Jl l 'lv E V(l1 ) 

y por densidad de V (íl) en HJ (íl) , se obt iene la misma desigu aldad para toda t1 E 

~~ . 
Corola rio 2 .1 Si n es aco tado, hi seminormn 

( " Bu ) ! 
lv l1 = ~JIBx,Jll , 

es una norma sobre HJ(íl) equiTJa le11te a lo norma inducida por JI· 1[ 1 • 

T eore m a 2.8 (Fórmula de Green) . Sen n un abier to acot.ado de fronLera r , C1 

por par tes. En tonces, s i u y t1 .son dos funciones de H 1 (O), se 1 iene 
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f 8
8 11 V dx = - f IL {Ju dx + ( U Uf¡. do , } :$ i :S: 11. 1 (2. IQ) 

Jn x; Jn 8x, Ír 

donde 'h es el n-ésimo coseno director de la normal '1 a r dirigida hacia el exterior de 
n. 
De mos tración. Si u (respec. u) pertenece a H1(fl), aplicando la primera parte 
del teorema 2.4, existe una sucesión (11m) (respec. (u,.)} de V(ñ) que converge a u en 
f/ 1(0), (rcspec. n. v en H 1(D)). Para los funciones u'" y 1111 de V(IT) se t iene 

f 8
8"mup dx = - f ·11 111

8
8Vpdx + f Umv,,111 do, 1 :S: i :S: n, 

Jn x1 ln x1 lr 
y de aplicar la segunda pMtc del Teorema 2.4, en el limite se obtiene (2.10). • 

T orema 2.9 Dado un abierto n, acotado y de rront.era r , C 1 por partes, la apli
cac1ón ,._ ""fv = hou, 11u) = [•Ir,~ Ir] deV(n) en L2(r )xL2(r) se prolonga 

en una aplicación lineal cont.fnua de H2(D) en L2(r)xl1(r). 
Demostración . Aplicando el Teorema 2.4 se puede definjr la traza 'Yov = v Ir 
de t· e H2 (0). Como -/;¡, l :S: i :S: n , es una función de H 1(D), también se puede 

definir la 1raza 'lo (i;:) =~Ir y I;; Ir está en L 2(r). Luego la función 'lilt Ir está 
dl'finida en L1(r) , como producto de una función de LOQ(r) por una fonción de L2(r), 
de manera que In derivadtl norma l 

~Ir= tq.~ Ir 
a,., ·· • lJ:r., 

C3t á definida como una función de L2(f}. Queda así demost.rado el teorema. 

Como con.secuencia de los teoremas 2.8 y 2.9 se tiene el siguient.e resultado: 
Coro lar io 2.2 Suponga. que n es un abierto acotado con frontera r1 C1por pllrtes. 
Para toda función u€ /·/ 2(D) y toda íunción v E H1(n), se t.ienc la fórmula de Green 

- Jn(t:m) ti dx = L?. 1 In l;;li;d:x - Ir ~v do. (2.11) 

3 Formulación Variacional 

Con el 60 de ilust.rar hu; propiedades de la FormuJación Variacional consideraremos 
el problema de Oirichlet : 

Se.a O un abierto o.cot.ado de IR" , con frontera r , C 1 por partes. Dada una/unción 
f E L2(!l), hallar una función u definida en !l y !Oluaón de 

- 6.u=/ eníl, 

u = 0 "ºbrer. 

(3.1) 

(3.2) 
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Suponemos que la solución 11. del problema (3. 1)·(3.2) es lo suficientemente regular, 
por ejemplo u E H 2(íl), Mult.iplicamos ambos lados de la ecuación (3. 1) por unn 
fun ción test v E HJ(íl) e int.egramos sobre 0 1 obteniendo 

- fn(t:lu) vdx = foJvdx . 

Utili zando la fórmula de Green (2.11) y teniendo en cuent.a que v Ir= O tenemos, 

"J ª"ª" i 1 L --dx = / ud>, Vu E H0(íl) 
i = I n 8x¡ 8x¡ n 

(3 .3) 

Además por (J .2) y por el Teorema 2.5 , conclu imos que u E HJ (O). 
Luego, nuest ro problema se t.ransforma en: dada una fun ción f E L2(íl), hallar 

una f unción u E HJ (íl) que verifique (3.3). Esta nueva forma de plantear el problema 
corresponde a la jonnula.ción 11ariacional de (3. l)·{J.2) . 

Observam os que toda solución 1t suficientemente regular de {3.1)·(3.2}, es solución 
del problema variacional. Recfprocament.e, una solución 11 de HJ(O) es solución de 
(3.J ) sí y solam ent.e sí 

"i ª" ª"' i v"' e D(íl), L -8 -8 dx = f 'l' dx , 
i = t n x 1 x¡ n 

ya que por definición HJ(íl) es la adherencia de V (íl) en H 1(íl:) . Podemos decir 
entonces que si u \ierifica {3.3), la expresión (3 .1) se verifi ca en el sentido de la.s 
disLribuciones sobre n . F'inalment:e como 'lt E HJ(n) se riene (3.2) en el sent ido del 
Teorema de 1Taz.a sobre r . 
3.1 Existencia y unicidad d e so lución 

1 os aboca.remos ahora. n est.udiar h1 existencia y unicidad de solución para un 
Problema \lanac1on.a.l absl.ra cl.o, y pu.rn tu l efecto nos ubicamos en un marco generu l, 
considerando 

(n) un espacio de Hi lberl. V (sob re IR) de norma 11 · 11 ; 
(b) una form a bilineal ( 11 1 u) - a.('11 , u) contínua sobre V x \1 1es decir, ex iste una 
cons1n.n1 e M > O t.al que 

y,, E \1, Vu E V, a(" , u)<; Mll,, lllJull ; 
(e) una fo rma lineal v -- l(v ) cont!nua sobre \1 , es deci r, un elemento /., del dual 
(topológico) \11 de V que estó. dotado de h1 norma dual 

l i, (u) 1 
llLll = ' "P";o ¡¡;;¡¡-· 

Luego, podem os considernr el problema va ri acional general , que a partir de nhorn 
Un.maremos problema (P) : hallar u E V tal que 
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\lo E V, a (u,o)=L(o) 

Antes de nun ilu el Tcorcmn de exis tencia y unicidad de solución pa ro el problema 
(P ), mostram os algunos resultados que serán utilizad06 en u demostroción. 
D e finición 3 .1.l Dado un subconjunto S de un espacio de Hilbert 

(V, <, >v),sc dcfinecl ortogona l deS, ysedenoiaS.1 1 como 

S~ := {x E V : < x, o >v= O \lv ES) . 

Teore ma 3.1.l (Teo1<nia de DcscompoS1c1ón Orlogonal) . Sea U,¡, {O} un sube
apacio cerrado de un Hi lbcrt V. Entonces para cada .z: e V existe v E U y w E U J. tal 
c¡ue z • u+ w . Esrn descomposición es única . 

orolario 3.1.1 Sen U '-1 {O} un subcspacio cerrado de un Hilbert V. Entonces 
cxisie JI E V, V rf:. O, tal c¡uc fj E UJ. . 
T orem a 3 .1.2 (Tcorcmfl de RepresentaC1Ón de Rren). Seo. (V, <·,· >v) un 
aspac10 de Hilbert. Ent.011 es, para cadn L E V' existe un único y E V tal que 

/,(u) =< y , o >v \lo E V , (3.1. 1) 

y además 

{3. 1.2) 

O mos t.ración. El lect.or puede consultar (2) . • 
En ' ' trlud dcl Loorema anterior podemos introducir la siguiente aplicación 1 llamada 

aphraraón de rcprucntación de llicttz, 
!R : V'-V 

L-&IL , 

donde WL es el único elemento de V taJ que 

L(v) =< &IL , • >v Vu E V. 

(3. 1.3) 

El operador a.sí d finido ea un isomorfismo isoméLrico puesto que ea lineal, biy 
'""y ademú ll&ILllv - llLllv• para todo L E V' . Lu go, estwi propiedades de 
R constituyen una forma equivalente de nuncia.r el Teorema de Reprcscnto.ci6n de 
Rl<G. 

O Hnición 3.1.2 La fornm billneal a(·,·} se d ice V-elr'ptica o cocrcava, si existe 
una const.a.nte o > O tld que 

\lo E V, •(• , •) ~ oll•D~,. 
T or ma 3.1.3 (Lema de Lru:-M1lgrom). Sea (\/, < ., · >v ) un Hilbert y sea 
o \~ x \f 1\ una forma bilineal acotada y V-elíptica. Entonces, para cada L E V ', 
Uaslt' un único 1.1 E V tal que a(u , u)= L(u), Vu E V Ademá.s1 
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(3.1.4) 

donde o> O es la const,n.n\.e de V-elipticidad de o(· , ·) . 
D e mos tra ción . Dado que a.(· ,·) es acotada podemos definir el operador lineal 
A : \/ - \I', taJ que pa rn c11da v E V , A-u E V' se define como 

Av (w):=a(v ,w) VwEV . 

Es claro que A es acot.ndo pues, 
! a(u , w) 1 

l! Av l! v• := :~!:---¡;¡¡;;-- $ M l!vl!v . 

Asl, A : V - V' es lineal y acot a.do , y llAll ~ M , donde 11 · ll denota la norma de A . 
Ahora , si ~: \11 - V es la aplicaciórt de representación de Riesz definida en 

(J .1.3) , nues1ro problema eq ui vtLle u: Hallar 11 E V t.al que 

A11,(v ) =< !RL , u > v V u E V. 

O equi \falent.ement.e: Nn.llm· 11 E V tal qM~ 

!RAv = !RL. 
Finalmente defin.iendo el opemdor lineal A := !? A : V - V ilust.rado en el siguiente 
diagrama 

A 
\1 V' 

A \, 11R 
V 

fo rmula mos nuestro problema. como: Hallo.1· u E V tal que 
A u=!RL. 

Oc este modo, la demost.rnción del t.eorema se reduce a probar que A es un operador 
biyecti vo . P rime.ro notamos que por lo. V-clipt icidnd de o(· ,·). se t iene 

<> l!v l! 1, $ a(v,v ) = J\u(u) S l! Aul!v•!Jul!v . 
esto es 

o bien 

a !Jullv $ l! A ul! v 'Vv E V. (3.1.5) 

A partir de (3. 1.5) tenemos que A es inyectivo. Para mostrar que A es sobreyecti vo , 
prime.ro probamos que A (\1) es un subespncio cerrado de V, Juego que A (V)J. = {O} 

por último apLicamos el Teorema de Descomposición Ort.ogona.l -

Sea {vn}nEN ~ V t.n.I que A (v,, )- · w E V cuando n - + · Usando (3.1.5) se 
obt iene que 



Au11 C1tffic111co antib..Cricz 185 

lo cuaJ indica que {un}nEN es de Cauchy en V y por lo iaoto converge a un elemento 
u e V. Poro1ro lado, por ser ·A cont.fnua tenemos que A (e")--.A (u) cunado n - + , 
y por In unicidRd del Jfmit.e se concluye que w = A (v)EA ( V). Así A (V) es cerrado. 

Se v eA (\f ) .1., entonces 

O =<A (v),v >v= Av(v) =a(u,u) ~ oi!vlll,, 

de donde v e- O. Esto prueba que A {V).1. = {O}. Luego, Ja sobreyect.iv idad de A 
resultft de aplicar dircct.nment.e el Teorema 3.1.l. 

Por úlumo, de (3. 1.5) se deduce que 

oll•llv $ ll A •llv = ll!RL,llv = Hi llv•, 

y por lo lanlo ll•llv $ ~ll Lll v•. Se complela así la demos<radón. 

Ob!iervemos ahora que si a(· , ·) es simétrica, es decir, 

VuE V, lfv E V, a(u , u)=a(u , u), 

podemos mlroducir un funcional cuadrático de6rudo para t.odo v V por 

J(u) =!•(•,u) - /,(u) 
y en este 8entido logramos una caro.clerización de la 801ución de nuestro problemn 
(P), a.I considerar el problema de minimización: enamtror u E V tal que 

J(u ) =mm vev J(u) (3. 1.6) 

Teore m a 3.1.4 Suponga que la forma bilineal o(-, ·) es simétrica y v .eli'vtica. 
Entonces el problema (3. l.6) admite una solución úaka u E \1, que corr spondc a la 
aolucióo del problema (P). 
Demo tración. Sen 11 E V la solución del problema (P) y sea w un elemento 
cualqwen. de V ; de In slmetrfu. de a ( · , ·) tenemos 

J(u + w) = J(u) + {a(u , w) - L(w)} + \a(w, w), 
y como u es 80lución del problema ( P) 

J(" + w) = J(u) + (a(u, w) - /,(w)} + \a(w, w), 
luego,d aphca.r lo \l·elí11ticidad dea(·, ·), 

Se obtK'n~ a.sí, que 
J (u + w) ~ J (u) + jllwl' 

V u E \f , u#' u= J(v) > J(u), 
lo cual complPt.ft In demostración. 
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Ejemplo 3.1.1 Volvemos ahora a nuestro problema de DirichleL (P). Su formu· 
!ación variacional está dada por la expresión (3.3), donde V = HJ(n), con la norma 

11•11=11•111 ' 
" r 8u ª" 

n.(u, u)= t;; ln ax , ax, dx ' 

D(u) = fnJ v dx . 

Clnrament.e tanto a(- , ·) como LC) son contínua.s sobre HJ(O) x HJ(íl) y HJ(n) 
respecLi\taruente, pues se t.iene 

la(u, v) 1:5 1u11 I v li $ ll ull 1ll•ll1 · 
1 L(v) IS 11/11211 •11 2 $ 11 / I¡, 11•111 · 

Además apHcando la d.esig1wldrul de Poincartf Lenemos 

1 ' Vu E HJ(!l), a(u,u) ~ 1 + jC(!l)J'll•ll1 · 
Luego, por Lema de Lax· Milgmm concluimos que ex.isLe una única función 
u E HJ(O) taJ que 

Vu E NJ(!l), t f ~~u dx = f /udx . 
1.,, 1 ln 8x1 vx, l n 

Como a(·,-} es también simét.rica 1 en virtud del Teorema 3.1.4 podemos cn.ructeri zar 
la solución u de nuest.ro problema { P) , como siendo aquella función u que minimiza 
el íunciona.I cuadrá1.ico 

1 " a 
J(u) = - I: r l~l'dx- r f udx. 

2 1• 1 l n éJx; l n 

sobre el espacio HJ(n) . 

4 E l Sistema de E lasticidad 

En es ta sección realizaremos un análisis del problema de nuestra mol.ivación, desde 
el punto de \•ist.a del est.udio de ex ist.encio y unicidad de solución débil aplice.ndo los 
resultados de las secciones ant;eriores. 

Consideremos íl: un subconjunto o.bierlo, ocot.ado y conexo de IR" , de frontera 
r, 1 por panes ; ro tlllll ¡mrte de r con medido superficiaJ est rfct.amenLe positiva y 
r 1 el complcmeul.O de ro en r. 

Se 1ieoe el problema siguiente: Dndos los (unciones 7 =-Ui. , /n) de 
( L2 (!1))" yg=(g1, •• ,9,, ) de (l, '( r 1))" , ilallarunnfunc1ón ü=(ui. ... , .,,,)solución 
de 
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" 8 ¿:: 8 .,,(u l+ 1<= o •• n, 
J• I fXJ 

u¡=O $obrer0 , 

t qij(Ü)ru= ge $obre r1, 
1-1 

para lodo 1 = 1, ... 1 n 1 donde 

(- ¡ 1 (8"' 8"') ! iJ 11 = 2 fJx j + ax, 1 l $ 1 1 ) $ n ; 

o¡¡ (u)= ¡, (t '" (u))•u+21•fi;(ü') ' 1 $ i, j $ " ; 
.1.:- 1 

cou ,\ )' µ cons tant;es que verifican ,\ ~ O , JJ > O. 

Consideremos los espacios (L2(n))" y (H 1(íl))" con las normas asociadas 

ll V' ll2 = (Li".o llu111i)! , 
llü' ll 1 = n:::;~.llu111ll 1 ' 

y definamos el espacio 
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{4. 1) 

{4.2) 

{4 3) 

{4.'1) 

(4.5) 

V = {u e {li 1{11))" : T! =o •obre ro) . 
Enunciamos a continuación un resultado particular que admit iremos y que nos 

será Úlil al momentoo de veriifico.r las propiedades de nuestro problema variacionul. 
Teorema 4.1 Sean un abierto acotado y conexo de lll"de frontera r, C 1 por 
1>0.rtes. Entonces existe una constante C0 > O LaJ q ue 

v -v e v, ¿: ll«1('ii'l lll ~ Collvllr 
IJ• I 

Demostración. El lector puede consultar j4J. 

Dol Teorema anterior, tenemos que la aplicación 

( " ) ! V - L llEi;(T!)lll 
iJ•I 

es una norma sobre V equivnlente a la norma 11 · lh-

Conside:rc.mos ahoro la siguiente forma bilinea.l contf.nua 

a(u , v ) = t { O¡¡(u)<;¡(ü')dx 
iJ• l ln 

(4.6) 
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Por Teorema 11.1 concluimos que a.(· , ·) es V-eliPtrco , pues 

VI! E V, a(ü' , v) 2: 2µCollvll~ . 

Además por las carnct.eríst icus de In front.ern r , la oplt.cnción lnuo 17 lr1cs cont.ínuo 
de (H' (fl))" en (l}(r 1))" 

Consideremos el siguient:e funcional: 

L(v ) = t ( { f;-v,rfa + { g, u, do ) ,vv E V. 
i = l Jn l r1 

Por lo lamo, aplicando el /,,ema de Lax-Milgmm1 existe una única función 17 E V , 
solución de 

vv e v, (1,(Ti', 1n = L (fr /; v, dx + fr g¡ v, do ) . 
;,,,,1 n r1 

(4.8) 

Además como la forma bilinen.l es simét.ricn (se ve directamente de (4.7)) , podemos 
int roducir el funcional cuudró.t ico 

1 .. " ( r ) J(v ) =:; L /, 01¡ (v ')<11(v )dx - L lr f , u, d.x + fr g; u, do , 
- •.;• l n •= I o r1 

que en virLud del Teorema 3.1.4 t iene solución ünica caractc ri1.ada por 

J(ti.') = rninv ev J(V). 
Fina lmente nos rest.n interpretar la formulación débil {'l. ). Primero observamos 

que 

v-;;• E v. or¡ (v) = o¡,(v ) , 

de donde 

Tomando v· E (V(n))" , de (11.8) y (11.9) coucluimos que 

en n pnra cada 1 , en el sent ido do lus clist.ribucionc:s. Luego en ('t.8) t.onemos 

" Ir g,v,do. 
,_., r , 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 
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Rcciprocftln nt.c, lodn 1i e V que satisface {4 10) )' (4.11) es la solución de ('1 .8) . 
Por üh1mo, formnhncnlc, vía íórmuln de Green (Teorema 2. ) 

" 8u " r ( 8 ) " fr o,¡(" )~rl• = - L: ¡, n-:•vPr) v,dI + ¿: fr .,1(0)•<'1;do, 
•J 1 n xJ •J•I n zJ , . .,,.1 r 

y la relación (4. 11 ) concluimos, formalmente que 

Vu e v, L:/r (¿: a,,(o)~,-g,)v,do= O, 
•• I r 1 J• I 

de donde 

¿01j(11)11;=g. sobre r .. l :$ t 5 11. ,_, 
Por lo 1anto 9e ti 11 resuelto el problema (4. l)-(4.3). 

5 E l método de Galerkin 

Consideremos un spacio do Hilbcr t. separable V, una forma bilinea.1 a(· ,·) : V x 
V R acornda y V-clTÍJlica , y un funcional acoutdo l e V'. Por Lema ele la:t-
M 1lgram UL' te tm único ri E V tal que 

a(u, u) = /.,(u) Vu E V 

Lhuna.r~mos (P) est.o. abstracción. 
DI 1m rCSR encontrar un procedimiento de aproximación de solución pnrn el pro

blema (P) y ptLra tal efecto considera.mos una sucesión de subespncios de dimensión 
fintla \ ' .. E V, y planten.mas los siguientes probl mas (Pn): Jiaflm' 11 11 E V,. tal que 

a(1.,, , u,,) = L(u.) 

Sm pérdida de gcnero..lidad 1 podemos suponer que la dimensión de V,. es n. Estn 
ldu de reducir 1 probloml~ original íormulado en el espacio de dimensión infinita V, 
n una tuces1ón de problemas tmálogos en los subespacios de dimensión finit11 V,., se 
conc>a!: con e:l nombre do Método de Galerkin 12]. El objelivo será determina r los V" 
qu~ al menos cumplo.u In siguiente pro¡>iedad 

,.l!._n¡, lllJ - u,.Uv =O 
A.finuamos qu (P,.) se reduce n un sistema lm aJ de ecuaciones. En ef to, sea 
{t1, , t,.) una base do V,. . Entonces,existenescalareso 1, .•. ,o .. ta.les que 

Un= L:oJeJ ,_, 
Lutg0. (P.) corunsl e en : //aliar o 1, ••• , º" E IR ta.les que 
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L:ajn(e;, ·11 11 ) = /,,(u,.) , .. 
o ec¡uivaleutemeni.c: /follo.r a 1, , a·,, E IR to.les que 

L:~= > »;n(e,, e;)= L(e;) V> E (1 , ... , n} (5. 1} 
Así usando notación mat.rici11l h1 formulación (5. 1) se reescribe como: Hallar 
o E IR" tal que 

;1 ., = l (5.2} 

donde A := (a,,)nxn; o := (0;) 11 x1; /., := (li)nx1; a¡,:= o(e,, e,) ; 1, := L(e,). 
De In \l-el~pl1c1dod de a(·,·) , (5. 1) t,iene solución única. La mntdz A es conocidl\ 
como mnln'..: de ng1dez y l , el vector tic cnrgn . 

Veamos a continuación un ejemplo es pecífi co de un esquema de Galerkin . 
Ejemp lo 5. 1 Consideremos el prob lema unidimensional (P): /follar 11 ttil que 

- 11. 11 = l eu n :=(O, 1), 
u(O) = u(l) = O. 

Ln formulación \1U'iacio nal de (P) consis te en halla r u E V = HJ (O) so lución d : 

n(,,,,u)=fnJudx, VuE NJ(íl), 

dond o(u,u) =In 11 1111d:r. 

Asociamos n cslA? prob len111 un esquenrn de Ga lerkin tomando una. pflrl.ició n del do

minio O = (O, 1), O = x 1 < :r;2 < ... < .i: ,. < :tn+ I = 1 e introduciendo el cspocio 

11. := {u E C(i'l): u(O) = u( l) = O y " l¡,,_,.,,¡E P1 (lx,_1,x,IJ '11 = r,;;+!), 

donde P1 ( ) denota cJ pocio de polinomios de grndo $ 1 definidos sobr cualquier 
subco1uumo de n. Se puedo probar que lns funciones de v" quedan determinadas 
ümcamenlc por los va.lores que Lonuu1 en los nodos x 1 de la partición de n. En 
1>arl1cular, {c1.t!2, , e,,) cons1.it1uyo un o. bu.se de V,., donde e, satisface 

C¡(:i·i) = { QJ S I J = 11 
SI) 'f: l . 

El cákulo de In mnfr1;: de r1f¡1dcz resultt\ , 

1 ,.,) 

-+h, h,..,, 

,. l • - 11~ 2, 

SI J = 1 - 1, 

• J - ' • 
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donde' hJ :• z1 - r,_1V1 • T:'""'ñ+T, y por lo Lanlo A resuh a tridiagonnl. En · I uso 
de unfl pv11ción uniforme con h1 • 11 :• ñh· el sistema lmeaJ (5.2) t iene In form11 

2 - 1 o o º' /¡ 
- 1 - 1 o º' 1, 
o 

o 
o 

- 1 - 1 
o - 1 2 

f,'Jtl 
donde 1, :• l (e1) • l e, rfa: . Po r último, debido a la d('finiclón del subespucio V,11 

' J I 
la aoluc'6u o 1• , On que out.r g 11 el sistema lineal anterior coincide on los vnlor s 
que toma l& aoluc16n de Calcrkln u,. en cada uno de los nodos de lu part ición, es decir, 
a, • u.(r,) V1 E {1, ... , n} . 

5 .J Es timación d e l e rror 
Obumdremos a con1.hrnación unn cota supcnor del crTOr originado por el método 

de Calerlun Este error se define como la dif renc:1a en nonna ntro la sol u ión CXll ta 
11 E \' de ( P ) y In solución aproximada un E V" de ( Pn)· Prim ro 1101.0.mos que ele 
(P) y (P.) oe llene 

a.( rt - 11 11 , u .. )= O Vl'n E \1,, (5 .1.1 ) 

conocida como n:lac1ón de m·togonaltdad . 

Lema 5. 1 (Uma de. Cea). Suponga que o(·,-) cs une forrnn bilinei:Ll ncoLudu (con 
ton.n ante M ) y \!- lfpticn (con consllutLe o). Sean u E V y u ,, E V,. lu.s solu iones 
de (P) )' (P,.), rcs¡>eclivo..ment.c. Entonces 

11 11 - u,. lhr :5 ~ mf_ Uu - t,.~v . o v.,( \ ,. 
(5. 1.2) 

O m osLración. Ustrndo lo. V-elipticidad de a{-.·), sumando y res ta ndo un 
rltto~OIO arb11ruio v., E V11 en el segundo t rnuno de o{·,-) y a1>lico.nclo lo. relar1ón 
de ort090na11d.aJ, obten mos 

ol 11 - 11., l· ~ o(u - u11 , 11 - 11 11} = a(u - u,, , u - c.+ e" - u,, )= a(u - 11 11 , u - u,,) 
Como a(-. ) scotnd 1\ 1 do In desigualdad anLcnor se t iene 

ollu - u0 1il, ~ M\l u - u. \l vR• - v. llv , 
Y auporuendo u - 11 ,, ll v Y, O, r~ultn 
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(5. 1.3) 

desigualdad válida también parn. ll ·u. - 11,,ll v = O. Luego, LOmando ínfimo en {5.1.3) 
con respecto n u" E \/" queda cl emost.rndo el lema. • 

Ln cota de error dada por el Lema nnt.erior es conocida como c.stunn.ctón d~ Ct!a , 
y corresponde a Ja condición mínimo. requerida en cada caso. Ello gam111izn que el 
erro r se \'l\ a ce.ro R medida que In dimensión del subespacio V,.. t icnd n 

Consideremos aliora 1111 cs¡mcio W que coutcnga n V ~fostraremos o 1.rn,1és d 
un problcmn w1idimensiouul 1 que el error también puede medirse en In normu d 1 
espacio W Obtendremos ele es ttl forma lu esLimativa conocida como In Pro¡nednd de 

Apmru11ac1ón 

O noLcmos por ( P1) el problema: 

- 11 11 = f en !1 :=(O, 1) (5.1.'1) 

" (O)= n( l ) =O 
Sen W ~ = L1(0 ) y w E V := NJ(n) Ju solución débil del problemn d valores do 
outorno: 

- w" = 11 - u,. en !1 :=(O, 1) 

w(O) = w( l ) = O 
Se s igue que 

1\(11 1 w) = Jn(11 - 11 11 )ud:z: 

en p1\n1cultu , pa.r8 11 := u - 11,, , se obLicn 

Vu E V , 

11 11 - 1i11ll?., = A(u - 11,., w). 
Ahorn . de In rel c ión d or1.ogo1mlid!ld y el 1 ocota mi nlo de A, resulto 

Du- unD1, = A(11 - 11,,.w - v,. ) :S i\l j111 - 11,..lhrll w -v.Ov VunEVn , 
lo cun.I 1mphca que 

l u - 11,,!1~11 :5 MJl11 - u.,llvinf., .. ev .. llw - a:.., ftv 

(5 .1.5) 

(5.1.6) 

S1 d~fimmos el subespn io Z el V dudo por oquellns funciones : E V 1.n.les que :" E W, 

es rll20na bl supoue.r que \/11 1mt.iafncc In s iguien te Propia/ad d~ Aproxrmactón.: 

mÍ-.(1•. 11• - u,,llv S <(u ) llz"llw V z E Z , (5 1 7) 
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dondl' ,(n) O cuando 11 . Dacio qu w e Z se dodu"" de (S. l. 7) c¡ue 

inf,.(I'. llw-' •nllv !> <('1) llw•llw = <(n) l u - "nlliv, 
lo que umdo n {S.1.6) nos dn 

ll n - nnllw !> Mc('1)11•-•·l v 
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AphcAndo la e.d1mnr.ró11 de Cea (5. 1.2) y l\Sumíendo que u E Z, se concluy de (5. 1.7) 
(lll<' 

O btt'O, 

)' (111 COrut'CU('O 111, 

11·11 - u,.11"' S ~' {n)1 l / l w. 
Luego, no1amoe que llu - 1111llv s d ord n e {n) micniras que llu - 11 ,. ll w es de ord 11 
t (ri) 1• k> cual mdi a qu el rror medido n la norma de \V converge más rápido n 
<'Nó tUAJldO n 

OME TARIOS 

En codo t'I desnrrollo l\nterior se lll\ dado una demostración de lo útil que resulto 
l1t F'ormula.c16n Va.rincionrLI . Mon1os visto a ww&: de algunos ej mplos, como esta 
hNmm1 ma permil r pres ntt\r bien los problemas elípucos con Vlllores el ont.orno, 
romo ocurre en el CMO del Siatemn d Elasticidad, cuya apbcadón es común •nconLrnr 
en c1trta.s IÚ'c8S d In ing nierla. Desta runos lo 1mpor1am que resulta 111 propiedad 
de 11beuacción d la íormuhlclón débil en In deducción de un resul1.ndo sobro cxisL ncin 
y unu:Klad de solución. Conc.roto.ment el Lema de Lax·~t1lgram . A Lmvés de csLC 
rt>sul&ado kJgnmos d mosl.rnr exist ne.in y unicidad de solución pnrn 1 problema de 
Eh'-'tUc1dad en el CRSO linenl y IDl\S nún logramos carac1enzarlo . 

Queda menciomlr In importnncin que llfrnc la formulación Va.riaciomll desdo el 
puulo de n11a de la nproximnción d soluciones. Esta pennh· stnblc cr un squcma 
de aolua6n d b1l, que Ju~ e nplicublo el método de aprox1maci6n do solucion s d no
mmAdo . 1 todo de Gal rkin 1 )¡ cual fu ilustrado a 1ra,·és de un ejemplo .sencillo. S 
d10 un rtll'Ult.ado unpor1 onte el acotrunhmto d 1 error generado in dio.nte este método, 
tonoc:tdo como la Es1 imodón d Cea y que re,•i.ste gran 1.mpor1.ancia. pues se consicl ro 
fOmo pu.010 m1oa.I n In derivación d ll\8 propiedades de convergencia do los métodos 
dr "Pn:rumaoón denominndos Métodos de Elem ntos F1ni1os, que c.orrcspond n n un 
ra.so paitKUlar d 1 M todo de Gnlerkin. 

Como comen1ario fi nal indicnmos que en la apro:omac16n de soluciones ¡>nrn los 
problrmu \'all.IU:iona.lcs, p nsnmos en el méLOdo de Gakrkin , s ele gro.n lmportnncin 
dt•RnolLa.r aJ&orh mos cficl ntcs 1 debido a IBS caracierls11cas qu pued presentar el 
elsh.•m• )l.D(".J dr- ccu&cionC8 asociado n los probl ma.s (P,.) . 
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