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1.- Coniques 

Dans ce texte nous poursuivons un double but , et ce, de fa\'.on simultanée ; 
(i) énoncer les propriétés essentielles des coniques et les plus beaux et profonds 

résultats sur elles; 
(ii} expliquer pourquoi et comment les mathématiciens, en étudiant (i) au cours de 

leur histoire, ont été naturellement et nécessairement a la définition doublement 
abstraite mais finale donnée dans l'encadré ci-dessous. Doublement abstraite en 
effet, d 'abord par l' introduction du plan projectif, c'est a dire en fait d 'éléments, 
de points a l'infini , ensuite par l'introduction des nombres complexes (élément.s, 
points "imaginaires"). Ces montées successives dans l'abstraction sont !'une des 
caractéristiques de la pensée mathématique. 

Donnons auparavant la définition historique, et que traduit l'éthymologie , des 
coniques. Ce sont toutes les courbes planes que l'on peut obtenir comme sections 
des cónes de révolution de l'espace euclidien E 3. Voici les dessins dans l'espace: 

Ce qui donne dans des plans : 
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hyperboh1 ellipse pan.bote cercle 

Et voici la définit.ion qui apparait ra, au fil du te.xte, comme la seule maintenant 
satisfaisante. 

Une conique est. une courbe du second <legré dans le plan projectif complexe, 
c'est 8. dire dans l'espace des triples (x , y , z) de t rois nombres complexes non 
tous nuls et considérés comme ident ifiés si (x1, y', z') = (>.x, >.y , >.zL >. complexe 
non nul , qui vérifient P(x, y , z) = O oU P est un polynóme homogene et du 
second <legré en les trois variables x, y , z. Ou encore, de far;on int.rinsf!que , la 
projection dans CP2 = (C 3/0)/ R, du noyau q- 1(0) d 'une forme quadra tique 
non nulle q sur C 3. 

Lecteur1 ne vous laissez pas décourager par cet énoncé; oubliez le temporairement, 
si vous en a.vez envíe. 

Concerna.nt enfin le fond du texte, nous avons dU fa.ire un choix dans le (i), car 
depuis leur introduction par les Grecs vers le 4enoe siecle ava.nt. Jesus Christ , la somme 
de propriét.és et de résult.at.s concernant les coniques, meme en étant sévf!re pour la 
profondeur et la beauté, est tres grande. 

En.fin da.ns un paragraphe nécessairement. t rés bref vu la place qui nous est impa.rtie 
da.ns ce livre, nous pa rlerons des quadriques1 c'est. a dirc des objets qui généralisent 
les coniques en dimensions d 'espace supérieures a 2 : pour commencer 3 puis ensuite 
d 'quelconque. 

Pour ce qui est des références, il fau t. insist.er que l7J est remarquable et. presque 
complete pour tout. ce qu'il y a da.ns not.re texte. Elle a l' inconvénient. de ne pas 
étre présente rlans plusieurs bibliothCques. 11 en est de meme de [9L qui en outre est. 
d 'une densité ext reme. On t rouvera un exposé moderne et détaillé dans la réunion 
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I.- Coniques 

Dans ce texte nous poursuivons un double but , et ce, de fa~on simultanée : 
(i) énoncer les propriétés essentielles des coniques et les plus beaux et profonds 

résultats sur elles; 
(ii) expliquer pourquoi et comment les mathématiciens, en étudiant (i) au cours de 

leur histoire, ont été naturellement et nécessairement a la définition doublement 
abstraite mais finale donnée dans l'encadré ci-dessous. Doublement abstraite en 
effet , d 'abord par l'introduction du plan projectif, c'est a dire en fait d'éléments, 
de points 8. l' infini , ensuite par l'introduction des nombres complexes (éléments, 
points "imaginaires"). Ces montées successives dans l'abstraction sont l'une des 
caractéristiques de la pensée mathématique. 

Donnons auparavant la définition historique , et que traduit l'éthymologie, des 
coniques. Ce sont toutes les courbes planes que l'on peut obtenir comme sections 
des cónes de révolution de l'espace euclidien E3 . Voici les dessins dans l'espace: 

Ce qui donne dans des plans : 
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hypcrbole cllip:se pan.bolc ccrclc 

Et voici la. définition qui apparaitra, au fil du texte, comme la seule maintenant 
satisfaisante. 

Une conique est une courbe du second <legré dans le plan projectif complexe, 
c'est 8. dire dans l'espace des triples (x , y , z ) de trois nombres complexes non 
tous nuls et considérés comme identifiés si (x', y' , z' ) = (Ax, ..\y, ..\z), ..\ complexe 
non nul, qui vérifient P(x, y, z) = O oU P est un polynóme homogene et du 
second <legré en les trois variables x, y, z. Ou encore, de fat;on intrinseque, la 
projection dans CP2 = (C3/0)/ R, du noyau q- 1(0) d'une forme quadratique 
non nulle q sur C3 . 

Lecteur, ne vous laissez pas décourager par cet énoncé; oubliez le temporairement. 
si vous en avez envie. 

Concernant enfin le fond du texte, nous avons dU faire un choix dans le (i) , car 
depuis leur introduct.ion par les Grecs vers le 4 tme siecle avant. Jesus Christ, la somme 
de propriétés et de résultats concernant les coniques, meme en étant sévere pour la 
profondeur et la beauté, est tres grande. 

Enfin dans un paragraphe nécessairement trés bref vu la place qui nous est impartie 
daos ce livre, nous parlerons des quadriques, c'est a dire des objets qui généralisent 
les coniques en dimensions d 'espace supérieures a 2 : pour commencer 3 puis ensuit.e 
d'quelconque. 

Pour ce qui est des références, il faut insister que [7] est remarquable et. presque 
complete pour tout ce qu'il y a da.ns notre texte. Elle a l'inconvénient de ne pas 
etre présente rlans plusieurs bibliothE!ques. 11 en est de meme de [9], qui en outre est 
d'une densité extreme. On trouvera un exposé moderne et détaillé daos la réunion 
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des chapitres 13 a 17 de [4]. 

l. Les conique s réelles euclidiennes 

Dans le plan euclidien E 2 les courbes les plus simples apr€s les droi tes sont les 
cercles (plus simple d 'ailleurs que les droites a tracer mécaniquement ! ). On ne 
peut en rester aux cercles; car les images des cercles par des t ransform at.ions affines , 
project ives , (cf [4]) ne sont plus des cercles en général. On sait aussi que l'on trouve des 
ellipses dans tout dessin (car projection orthogonale ou conique) , comme t rajectoires 
en mécanique céleste (planetes), mais aussi en physique (oscillateur harmonique); les 
paraboles se rencont rent en mécanique (chute des corps et cometes paraboliques) et en 
optique (miroir de télescope), les hyperboles en optique (petits miroirs des télescopes) 
et en mécanique céleste (cometes hyperboliques) . 

11 y a dans E2 quatre sortes de coniques (plus tard on rajoutera "propres" ou 
non· dégénérécs) a savoir : 

• les cercles, on notera k leur ensemble 
• les ellipses, on notera e leur ensemble 
• les paraboles, on notera p leur ensemble 
• les hyperboles, on notera h leur ensemble 

La réunion des ensambles précédents est notée k s = k U e U p U h . 
Les Grccs savaient plus ou moins (souvent demi· hyperbole seulement ) que la 

réunion de ces quatre types était. exactement !'ensemble de toutes les sect.ions par 
des plans ne contenant par leur sommet des cónes de révolution de l'espace euclidien 
E3 comme Je montre les figures de l'int.roduction. 

Ainsi, qu it te a sortir du plan pour aller dans l'espace, les droites , un cercle et un 
plan suffisent pour t rouver toutes les coniques. Noter que pour les ellipses e il y a 
deux fa~ons encore plus simples de les t rouver : soit projeter un cercle sur plan , soit. 
couper un cylindre de révolu tion par un plan non parallele 8. !'axe : 
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2.- Les coniques sans sortir de E 2 

Bien entendu notre premier désir est de trouver les éléments de ks sans sortir de 
E'. 

Voici les méthodes 

(a) Soint dans E2 données un point f et une droite D ne contenant pas /. La courbe 
P = {m E E 2 : d(m, !) = d(m, D)) formée des points á égale distance de D et f 
est une parabole; et réciproquement toute parabole peut s1obtenir de cette fat;on. 
On dit que f est le foyer de P et D sa directrice. 

(b) Memes données / 1 D que dans (a) mais en outre un réel e E JO, 1[. Alors la courbe 
E= {m E E 2 : d(m, /) =e· d(m, D)} est une ellipse de E 2 et réciproquement 
toute ellipse peut s'obtenir de cette fa.;on. On dit. que f est un foyer de E et D 
la directrice associée ¡ en effet il existe un autre couple (/1 , D1) donnant lieu a 
la méme ellipse (pour le méme e) parce que les ellipses sont toujours un centre de 
symétrie. On dit que f et /' sont les foyers de E. 

(c) Mémes données que da.ns (b) mais ici e > l. On obt.ient alors toutes les hyperboles. 
Mémes définitions des foyers et directrices. 

(d) Soint / , J' deux points distincts de E 2 et a un réel non nul tel que 2a > d(/, / ') . 
Alors !'ensemble E= {m E E': d(m, J) +d(m, J') = 2a) est une ellipse, de foyers 
/ et/'. En outre toute ellipse peut s'obtenir a.insi. 
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(e) Memes données que dans (d) mais ici 2a < d(J, f' ). Alors H = {m E E2 

ld(m, !) - d(m, J')I = 2a) est une hyperbole, de foyers f, J' . En out.re toute 
hyperbole peut s'obtenir de cette fa~on . Noter que {m E E2 : d(m, J) - d(m., !') = 
2a} est une demi-hyperbole. 

~·· w 
rz==71 7TK 

Les Grecs connaissaient ( voir [4] ou [7] ) les propriétés précédentes ; on réfore 8. 
celles notées (a) , (b), (e) comme monofocales et a (d) , (e) comme bifocales . La 
propriété d 'angles égaux (voir les figures) pour les tangentes avec les rayons issus des 
foyers explique les propriétés optiques des coniques et l'ut ilisation signalée plus has 
dans le chapitre sur les quadriques, section l. 

3 .- R e m a rques 

Le lecteur doit commencer a €tre q uelque peu énervé par cette séparat ion de ks 
en quatre part les e, e, p, h et ressent ir un désir d 'unification (sans sort ir de E 2 ). 

Actuellement deux unifications part ielles sont immédiates : 

La premiere c'est que p U e U b sont obtenables par la meme défini t ion avec la 
meme définition monofocale en prenant pour e toutes les valeurs réelles posit ives 
: < 1 pour e, = 1 pour p , > 1 pour h . La constante e est appelé l'excentricité. 
Mais les cercles y échappent désespérément : en fait c'est que la ndirectrice" du 
cent re f = O es t 8. l' infini , ou encare leur deuxieme foyer esta l'infini. Ceci peut 
se démontrer en un sens convenable par des limites. On commence 8. toucher 
ici la nécessité de l'infini, c'est a dire du plan projectif. 
Une deuxieme unificat ion permet de mettre ensemble e, e , h par la meme 
défi nition bifocale. Pour obtenir p il faut ici rejeter le foyer f' 8. l' infini. 

4 .- Equiva lence e lementaire, ré sultats va riés : avant D escartes 

Les Grecs sava ient (mais dans le langage qui rempla~ait pour eux notre langa.ge 
algébrique moderne 1 (voir [7]) que les cercles , les ellipses et les hyperboles pouvaient. 
et.re définis par l'équation 

x2 y2 
cUe: ~ +{;2 - 1 = 0 , h: 

x2 y'l 
-- - = l 
a2 b2 (1) 
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et les para.boles par l'équation 

p : y 2 = 2px. (2) 

L'équation des ellipses montrent facilement que ce sont les oscillateurs harmoniques 
de la pbysique; x = a cos wt, y = b sin wt. Pour le mouvement des planetes, 
des carnet.es, il suffit de voir (c'est facile) que, en coordonnées polaires, si e est 
l'excentricité, toute conique (le cercle s1obtenant pour e = O ! ) s'écrit 

p = 1 + epcos O p > O. 

U suffit alors de savoir que la Loi de Newton, calculée en coordonnées polaires, 
impose a l'équation p = p(O) pour la dérivée seconde de 1/ p la relation 

~ + G)" = constante. 

Voici quelques remarques, démonstrations géométriques et calculs plus ou moins 
faciles permettant de démontrer plus ou moins rapidement tout ou partie des équivalences 
entre les différentes définitions des coniques. 

Pour obtenir les propriétés monofocales on prend des coordonnées (x, y) oU la 
directrice D est pa.rallele a l'axe Oy et le foyer f !'origine; alors la relation x2 + y2 = 
e2(y - c)2 devient, apres un changement x = x + d, !'une des équations (1). 

Pour les définitions bifocales, le calcul nécessite un petit t rue; si le lecteur prend 
f = (e, O), /' = (-e, O) et essa.ie de se débara.sser des radicaux da.ns l'équation 

j(x - e)'+ y2 + j(x + c)2 + y2 = 2o, 

il risque bien de t.ourner en rond. Le point de départ consiste a calculer mf et m.J' 
en rema.rqua.nt que, si m = (x, y) alors 

m/~ + m/2 = 4cx = (m/' + m/)(m/' - mi) = 2a(m/' - mi) 

done 

m/' + m/ = 2a 

d'oU 

d'oU l'équation 

m/' _ m./ = 2cx 
a 

m!' =a+~ , 
a 

m/12 + m / 2 = 2x2 + 2y2 + 2c2 = 2a2 + 2c2~2 
a 

x2 y2 
-+ - - - 1 =0 
a2 a2 - c2 . 

ex 
m f =a--, 

a 
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Calcul analogue pour l'hyperbole. Le calcul ci dessus fournit aussi rapidemeni , pour 
l'équation en coordonnées· polaires , l'équation 

p 

p= l+ecos8 . 

Done ceci démontre bien ce qui a été dit plus haut sur le mouvment des planetes, 
car l /p étant linaire en cos 8, on a bien l /p + (1/p)" constant . 

Si l'on sait {le calcul ci dessus l'a montré) qu'une conique , dont l'excentricité est 
différente de l possede un centre de symétrie, dont du coup un deuxieme couple (foyer, 
directrice) , on trouve de suite la définition bifocale en reroarquant que la somme ( ou 
la différence) des distances d'un point quelconque a deux droites paralleles du plan 
est constante : voir les figures de la fin du 2. 

11 fallut. attendre le dix-neuviéme siecle, semble-t-il 1 pour montrer élémentairement 
et élégamment que les sections planes des cónes vérifient les définitions mono- et 
bi focales , pécisément. sans utiliser les équations des coniques mais au contraire par un 
méthode purement géométrique. Ceci fut fait par deux belges Quetelet de Dandelin. 
L'idée est qu 'un cóne de révolution oil l'on a inscrit une sphere S, tangent le long 
d 'un cercle d'un plan P, peut etre définie comme le lieu des points dont la distance 
tangentielle a s est proportionnelle a sa distance a p (le rapport étant sin a, si a 
est l'angle au sommet du cóne). La démonstration est laissée au lecteur en exercice 
sur le dessin. Il peut faire bien at.t.ention 8. ce que , s'il est évident que les points du 
cóne vérifient cet.te propriété de distance, il est un peu plus délicat de voir qu 'il n 'y 
a qu 'eux. Pour Ja définition bifocale on utilisera que le cóne est le lieu des points 
dont la somme ou la différence des dist.ances tangentielles a deux spheres qui lui sont 
inscrites es t. une const.ante (convenable). Voir [4J, 17.3 pour plus de détails. 
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Les Crees savaient d'autres choses plus difficiles, par exemple que le lieu des points 
dont les distances d, d1 , d'~ A trois droites données D , D', D" vérifient d2 = k d1d11 est. 
toujours une conique. Mais il n 'étaient jama.is parvenus a résoudre le "lieu a quatre 
droites"' c'est a dire démontrer que le lieu des points qui vérifient dd' = ~; d11d111 (pour 
les distances d, d', d11 , d111 A quatre droites données D, D', D11 , Dm) est une conique. 
Pas plus que leurs successeurs ! , Voir [ 7], p 20·2 1. 

D" 

5 .· L 'arrivée de Descartes et la naissance d e la géométrie 
algébrique 

L'idée de base de Descart.es est que ce qui est commun au éléments de ks 
e U e Uh U p c'est d 'avoir une équation de second degré 

x2 y2 
~ ± -¡;¡ - 1 =O ou y 2 = 2 px. 

Remarquons qu'une équation du second <legré en x , y 

ax2 + 2b"xy + a'y2 + 2b'x + 2by +a" =O, (•) 

le reste quelque soint. le systeme de coordonnées affine du plan R2 . Descartes a montré 
que toute équation telle que(*) peut, daos un systéme convena.ble de coordonnées 
orthogonales de E 2 s'écrire (en langage moderne c'est simplement. le théorCme de la 
diagonalisation des formes quadratiques et des tra.nslations d 'axes ) : 

ax2 + a1y2 + a11 =O ou ax2 + 2by =O. 

Done toute équation ( *) représente un élément de ks ou bien les cas apparemment 
aberrant suivant.s : 

{

)'ensemble vide si a, a', a11 meme signe, aucuu nul 
un point. si a , a1 meme signe, non nuls, et a11 = O 
deux droites distinctes si a, a' de signes diffCrents et a" =O 
ce que l'on appelle une droite "double" (2 droites confondues) si a1 = a11 = O, a #- O. 
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Gn a supposé bien sUr que(*) est. vrniment du second <legré (a, b11 , a1 nen nuls 
t.ous les trnis). 

Ceci nous conduit a réat.iser (ce c:iui est phénomeoe classique) que cette unificati0n 
demande un prix (en fait un d@Hble prix) a payer pour elle. Si l'on exclut le p0int 
et le vide, il reste qu'il faut i0clure les paires de droites et les droites tfouh>les. On 
verra en section 9 que c'est 11ne FJ.écessité pratique. On pourra noter d'ailleurs que 
les deux cas s'obtiennei;i.t. gé0rnét.riG¡Mement, le premier dans le (a) du 2 10rsque 
f E D, le second avec l'e cas (e) et f E D encare. Si l'on veut éliminer les cas 
aberrants du vide et d'un seul fl0i.nt (les deux peuvent s'obtenir gé0métriquement. 
aussi en prenant da.ns (cl) clu 2 la c0nstante 2a nulle 0u négative et f = J') il 
faut introd•uire les n0mbres c0mplexes ( v0ir la secti0n 8). 

Comroe il se d0it, la déco1.1.vert.e de Descartes n 'était pas seulement une n0uvelle 
appellati0n pour les c0niques mais riche de résultats. Mentionn0ns-en trnis : le pre
mier est que toute traBsforruée alfine (ou prnjective) d'une (¡;0fli€J.ue r:este une c0nique. 
Le sec0nd est que t0ute secti0n ¡~lane d'un c0ne (de rév0luti0n 0u n0n) du sec0nd 
degr:é est. une c0ni€¡ue. Le trnisieme est la s0h1ti0n d.u probleme menti0nné 8. la fin du 
4. En effet la distance d'ua p0int a 1.1.ne d·r:0ite est (en c0ordonnées quelcOR€J.Ues) de 
la forme lpx + qy + zl. D0nc le lie11 a. €J.Uatre drnites est défi.ni par une é€J.uaition de la 
forme: 

lpx + qy + zllp'x + q1y + z'I = klp11x + q11y + z'1lll11x + q111y + z11'¡. 

D'0U deux c0niques (a:u sens larrge ci-dessus). Deux notes plaisarntes. D'a.bor.d 
Descartes écrit que ce J.ieu, en vaiR chernhé pa:r ses prédeceseurs, est une coni€¡ue. En 
fait il y en a deux ( a caHse des va.leurs absolHes a faire disparaitre). Ensuite meme 
pour le cercle le lect.eur pourra v0ir qu 'il est diflicile de montrer élémenta.iremenf. 
cette propriété des p0ints m d 'un cercle passarnt par quartr.e points (car évidemment les 
€J.uatres (s'il existent !) DnD11 , DnD111 , D1nD 11 , D1nD vérifient touj0urs dd1 = k d11d111 

(p0ur que! k?}. 

Cet.t.e étude de Descartes est le berceau de la gé0métrie algérique (voir / 7), p 74). 
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6.- Propriétés affines : nécessité de l'infini 

De bien des fa~ons (le l~cteur y trouvera matiere a exercice(s) utile(s)) on montre 
que quelle que soit. la direction de droite les milieux des sections d 'une conique e par 
des droites paralleles a cette direction décrivent tout ou part.ie d 'une droite (appelée 
diametre de cette direction). Il y a une except.ion : laquelle? 

vH1t+J·~·.. Utr
... mf-+11 m-L 

Le ca.s de la parabole (qui n'a pas de centre) est génant: tous les diametres sont 
paraUeles. 11 y a a.ussi l'exception des paralleles aux asymptotes de l'hyperbole. Le 
fait est que certaines droites coupent. une conique en un seul point et ne sont pas 
tangentes (auquel cas on dit que le point est compté deux fois). Il faut done, pour 
avoir des énoncés sans exception, introduire des points a l'infini (la parabole en aura 
un seul car elle sera tangente a la droite de l'infini du plan, l'hyperbole deux, un pour 
cbaque direction asymptotique). 

Avant de passer au plan project.if RP2 (réel pour commencer) mentionnons un 
résultat naturel : les coniques (précisément les réunions de homoU1étiques) sont les 
seules courbes planes qui admettent une symétrie affine pour toute direction de droite 
du plan affine. Voir par exemple [4j, 15.6.9. 

7 .- Thé orie projective des coniques 

Nous le faisons dans les plan projectif réel RP2 mais elle est analogue dans le plan 
projectif complexe CP2 (et avec moins d 'exception en plus). Rappelons que, de fac;on 
non intrinseque, RP'2 est !'ensemble des t riples (x , y , z) de t rois réels non nuls tous 
les t rois et oU deux triplets (x, y , z), (x' , y' , z') définissent le méme point si, et 
seulement si, il existe un réel non nul ).. tel que x' = )..x , y' = )..y, z' = ).. z (voir ). On 
sait que le plan réel R2 se complete nat.urellemnt en RP2 dans lequel il se plonge par 
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(x,y) - (x , y, 1). Une conique d 'équat.ion 

ax 2 + 2b1'xy + a'y 2 + 2b'x + 2by + a11 =O, 

se prolongue en la conique 

(**) a.x 2 + a'y 2 + a 11 z2 + 2by z + 2b'zx + 2b 11xy =O, 

de RP 2 . On appellera naturellement conique de RP 2 toute courbe définissable par 
une équation de second <legré telle que ( **). Ici il suffira que les six coeffi cients ne 
so int pas nuls, Mais celles qui sont des vraies courbes ne forment plus qu 'un seul 
type, dessinable comme un cercle (topologique) . Il y a aussi deux droites projectives 
dist.inctes , une droite projective double, un point et le vide. Le premier cas s'appelle 
conique propre (ou non dégénérée) . A une homogra.phie (transformation projec tive , 
bijective) pres il n 'y a qu 'une seule conique propre. 

La plupart des résultats affines et projectifs sur les coniques proviennent du doublc 
fait en chaine sui vant : d'abord on définit une bijection j : C - D entre les points 
d 1une conique projective propre et d 'une droite projective quelconque D (qui ne lui 
est pas tangente) par la figure suivante : on fixe m E C et la bijection est. 

C : n ~ J(n) = mn n D E D 

oll la droite mn est la tangente en m a e lorsque m = n : 

o 
~m) 

Le fa.it essentiel est que ceci fournit une pararn ét.risation de C par les points de D 
(Je cas le plus simple ét.ant (s, t) - (s2, st, t 2) qui pararnétrise la conique xz = y2) 

mais surtout que deux paramét.risations de ce type j: C - D , g: C - E (oit E est. 
une deuxieme droite projective) sont toujours telles que Ja bijection g-1 j : E - D , 
est une homographie . 

Une conséquence capitale de ce qui précede est que tout invariant projectif de la 
droite projective se t.ransport.e aux coniques. En particula r (cf. ) 8. quat.re points 
a, b, e, d d 'une conique C est associé leur birapport noté [a , b, e, dJ c· II est défini , 
pour une / : C - D quelconque, comme 

[a, b, e, dj 0 ~ [/(a), f(b) , f( c) , f(d)j 0 
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Noter (cf. ) que 110n a aussi 

['a, b, e, d]c t-t [m.a , m b, m e, md] 

oil le dernier bira¡!>p0rt est. celui de quatre droites de RP 2 passant par m . 
A l'excepti0n clu théorerae le plus fin des coniques (les polyg0nes cle P0ncelet, voir 

section 10) 0n peut· déduire de ce qui précede pratiquement toutes les J!>ro.priétes des 
coniques (réelles 0u c0m¡!>lexes), aussi bien les propriétés projectives q1:1.e les ¡i)ropriétés 
affines, ma.is aussi meme les J!>f.0[:!riétés métriques de 2, 3, 4, ceci en c0mp·lexifiarnt et 
introduisant les p0ints cycl-iques, voir [ 4 ), 17.4. 

Bornons·nous ici a q1:1elques exemples classiques et importants, ainsi q.u'8. quelques 
commentaires. 
(i) Le t héoreme de P asea! dit que, quelque soint six points a, b, e, d, e, f d'une 

conique1 les trnis p0ints ab n de, be n e/, cd n fa sont alignés (admj.rer combien 
le fail , d '€:tre dans un es¡!>ace J!>X:Ojectif n'introduit pas d'exce¡Hion tel:les que "si ab 
et de ne sont pas ¡¡iarr.al1J'eJes"). Par contre faire attention, si pa.r exemple a= b, a 
interpréter la d.roite aa c0rnrne la tangente a C en a. La dém0nstration est. r.apide. 
Si l'on pose X =ben ed, y = cd ne/, z = ab n de, f. = a/ n de, 0n a 

(z,x,d,e] = tba,bc,bd,beJlfa,Jc,fd,Je] = (t ,c, d,yj = [a,c,d,e]0 

done zt, xe, ey s0nt c0ne0unmtes. 

Le théoreme de Pasead permet une génération projec~ive liaéa.ire ·J!>Oint par p0int 
de la conique passa.nt pa.r les cinq points donnés a, b, e, d, e (cf [4]i 16.7.3). U suffit 
de fa.ire tourner une dr.0ite autour de z d 'oil f a.pres des intersectioas qui sc:int forcées 
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par le théoreme de Pascal. Noter aussi que le théoreme de Pascal reste vrai, 
lorque deux sommets tels que a et b s0nt confondus, si l 'on convient de rem
placer la droite aa, non définie, par la tangente a la conique a.u point a. 

Construction du centre de la conique passant par a1 , a2 , a3 , a,,ª:.· 

Le théorE!me de Pascal est la généralisation du théor€me de Pappus décrit par la 
figure ci-dessous : 

Le théoreme de Pa.ppus est done l'analogue du t.héoreme de Pascal pour une 
conique dégénérée en deux droites. 11 joue un r61e essentiel da.ns la théorie axio
matique des plans projectifs; voir [4), 2.5.5, [8), [3]. 
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(ii) Génération linéaire des c~miques : si m, n sont deux p0ints RP2 et f une 
homograpbie entre les droi·tes passant par m et celles passant pa:r n alors le r:ioint 
D n f(D) décrit, 10rsque D teurne autour de m , une conique {r:iassant par m et. n 
et propre si f(mn) = mn). Par dualité on en déduit que si m et n décrivent deux 
droites D et. E de RP2 en éta1ü en correspondance projective, aoiors mn enveloppe 
(c'est 8. dire c0nstitue !'ensemble des tangentes 8.) une coniE¡ue ta.Agente a D et E. 
Autrement <lit si f est hem0g·.r:a.phie (correspondance projective) entre deux droites 
D et E de RP2 al0r.s les d·r.0ites xf(x), lorsque x parcourt D, en.veleppent 1:1ne 
conique tangente a D et E. Par exemple, si deux points pa¡:c0u-reHt dem< dr0ites 
données du plan E 2 avec des vitesses preportionuelles a.Jors la drni,te qui les j©int 
enveloppe une parrarb0le. 

La figure ci-dessus semble "et·re da.ns l'espace". 11 y a pour cela 1:1Re bom:ie raison, 
qui sera expliquée da.ns la section Il.2 ! 

(iii) Le théoreme de Pencelet pour les triangles : donnoFJ.s-H0us deux Ct:>Bk)ues 
C et C' et chercl10ns wn t.riangle inscrit da.ns !'une et circonscri1t a l'a:t1.·tre. 
La réponse est sur}!lrenarFJ.te : 0u il n 'y en a aucun, ou il y en a aiw.tant que de 
points sur C. La démt:>nstr.a:tfon est enfantine : 

on a 

~ 
~ 

rb,d,e,cJ = [b,b',c',clc = [d', b', c',e'J. 

Nous verrons en section 10 que ce résultat est vrai, mais eX1treroement plus 
difficile, pour les p0lyg0nes B. un nombre quelconque de cotés. 
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Notes 

l. Le théoreme de Pascal n 'est jama.is facile 8. démontrer (ni non plus tres difficile). 
Pascal dit qu ' il se rarnene aucas des cercles grii.ce a la "définition grecque" , rnais 
ne <lit pas comment faire pour un cercle (et c1est plütot plus difficile da.ns E2 que 
RP 2 ) . Sauf si l'on sait que l'on peut, par une transformation projective conservant 
un cercle fai re en serte que a la fois ab, de et be, e/ soint paralleles. Alors (exercice 
pour le lecteur) cd et fa sont parall€les ! Pour des précisions sur l'histoire du 
théor€me de Pascal voir [ 7] , p 33. 

a 

Et.re tangente 8. une droite est fac ilement vérifiée et.re une condition du second <legré. 
On s'attend done a ce que, en général, par quatre points "en position générale" 
passent. deux coniques tangentes a une droite donnée. Cela est vrai et résult.e aussi 
du théori!me de Desa.rgues, voir [4] , 11 , page 298. 

Le degré de la condition "etre tangente O. une conique donnée " est déjO. plus délicat. 
O. résoudre. Si l'on exprime mtivement que l'équation du 40ne <legré obtenue pour 
trouver les points communs a une racine double, c'est 8. dire que son discriminant 
est. nul , on t. rouve le degré 12 car ce <legré est en généra l, pour un polynóme de 
degré n, égal 8. 11(11, - 1). Le vra.i degré est 6; il a plusieurs fa~on de le voir , que 
nous laissons au lecteur le soin de découvrir . Ceci est dú 8. Bischoff en 1866. 
r..·laintenant. il est done légitime de penser, en appliquant la théorie de l' intersection , 
due a Bezout , qu ' il y a 65 = 7776 différentes coniques tangentes 8. 5 coniques données 
"au hasard ". Ce "probli!me des 5 coniques " est tres célebre. 11 semble que ce soit. 
le seul probleme sur les coniques qui résista a.u del8. de 1900; en part.icul ier c'est une 
partie implicite du 1 5~"'e probli!me de Hilbert. 
Remarquons d 'abo rd que ce genre d 'itéra.tion : 6 x 6 x 6x 6 x 6 = 65 est déj0. absurde 
lorqu'on cherche les coniques t.angentes a. 5 droites : iJ y en a une (par dualité) et. 
non 25 = 32 ! la ra ison profonde, quoiqu 'enfantine, qui fait échouer ces calculs na'ifs 
d 'int.ersect.ion 
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est que toutes les droites doubles (x2 =O) sont toujours tangentes a toute conique. 
U faut done les óter; et ce n 'est pas facile ( cette remarque date de Cremona en 1864). 
Cependant des 1864 Chasles réussit le tour de force de trouver le vrai nombre des 
coniques tangentes ¡\ 5 coniques, a. savoir 3264. De uorubreuses démonstrations de 
ce résultat, plus ou moins rigoureuses, s'étagerem. jusqu 'en 1938. 
Historiquement ce probléme est capital, car il fut Je premier 0. exiger une théorie 
assez générale de l'intersection des variétés algébriques. Celle·ci n'a a.equis sa forme 
définitive que dans les années 1960 ; voir par exemple [26). 

(ii) La deuxieme idée est d 'étudier les coniques qui représent.ent les points d 'une droite 
projective de CP5 (considéré comme cspace des formes quadratiques). Pratique
ment. 

2. Faute de temps nous ne pouvons parler de dualité (8 la fois da.ns RP2 et par rapport 
a une conique donnée : théorie des póles et polaires). Voyez [4] pour des détails. 
Un exemple (difficile meme pour le cercle) est le dual du t.héoreme de Pascal : le 
théoreme de Brianchon dit que, pour tout hexagone circonscrit a une conique, les 
diagonales sont concourantes. 

8. Intersec t ion de deux con iq u es : necessité de la complexi
fication 
Nous avons déj8. vu dans le 5 la nécessité de complexifier. Nous verrons plus bas 

(sectionlO) le désir ardent qu 'il peut. y avoir 8. chercher une transformation projec· 
tive qui transforme une paire de coniques intérieure l'une A l'autre en deux cercles 
concentriques. En fait c'est impossible en général. Pour rendre ceci "visible" il faut 
complexifier : c'esf, la seule fa~on de comprendre les paires de coniques, memes réelles; 
bien sUr il faut. revenir au réel apres avoir oeuvré da.ns le complexe. 

Comme suggéré dans l'encudré de l'introduction, nous prenons maintenant comme 
espace de base le plan projectif complexe CP2 (voir exergue) et y étudions les en· 
samblcs de triples (x,y, z) (a un scalaire pres) qui annulent. une équation du second 
<legré, disons une forme quadrntique q (non identiquement nulle) : 

q(x , y,z)=ax2 +a'y2 +a"z2 + 2byz +2b'+2b"+ y = 0 (***) 

Le gain de simplification est énorme : il n'y a que trois coniques possibles : les 
propres (cf. section 7), les paires de droites distinctes et les droites doubles , car 011 se 
ramCne, par une homogmphie de CP2 toujours aux trois équations 

~+;+ ? -~ ~+ ;- ~ ~- ~ 

En out.re il y a un "NulLYtellensatt' 8. un scalaire prCs il n'y a qu 'une forme 
quadratique donnant naissance h. une conique donnée comme ensemble de points; 
tandis que, pour les réels, x 2 + y2 et x 2 + 2y2 représentent toutes deux la conique 
dégénérée en le point. associé au triple (0, 0, 1). A propos du Nu.llstellensatz général 
de la géométrie algébrique, on pourra consulter !4], 14.1.6. 
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Une droite coupe une conique propre en deux points distincts, sauf les tangentes 
ii. cette conique. Une courbe algébrique ayant cete propriété est une conique, ce qu i 
est. faux en réel : x 4 + y4 = l da.ns R 2 ! Noter que, du point. de vue réel, une coniquc 
propre de C P 2 , étant en bijection C 8 avec une d roite projective (cf. section 7) est du 
point de vue géométrie réelle une sphere 8 2 (cf [4J, 14 .3.6.). 

Mais surtout. il a 'y a que cinq t.ypes morphologiques de paires de coniques propres. 
On les trouve en cherchant leurs points communs : le nombre (compte tenu des 
mu ltip licités) est toujours 4 (c'est le théorE:me de Bezout pour les coniques et il 
peut s'obtenir da.ns le cas présent de fa~on élémentaire en paramétrisant !'une des 
coniques par (s2 , st, t2 ) et en reportant ceci dans l'équation de la seconde : on 
obtient o.i nsi une équation du 4i!me <legré en le parametre choisi. Pour le théoreme de 
Bezout. général, voir \11]. 

Les cinq cas sont ceux des figures ci-dessous (oU a cóté de chaque point on a écri t. 
sa mul t.ipli cité) : 

QCuIV euvQJ 
Le cas qui correspond aux cercles concent.riques (une fois E 2 plongé dans RP 2 puis 

celui-ci dans C P 2 ) est. le cas lll <lit des coniques b it a n gentes . Les deux point.s sont. 
l\lors les points a l' infin i (1, !=I, O) et. (- 1, R . O) (appelés 11 points cycliques" de 
E2). En application cette clnssificl\tion mont.re que l'on peut. toujours t ransformer 
project.ivement. deux coniques quelconques de RP 2 ayant O ou 2 point.s communs 
en deux cercles, le cas de cercles concent.riques correspondant au cas II I : voir une 
applicat.ion ci-dessous en section 10. 

Le cas IV est celui oU les deux coniques sont oscu latrices en un de leur deux point s 
communs. Dans le cas V out qu'ellcs sont s u roscula t.rices en leur point commun. 
La classification morphologique des pa ires de coniques dans RP 2 , est. t. ra itée dans 
[19]. 

Avec ce genre de considération ut ilisant. les p oints cycliques on obt.ient. de jolis 
théoremes euclidiens, tels que: par quatre po ints de E2 pa.ssent. deux paraboles, d'axes 
orthogonaux, en out.re ces axes passent pa r le cent. re de gravité ces quat.re points ( voir 
[4], 17.5 pouc les délails). 
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Maintenant i1 faut prendre garde que deux paires de coniques de méme type mor· 
phologiques ne sont pasen général isomorphes au seas de l'espace projectifs. 

Nous répondrons 8. cette question dans la section suivante. 

9.- Montée e n s t r u ctures : dans l'espace des coniques 

L'idée de base est simple : deux formes quadra tiques proport.ionnelles q et )..q sur 
C3 donnent évidemment naissance i\ la méme conique de C P 2 , (et réciproquement, 
c'est le premier exemple de Nullstcllerisatz (comme appliqué dans la section précédcnt.e) 
et facile a démontrer directement ici). Done en fait l'espace des coniques est en bijec
tion avec l'espace projectif complex CP5 , rega rder l'équa tion (***) de la section 8. 
Ment ionnons brievement quelques conséc¡uences de cette philosophie. 

(i) La premiere est qu'une conique est , en un sens 8 préciser, déterminée par cinq 
conditions. La condition la plus simple, ca r Unéaire 1 est de passer par un point 
donné. On soupi;onne done que par cinq points (non alignés trois 8. trois) passe 
une conique : le théoreme de Pascal le démontre effectivement. et. permet. tout.es 
les const ructions géométriques explicites, comme il a été précisé da.ns la section 7. 
Au lecleur en exercice de trouver d 'aut res démonstrat ions de cett.e unicité de la 
conique passant par de t.els cinq points. 

Ce sont les coniques d 1équations )..q + µq' (oU q, q' sont les équat.ions de deux 
coniques diHérentes C et C'; a.insi q et q' ne sont pas proportionnelles). Un te! ensemble 
est appelé un fa isceau f de coniques. On peut voir que f coincide avec l'ensemble 
des coniques quj coupent C comme C 1 (cf. les figures 1, 11, 111 1 IV, V) c'est 8. dire a.u 
mCmes points de C et avec la. mCme mult iplicité. Un rOle importo..nt est joué par les 
coniques dégénérées de f : leur nombre est indiqué sur les figures ci-dessous, un trait 
double indiqué une droite double et les pet its t raits et. les chiffres la mult iplicité des 
points. 
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~-
~ 

2 coniqucs di!:¡~ 
V a 

Nous pouvons maintenant donner la classification a une bomographie pres des 
paires de coniques propres distinctes, classificat ion désirée a la fin de la sect.ion 8. 
Elle nous a ét.é enseignée par Jacques T its. Pour le ty pe l , si a, b, e, d désignent 
les qua t,re points communs distincts a C et C' , alors les deux birapports [a , b, e, cl] c 
et [a ,b,c,dJc, , sout nécessairement. des invariants projectifs. On peut les calcu ler 
1:nrec l'aide des seules ta ngentes T8 C, T~C1 a ux coniques respectives C, C' et les t.rois 
droit.es ab , ac , ad. Réci proquement. si deux paires de coniques se coupent en qua.t.re 
po int.s dist incts et si les deux birapports ci-dessus sont égaux respecti vement deux 8. 
deux, a lors il existe une homographie t ransformant une pa ire en l'aut re. 
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A l'opposé pour les types IV et V il n'y a aucun ill\l&riant. et. deux paires du méme 
types sont t.oujours projeotivement "les memes" . Pour les t.ypes II et III , il y a un 
seul invariant. 11 est moins évident de découvrir géoruétriquement sur le seul ensemble 
constitué par C et C'. Par contre, cet invariant n 'est autre que le birapport qui est, 
sur la droite projective que définit da.ns CP5 le réseau construjt, avec C, C1 celui des 
points représentés par C, C1 et et les de ux coniques dégénérées du faiscenu. On peut 
alors trouver plus íacilement la définition géométrique de cet invariant. : quand e et 
C1 sont transformées projectivement en deux cercles du plan euclidien E2 , o.lors dans 
le cas du type JI on obtient deux cercles tangents el l'in\laria.nt cherché est le rapport 
de lcurs rayons; tandis que da.ns le type lI I on obtient deux cercles concentriqucs et 
l'invariant cherché est le caré du ra.pport de leurs rayons ! 

ll y a d'a.illeurs une bonne raison , que nous rencontrerons dans la procho.ine section, 
pour que deux paires de cercles concentriques ne soint pas projectivement isomorphes; 
c'est l'existence ou non, pour telle paire, de polygones a n cótés (n. fixé) inscrit.s da.ns 
!'un et circonscrit 8. l'autre ! 

Les fa.isceaux de coniques donnent lieu 8. de nombreux résultat.s; on pourra con
sulter entre autres le chapitrc 17 de 14]. Lcurs duaux, les faisceaux t.angcntiels sont 
importants. Le plus connu d 'entre eux cst celui des coniques homofocales de E 2 , 

c'cst O. dire que la constante a dans les équations 2 (d ) et 2 (e) prend toutes les valeurs 
possibles. 

Les équations sont. done 

x2 y2 
-- + --- 1 = 0 
a2 + ,\ b2 + ,\ 

et de nombrenx problemes de mat.hématiques appliquées utilisent les coordonnées qui 
associent A (x , y) le couple (A,µ) des deux valeurs de ,\ 1 da.ns(•) pour lesquelles 
l'ellipse {resp. l'hyperbole) de la fami lle {*) passe par (x,y). Une propriété classique 
(théoreme de Graves) est que si un fil de longueur constante est. tendu autour d'une 
ellipse, le point de tension décrit une ellipse homofocale. 
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Cett.e propriélé est. équivalente au foil que la langenle au poinl décrivanl la 
deux ieme ellipse esl bissectrice des deux tangentes issues de ce po int a la premie.re. 
Cet.t.e propriété implique la conséquence spectaculaire suivante: si l'on trace a l' int.é
rieur d 'une ellipse la trajectoire d'un rayon lumineux (ou d ' une boule de billard) ce tle 
t. rajectoire res tera toujours tangente a une ellipse fixe (ou une hyperbole si l'on part. 
ent re les foyers ). 

Cela veut dire, eo langage de dynamique, que ces Lrajecto ires ne seront jamais 
partout denses. Alors que pour un convexe pr is au hasa.rd P. Gruber vient de montrer 
qu ' it y a toujours densité (pour presque toutes les trajectoires) : voir '14]. 

Ou encore, les ellipses ont une fam ille continue de courbes caustiques; Jaques
t.ion res te ouvert.e , 8. l'heure actuelle de savoir si seules les ellipses ont cett.e propriété. 
Voir auss i la section II.3. Pour ce qui arrive si la trajectoire se referme, voir ce qui 
sui t. . 

10.- Le p lu s beau et le plus fin théoreme s u r les coniques : les 
po lygo n es de Poncelet 

Nous continuons ici le {iii ) de la sect.ion 7, oU nous av ions découvert avec étonnement 
un résulta t du genre "tout ou ri en " : deux coniques données, oU n 'admet.tent aucun 
triangle a la fois inscrit da.ns l'un et. circonscrit. a l'aut re, ou ea admettent un (et ce 
pour un sommet quelconque de départ). Qu 'en est-il pour les polygones quelconque 
de cótés? 11 y a un cas oU le résu lt.at est. évident. 

C 'esl celui de deux cercles concentriques; la raison pro fon de est qu ' il y a un groupe 
du pla.n qui est tra.nsit.if sur un cercle, conserve le deuxieme cercle et qui transforme 
droites en droites, it savoir le groupe des rotat.ions aut.our du centre commun. Si done 
il exis te un polygone circonscrit au deuxiCme cercle, inscrit dans le premier, on peut 
choisir l'un des sommets oü l'on veut. sur le premier cercle et obtenir ains i une infinit.é 
de tels polygones (ce sont. d 'ailleurs des potygones réguliers, étoilés en général). 

r-. lais si les deux cercles ne son!. plus concentriques? (rappelons que tout.e paire de 
coniques ayant deux ou zéro point.s communs est. ai nsi transformable project ivement. 
en deux cercles done respectant, les propriétés des polygones cherchés). On pourrait 
espérer les transformer en cercles concentriques (sauf si l'on se rappell e ce qui a ét.é 
di t au 8). En effet il exist.e un résultat de ce genre, le porisme de Steiner : quand 
on enfile des cercles ta.ngent.s 8. deux cercles et tangents entre eux , si c;a se referme 
cela reste vrai quelque soit Je cercle de <lépart ! Et la démons tration est. simple : il 
existe une t ransformat ion t.ransformant. tout cercle en un cercle et envoyant une paire 
quelconque de cercles en une paire de cercles concent.riques (une invers ion, vo ir !4], 
tome I, page 315·3 16). 
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Malbeureusement. l'inversion n'cst pas une transforruation projective. Et d'ailleurs, 
comme on Pa vu plus haut, deux cercles concentriques sont des coniques bitangentes 
en les dewc points cycliques. Le théor~me dü 8 Poncelet est cependant vrai: s'il existe 
un polygone A 11 cót.és inscrit dans une conique C et circonscrit a une conique C', il 
en existe une infinité, un sommet pouvant etre choisi n'importe oU sur C (cas ou C' 
est intérieur 8. C) : 

o 
La démonstration de ce résultat cst toujours difficile ¡ on n'en connait aucunc 

démonstration 8. la fois élémentaire, simple et naturelle. Oonnons d 'abord la plus 
simple, celle basée sur les correspondances a.Jgébriques (2, 2); puis celle qui est la 
plus profonde et permet. de résoudre le difficile probleme de la condition explicit.e sur 
les équations de C et C 1 pour qu 'il existe un polygone a 11 cót.és inscrit dans C et. 
circonsc.r1t A C' (mCme pour deux cercles, c'est compliqué pour trois, surtout pour 4 
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e! pour 11 = 5 qussiment inextricable). 
La méthode des correspondances consiste a paramCtrer C au second <legré avec 

mettons un paramet.re : soit m(t) le point e de paramet.re l et a remarqucr que la 
condit.ion poUI que la droite m(t)m(t1) soit tangente 8. C' est du second <legré en t. en 
t'. P lus généraleme.nt si l'on construit. la ligne brisée part.ant de m(t), qui a n cOtés 
t.angents successivement a C', le point final m(s) est tel que la reJation ent.re t et s est 
du second <legré en t en s. Le point. difficile de la démonst.ration est que cet.te itérée 
Q o Q o .. . oQ de la premiere correspondance Q est encare du second <legré. Dire que 
la ligne brisée se referme implique que cet.te relation {du quatrieme <legré alors en t) 
est vérifiée pour un certain t.; mais elle l'es t. aussi pour n - 1 (n = 3) valeurs. Le 
fait que cette relation est algébrique (polynomiale) et symét.rique ent.raine qu 'elle se 
réduit a zéro. Done qu 'elle est vérifiée pour tout. t. 

Celle métbode élégante n'est pas assez profonde. Elle ne permet d 'abord pos de 
voi r ce qui est dit el desso us sur les polygo nes obtenus en joigna.nt les sommets de k 
en k , ni su rtout de trouver la condition explicite de Cayley. Expliquons celle baséc 
sur les fonctions elLiptiques dans le cas de deux cercles C et C'. Plus précisémcnt on 
considCre taus les cercles C(a) du fo.isceu.u de cercles défini par C et C' (voir 9(ii)) . 
Alors il existe une paramét risation du cercle C par une fonction ellipt.ique réell e, c'cs1 
a dire une applicat.ion 271"-périodique f : R - C ayant. Ja propriété suivante (pour 
ceci voir {lj ou '15]): il existe une fo nction continue k.(o ) telle que dire que la droit.e 
J(t )f (t') est 1angente au cercle C(a) (e t avec l'orientat.ion convenable) est. équivalent.c 
At'=t+k(a). 

Si done pour un t , il y a un polygone a n cót.és inscrit da.ns C et. circonscrit. a C(o), 
c'est dire que f(t + n ·~:(a))= f(t), done que n · k.{o) est. égal a un mult.iple de 2;r 
parce que f est 21r-périodique. Mais alors ceci reste vrai pour t.out t ! 

Ceci a élé fah tout au début de l'histoire des fonct ions elliptiques réelles. 

e 

En fait cette paramét risat.ion du cercle C n'est pas du tout mystérieuse : c'est celle 
donnée par le temps mis entre deux points du cercle pour le mouvement d ' un pendule 
pesant. simple, lancé assez vite pour faire le tour du cercle. Le lecteur pourra. chercher 
les résultats correspondant, au cas d 'un mouvement de pendul plus ord inai r Pour 
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ce qui précéde, voir [1], [15]. 
Ensuite on voit de suite que si \'0n j0int de k en k (l'entier k étant fixé) les sommets 

d'un polygone inscrit da.ns C et circooscrit a C', ses cótés restent toujours tangents 
a un cercle C" du fa.isceau défini par C et C' . Le cas oU n est pair et k = n / 2 est 
celui oU les diagonales des i:wlygones passent par un point fixe, cercle dégénéré du 
fo.iscea.u défini par C et C 1 • Tout ceci s'étend évidemment a.u cas des paires généra.les 
de coniques. 

e On remarquern aussi que si C(a) et C(/3) sont 
deux cercles différents du fa.iscearu considéré, alors 
la droite m p du dessin enveloppe un trnisieme cer
cle C('Y) de ce meme fo.iscea.u quand m décrit C. 
Ceci en fa.it éta.it le lemma de dépa.rt de Chasles, 
voir [6]. 

Des 1853 Cayley réussissait O. obtenir la con
dition explicite ci-dessous pour les équa.tions de 
delL"\'. coniques donnant naissance a des polygones 
inscrits et circonscrits ¡\ n cótés. La méthode de 
Ca.yley est exposée de fat;on déta.illée et en langa.ge 
moderne dans [12j. L'idée de départ est d'associer 
a une paire de con..iques C et C1 , non pas une fonc

tion elliptique au seos numérique, rnais une courbe elliptique complexe. Il y a alors 
un lien direct entre la fer.meture d 'une ligne polygonale a n. cótés zizo.guant entre e 
et C 1 et les points d'ordre n pour l'addition classique sur cette courbe elliptique. 

Voici comment écr.ire une telle condition. Saint q et r des formes quadra.t iques 
définissant les coniques C et C1 • Alors la conditions sur q et r pour qu'il existe un 
polygone a n cótés inscrit da.ns C et circonscrit a C' s'obtient a.insi. On considere le 
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déterminaut de la forme quadratique q + >.r et développe en séric eutiCrc sa racine 
cnrrée: 

ldet.(q + >.1·)]1/2 = a .. + a,A + a2A2 + · ·+a. A* +· 

Cette racine carrée d 'un polynóme de <legré 3 en ). ne surprendra pas dans un cndroit 
oU interviennent les fonct.ions clliptiques ! 

Les conditions cherchées sont les déterminants 

1 

a, 

.... 
ª··• 1 1 a, = O, s1 n = 2m + 1 e t 

a 1.., a..,+1 

ª··· 1 : = O, si n= 2m .,_ 
Le lecteur pourra t.rouver instructif de vérifier ces condii.ions pour le ca.s de deux 

cerclcs; si R et. r sont. leurs rnyons respect.ifs et d la distance de leurs centres, dCs 1827 
Steiner avait. donné les condit ions 

n=3 R2 -a2 = 2r R 

n= 4 (R2 -a2)
2 = 2r2 (R.2 +a2) 

n = 5 r( R - a)= (R + a)[(/l - r + a)(R. - r - a)J'i' + (R +a) [(R - ,. - a)2RJ1/' 

n = 6 3 ( R2 - a2)4 = 4r 2 (H2 + a 2) (n2 - a 2)
2 + 16r'1a 2 R2 

Sr2 ( R2 - a2)
2 

- r·2 (R2 + a2) 

x { (n' +•') [(R' - a' )' + 4r 4a'n'] - Br2a2 R2 (n' - •')'} 

= [(R'- a2)' - 4r '1a 2 R.2]' 

Pour n = 5, 6, 8 Steiner ne donno.it. o.ucune explica t.ion ! La démonst ra t.ion des 
formules de Cayley est donnéc en déta il et en Janga.ge moderne dans [12]. L'histoire 
du théort!me de Poucelet. a fnit. l'objct. d 'une o.naly détaillée dans [6J. La formule d 
Steiner est. íausse pour n = 8, voir un a rticlc á paraitre de F'. Pécaut. 

II.- ot es 

On peut évidemment défini r les coniques sur d 'aut.res corps. pour d 'autres nombres 
que les récls ou les complexes. Sur les corps fin is, cela donne lieu 8 des problemes de 
théorie des nombres el. de combinatoire. L'intui t ion géométrique est a lors mani r 
avec précaut1011. En voici quelques exemples pour illustrer cette remarque . 

On montre (ce n'est. pos évident.) que sur un corps fini toute conique n'est jama.is 
\'ide. Si le corps a q éléments et <¡ cs t. po.ir, a.Jors une coaique a au plus q + 1 points 
(car toujours isomorphe A une droite projective). Si q est pa.ir, toutcs les tangentes 
passcnt pn.r un meme point. ! 
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C'cst ici l'endroit, de rema.rquer que les trois mots "'ellipse" , 11parabole11 , ºhyper
bole" ont, depuis les grecs; envahi la pensée humaine. Ceci en calquant., avec plus ou 
moins de bonheur, différentes carnctéristiques distinguant les t.rois coniques les unes 
des autres. Mentionnons, de fai;on certa.inement non exhaustive, quelque un de ces 
contextes. 

En litterature on a des figures de styles : hyperbole e1 ellipse. Le mot para.bole 
intcrvient lui de fo.<;:on plus généra.le. En physique, on peut fa.ire une compara.ison 
entre les états gazeux, liquide, solide avec l'hyperbole, la parabole, l'ellipse. Cettc 
compB.Iaison a été étenduc par Mikhael Gromov ¡\ la théorie des groupes discrets : les 
groupes finis sont ellipt.iques, les groupes hyperboliques ont été inventés et étudiés par 
lui da.ns 123]. Comme les ga.z, les groupes hyperboliques sont expansifs et répandus 
partout . 

De me.me que les liquides sont actuellement bien mal connus, de mCme les groupes 
paraboljques son encare mal compris. Mais pour certains d 'entre eux, ajouter une 
seule relation suffit, ¡\ les rendre finis; ceci est ¡\ comparer avec la sursaturn.t.ion da.ns 
les liquides. 

Dans les équat.ions aux dérivées partielles, on distingue trois types d 'équations: 
clliptiques, paraboliques, (équation de la chaleur par exemple), et hypcrboliques 
(équation des ondea par exemple). 

Qu'il y ait trois t.ype de cometes provient évidemment de ce qui a été dit da.ns la 
section 4. En6n en géométrie les espaces ¡\ courbure constante, qui sont les références 
de base en géométrie riemannienne, sont les espaces hyperboliques, les espaces eucli
diens {dont il est difficile de les relier aux paraboles) et les espaces sphériqucs et leurs 
quotient.s projectif réels, <lit elliptiques. 

II .- Quadriques 

1.- Quadriques e uclidiennes 

On considCre sans le préciser, par manque de place, des quadric¡ues réelles ou 
complexes; affines, euclidlennes ou projectives. 11 s' agit do.ns les espaces E3 , R 3, 

RP3 , C P 3 des surfaces définies par une équation vraiment du second degré. Dans 
l'espace euclidien E3 elles se rencont.reni. nnt.urellemen comme les surfaces les plus 
simples apres les plaus et les sphCres. 

Par exemple on sait. que la t.erre est en, premiere approximation, un ellipso"ide de 
révoluiion; que les corps solides ont une ellipso'ide d' inertie et que leur mouvement 
pcut s'interpréter géométriquement en faisant rouler un ellipso'ide de centre fixe sur 
un plan, ' -oir (2J chapit.re 6, section 29. Les parabolo"ides de révolution sont les miroirs 
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de téléscopes (ainsi que les hyperbolo"ides de 
révolution pour le pet.it . . mirnir) tandis que les 
parabolo'ides hy perboliques sc;m t. fonda:mentaux en 
architecture, ainsi d'ailleurs que les hyperbolo'ides 
(de révolu tion) car ils contiennent une infinité de 
droites. Les eWpso"ldes jouent un róle essentiel 
en algorithruique et en optimisation, voir [13] ain
siqu 1e11 théorie des espaces normés ( voir par exem
ple [211) . Les quadriques essent.ielles (propres) de 
E3 sont : 

/. - Les eUipsoides 

~·-
pu abole 

x2 y2 z2 
-+- + -- 1~0 
a2 b2 c2 

(de révolution si a = b) 

!/.- Les pamboloides elliptiques 

x2 y2 
;2 + /;2 - 2z =O (de révolu tion si a = b) 

111.- Les paraboloides hiperboli ques 

x2 y2 
;2--¡;¡ - 2z=D 

1 \1. - /.,,es hyperboloides a deu.'t nn.7J¡>e.s 

x2 y2 z 2 

;2+ ¡;-~+l=O (de révolut ion si a = b) 

V.- Les l1 yperboloides ti une nappe 

(de révolution si a= b) 
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I 
~ ... · .. 

• hypc<bolofdc ponbololde 
l une nappc elllpdquc 

cllipsordc p<Abololdc hypcrt>ollquc 

Les définitions métriques analogues a celles de 1.2 exist.ent mais sont peu enthou
sie.sma.ntes. Pour trouver une quadrique de E3 a trois axes inégaux (i.e. non de 
révolution) il faut se donner un point / 1 une droite D , une dircction de plans P et 
une constante e. Alors on obt.ient. pratiquement toutes les quadriques de E 3 comme 
ensemble des points m vérifiant d(m , /) =e· d(m, p(m )) oU p(m.) est le point de D 
obtenu en coupant D par le plan passant. par m et. parallele ñ P. La générntion ana.-
loguc li. la bifocale (et. meme son ext.cnsion de celle de Graves, voir section 1.9) est due 
A Staude, (vers 1850 seulcmcnt 1 ) voir ci-dcssous section 3. Lea c¡uadriqucs réglécs, 
elles, peuvent. s'obt.enir plus simplement comme ensemble de point.s dont. le ro.pport 
des distances A dcux droit.es donnécs cs t. const.ant. 

2.- Quadriques P rojectives réelles e t comple xes 

Da.ns l'espace project.if réel RP3 de dimension 3 les cinq types ci-dessus (quadriqucs 
propres) se réduisent. a deux : topologiquement. ce sont, soit eles sphCres (ca.s I, 11, 
IV) soit des <ores (cas lll , V) . 

Et la diffé.rence est simple : les t.ypes 111 et. V coatienncnt des droites, appelées 
géné.ratrice.s ( méme da.ns R3 ). 11 est. facile de voir que ses génératrices forment deux 
í11milles / 1 et / ,; ovec les propriétés d'interaction ci-dessous : 
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V D, D' E / 1 et D UD'= D n D' = </¡ 
V E , E' E J, et EUE'=Eng=</J 
V D E / 1 et / 2 : D n E= 1 point. 
La démonstration est facile : apres transformation projective convenable en coor· 

données (affines) convenables les types 111 et V s'écrivent 

x2 - y2 = z2 - 1 

et les droites de f 1 sont données par les équations 

X - y~ k(z + J) et 

celles de j.1 par 

x-y~k(z+ l ) et 

Pour la "vrai démonstration" , voir le théoreme de Witt (section 13.7. 1) et sa 
lecture géométrique (section 14.4) de [4). Ces quadriques sont <lites réglées . Leur 
génération linéaire est enfantine (et done plus simple que celle de quelque conique que 
ce soit). On se doune t rois droites D, D' , D" de l'espace non dans un meme plan 
deux 8. deux . Alors !'ensemble des droites E qui rencontrent a la fois D, D', D" est. 
une quadrique réglée; et elles s'obtiennent toutes a insi. On montre faci lement ceci ; 

V D; E /, (í = ! , 2, 3, 4) et V E E / , le birapport 

[D 1 n E, D 2 n E, 0 3 n E, D 4 n E) ne dépend que des D, et non de E. 

D'oll aussi ceci : soin t deux droites D et D' non dans un meme plan , f : D - D' 
une homographie. Alors la droite m · J(m. ) décrit une quadrique réglée. Ou encore 
ceci : soint D, D' deux droites non dans un mE!me plan, et une homographie / entre 
les plans passant par D et ceux passant par D'. Alors la droite P n f(P) décrit une 
quadrique réglée. Un cas particulier affine est celui-ci : si deux points décrivent deux 
droites D, D' non dans un meme plan avec des vitesses proportionnelles, la droite qui 
les joint décrit un paraboloi.de hyperbolique. C'est la forme de tout toit. d 'une maison 
ii. murs non rectangulaires ! C'est. aussi l'explication de la figure de la section 1.7.( ii ); 
il faut seulement ajouter que le con tour apparent d 'un parabololde hyperbolique est 
une parabole. 

Si on est dans l'espace projectif complexe CP3 de dimension 3, alors il n 'y a plus 
qu 'une quadrique propre; elle est toujours réglées, puisque l'équation peut toujours se 
ramener a x2 - y2 = z2 - l. C'est ainsi que les géometres du ¡gbne siecle parlerent 
abondamment des "génératrices des spheres"; voir par exemple [27). 
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3.- Quadriques homofocales 

On a.ppelle fa.mille de quadriques homofocales de E3 la fa.mille a un para.metre 
réel ,\ formée des qua.driques d 'équations. 

x2 y2 z2 

a2 + ,\ + b2 + ,\ + c2 +A - 1 =O 
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équation qui généralise l'équation (•)de la section 9 du chapitre ucon iques" . Seul le 
cas oU a, b, e sont différents est vraiment intéressant; on supposera désormais que 
a > b > c. 

Selon que,\ E J - 8, c2 [, Jc2 , b2 [, ]b2, a 2[ on obtient respectivement un ellipso'ide, 
un hyperbolo'ide a deux nappes, un hyperboloide a une nappe. La figure que forme ces 
3 familles a un parametre de trois types de quadriques jouit de propriétés nombreuses 
et remarquables; en voici un choix. 

D'abord pour tout point de l'espace situé en dehors de la réunion des trois plans de 
coordonnées il passe exactement une quadrique de chaque sorte, d 'oll une application 
(x,y,z) - (A , µ , v). Si l 'on se restreint 8., par exemple, la région x > O, y> O, z > O 
alors cette application est bijective et fournit une paramétrisation par des coordonnées 
dite homofocales , de chacun des 8 quadrants de l'espace. 

Maintenant il nous reste peu de place pour parler a la fois des propriétés des 
quadriques telles que l 'intersection de deux ou trois quadriques , la géomét rie sur une 
quadrique donnée , etc . et des etres qui étendent les quadriques a ux espaces de 
dimension n quelconque. On pourra trouver dans les chapitres 13, 14 et 15 de [4j la 
deuxieme partie de ce programme. 

Les intersections de quadriques peuvent donner lieu B. des questions tres sub
tiles. Un point de départ importa nt est que ces intersections sont des courbes qui 
se parametrent na turellement avec des fonctions elliptiques , voi r p] 1 [10] et /15]. Une 
référence récente est. [22]. Voir aussi la fin de ce texte. 

Nous avons choisi, pour t.erminer de parler d 'une configuration de l'espace euclidien 
E 3 , celle di te des quadriques homofocales. Car, comme on va le voir , elle est commune 
8. des problemes t. rCs variés. 

Ces coordonnées permett.ent assez systématiquement d 'étudier les questions rela
tivcs soit d 'ensemble de la fami lle, soit a une quadrique fixée, le cas d 'un ellipsai·de E 
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tel que 
x2 y2 z2 
-+-+ - - 1 =Ü. 
a2 b2 c2 

Par exemple d'étudier les vibrations sur ou a l'interieur de cet ellipsoYde; voir par 
exemple 1 20]. 

Une propriété élémentaire est que, en un de leurs points d'intersection, les trois 
quadriques qui y passent y ont leurs plans tangents orthogonaux deuX a deux. Sa 
démonstration est un peu longue si les calculs sont menés en coordonnées ( x , y, z) 
sans astuce. 

Rappelons que les géodésiques d'une surface (ou plus généralement d 'un espace 
métrique raisonable) sont les courbes qui suportent nécessairement les plus courts 
chemins d'un point 8. un autre. Mais les géodésiques, définies par cette propriété de 
minimalité locale, restent intéressantes lorsqu'on les prolonge indéfiniment, ce qui est 
toujours possible s'il y a compacité. 

Si l'on veut étudier les géodésiques sur l'ellipsoYde E , on fera done,\ dans le triple 
(>.,µ , u) et la surface de cet ellipso.ide sera paramétrée par (µ,u). On appelle aussi 
ces coordonnées elliptiques. Les géodésiques de E son définies par une famille tres 
simple d 'équations diférentielles en µ(t) , u(t) (avec en outre la condition de vitesse 
égale a. 1) dépendant d'un parametre. Cela permet de les étudier complétement. Un 
texte récent est [18] , voir aussi les références a la fin de la section 10.4.9.5 de [3]. En 
voici quelques propriétés. A une valeur fixée du parametre cité plus haut est associé 
un hyperboloYde H 8. une nappe ou 8. deux nappes tel que les géodésiques associés 
oscillent entre les deux courbes d 1intersection de E avec H . Elles peuvent, dans E 3 

, etre géométriquement définies par la CQndition que leurs tangentes soint des droites 
de E3 constamment tangentes 8. H. 

Les figures ci-dessus correspondent oU H a une nappe¡ le lecteur pourra s'exercer 
8. dessiner le cas oU H a deux nappes. Ce cas intermédiaire est celui oU H est réduit 
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a l 'hyperbole 

du plan y = O. L'in tersection H n E se compase de 4 points a, a1, b, b1 . lis sont 
appelés les ombilics de E car ce sont les points oU la surface E de E 3 a ses deux rayons 
de courbures principaux égaux (voir [5]}. Mais ici ils ont l'extraordinaire propriété 
de focalisat.ion suivante (qui n 'est autre que la limite de celle d 'oscillation <lite plus 
haut ): toute géodésique issue de a passe par a' (resp. b, b'). 

Les courbes des intersections En H son toutes des lignes de courbure de E 
(et de H aussi d 'ailleurs) , c'est a dire les courbes dont la tangente donne toujours 
une direction de courbure principale (voir plus haut.). 11 s'agit 18. d 'une définition 
valable pour toute surface (voir [5], par exemple) . Avec les coordonnées elliptiques , 
on mont.re facilement que t.out.es ces ligues de courbure sont. définies comme lieu des 
points dont la somme des dist.ances a deux ombilics est constante ( comparer avec la 
section 2 des coniques). Noter que c'est. aussi la différence qui est. constante si l'on 
change un ombilic en son ant.ipodal ! 

De méme que la définition bifocale des coniques peut étre étendue en le théoreme 
de Graves (sect.ion 9 des coniques), de méme la propriété ci-dessus d(a, v) + d(b, v) = 
constante peut étre étendue pour donner d'abord des résul tats du t.ype de Graves 
sur une quadrique donnée mais surtout O. une question qui résistera tres longtemps A 
l'ardeur des géometres, 8. savoir une générat ion d 'une quadrique entiere avec un seul 
fil t.endu. Le cas d(/,x) + d(f' ,x ) = cons l.anle da.ns E3 ne donne en effet que des 
elJi psoldes de révolut.ion . Il fa.Uut. a ttendre Staude, vers la fin du 19eme sii?cle, pour 
t rouver cett.e génération . La plus simple est celle de la fi gu re ci-dessous : 



Mar.ce/ Berger 155 

L'hyperbole est celle ci-dessus 

x2 z2 

a2 - b2 - b2 - c2 - 1 = O y= O, 

et l'ellipse 
x2 y2 
~ + bi - 1 = o z =o. 

Ma.is Sta.ude étendit ce résuilta.t "8. la Graves" : on tend le fil entre un ellipsoi'de 
et un hypei:b0loi'de a une na.ppe qui lui est homofocal : le point 18. 0U ce tend le fil 
décrit un ellipsoi'de. 

Une propriété des ellifls0ldes homofocaux, qui généralise celle des ellipses citées 
8. la fin de la secti0n 9 des e0niques, est encore une propriété de caustique : un 
rayen luminem<: "!Ui se prnpage a l'intérieur de l 'ellipsoi'de E, en se r-éfl.échissant sur 
la surface intérieure a.Nec la symétrie qui s'impose par rapp0rt aiu pl'aa taogent a.u 
point de reftexion, reste t0l:110u0rs tangent d'un ellipsoYde E 1 , h0m0foea:l et intériel:lr a 
E. Les qua.driques h0m.0foea•les s0nt en fai t les seules paires de surfaces 8. avoir cette 
propriété, el . [24]. 

Tout récemment une r.elarti0n extraordinaire et inattend0ae a été déc0u·verte entre 
les géodésiques de l'en.ips0Yd'e1 ¡::ilus ¡::irécisément l'extensioa évidente des qt:1.adriques 
homofocales aux En, et les s0h1ti0ns ua. Ja Peter Lax" de l'équa.ti0n KdV (Korteweg 
de Vries) qui est l'équa:ti0R a.u-x dérivées partielles que décrit le m0uvement de l'eau 
da.ns un canal. Le lien se fa.it par des déformations isospectrailes de m'B.trices. Plusiew.rs 
autres problemes y sont d.frectement liés: celui du mouvemeRt d'uia ¡::ioint qui se meut 
sur une sphf:re s0us l"infi,uence d'un potentiel quadratique, celw.i dU 8. H. KROrrer 
qui généralise le fa.it que l'hi.tersection de deux quadriques de CP3 est paramétrée par 
une fonction elliptique et qui c0ncerne la variété formée des s0us espa.ces de dimeRsion 
n - 1 de l'intersecti0n de deu-x qua.driques de CP2"+1 . Pour t0ut ce qui précede on 
consultera {18j, [25]. 
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