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Un embaldosamiento es una descom¡::iosición del plano en figuras geométricas 
- baldosas. Suponemos, que hay un núme110 finito de tipos de éstas y de cada tipo 
un número infinito de ejemplares. Las baldosas se intersectan solamente en sus 
fronteras y cada punto del plano debe ser cubierto por una baldosa. En el caso 
más sencillo tenemos un tipo de baldosa E¡Ue es un polígono regular con n lados. 
Es claro que un embaldosa.miento con n-á.g0nos regulares es posible solamente para 
n = 3, 4, 6 (ver Fig. 1). 

Figura 1 
Con figuras irregulares y con más tipos de ellas 1 hay más posibilidades. En 

Fig. 2 a In izquierda vemos un embaldosamiento de dos figuras: un oct.ágono regular 
y un cuadrado. 

Figura 2 
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En Fig. 2 a la derecha vemos un embaldosamienLo con 1 res t.ipos de baldosas, 
A , B , C que son 10-gonos. 

Todos est.os embaldosamient.os son periódicos. Decimos, que un vector u E 072 

distinlo de cero es periodo de un embaldosamiemo, si, al aplicar la translación x ..._ 
x+11 del plano, obtenemos el mismo embald~amiento. Si u, v son dos periodos de un 
embaldosa.miento, entonces cada combinación lineal a u +bv con coeficientes a, b E Zl 
ente.ros es también un periodo de este embaldosamiento. El embaldosamient.o de 
triángulos con lodo de largo 1 en Fig. 1 tiene periodos independientes (1 ,0) y 

(4 1 :tf). El embaldosamient.o de cuadrados en Fig. l liene periodos (1,0) y (O, 1). 
El embaldosamient.o en F'ig. 2 a la derecha tiene periodos (3,0) y (O, !). Es fácil 
construir un embaldosamiento que no t iene dos periodos independient.es. Con las 
baldosas A , B ,C de Fig. 2 construimos un embaldosa.miento de línea horizontal 

... CCCCABCCC A/JCCABCABCCABCCCABCCCC . 

Si colocamos est.as líneas una. sobre ot.ra, obtenemos un embaldosamiento del plano 
que t iene como periodo solo {O, 1) y sus mlilt.iplos. Si colocamos en cada línea una 
sucesión aperiodica d ist.int.a 1 obt.enemos un embaldosamiento del plano aperiódico 
que no tiene ningún periodo. 

Hay baldosas, con las cuales se puede embaldosar todo el plano, pero cada 
embaldosamient.o es aperiódico. Un ejemplo interesa.me íue descubierto en 1972 por 
Roger Penrose (ver Fig. 3). 

Figura 3 
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Consiste de dos baldosas K (kit.e - volantín) y D {dart, 8echa) 1 (ver Fig. 4). 

Figura 4 

Son cuadriláteros con dos lados cortos y dos lados largos. La razón de estos 
largos es el número áureo 1/J = ~· Cinco f( componen un 10-gono regular y cinco 
D componen una estrella. O y K componen un rombo, que puede embaldosar el 
plano de manera periódica (Fig. 4 a la derecha). 

Para excluir esta configuración hacemos en cada lado de cada cuadrilátero una 
incisión triangular, como en Fig. 5, 

Figura 5 

de manera que la formación de un rombo no es posible. Vamos a most.rar, que con 
lns baldosas K y O de F'ig. 5 se puede embaldosar todo el plano, ningún embal
dosl\mient.o es periódico pero cod11 embaldosa.miento es casi periódico. Decimos que 
un embo.Jdosamiento es casi periódico, s i, para cada configuración finit.a ex ist.e n t.aJ 
que cada cuadrado de lado n. cont.icne a.J menos una copia de la configu ración. 

Consideremos una t.a.ren equiva\ent.e. Dividamos K en dos t..riá.ngulos LJ< (lefl, 
kit.e) y RK (right kit.e) y div idamos O en dos t ri ángulos LD (lcft dart.) y RO (right 
da.rt ) como en Fig. 6. 
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Figura 6 

Ea los lados ele división hay una. incisión cuadra.da.. En lugar de dos cuadriláte
ros lenemos entonces cuatro triángulos. Es claro, que cada embaldosamiento ele LJ< , 
RI<, LD, RD det.ennina el único embaldosa.mie.nlo de K y L (y vice versa). El lado 
de incisión cuadrada de cada LI< puede tocar solamente el lado correspondiente de 
RK, y similarmc11t.e para LD y RD. 

Consideremos ahora una operación de subsliLución. Supongamos, que !.enemas 
un embaldosamient.o de todo el plano o un embaldosamiento de una región fi nit.a 
(una configuración). Dividamos cada LI< e n tres triángulos chicos LK,RK,LD, cuyo 
tamaiio es en razón 1/J = ~ = O, 618 con el tamaiio de los t.riángulos originales. 
Del mismo modo reemplazamos los ot.ros triángulos con dos o tres triángulos chicos 
como en F'ig. 7 

LK LK, RJ<, l.D 

R.K RK, LK, RO 

LD RK,LD 

RO LK, RO 

Figura. 7 

Se puede verificar, que asf obtenemos cmbaldosamiemo de baldosas chicllS LK, nK. 

LD, RO. Si se tocan dos lados de triángulos (por ejemplo el lado corto de LI< con el 
lado corto de RO), en lo. imagen se tocan el lado largo de LK con el lado largo de no1 

entonces todas las convenciones permanecen satisfechas. Utilizando esta opernción 
de subslitución podemos probar: 
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Proposición 1 Co11 las baldosas LJ<, RK, LD, RD se puede embaldosar una región 
finita arbitrariamente gron de del plano. 

Prueba: Decimos que se puede embaldosar una región fini ta del plano, si existe un 
embaldosamiento, ts.1 que cada punto de la región está cubierta por una baldosa. 
Comenzemos con un t.riángulo de cualquier tipo. Repetimos operaciones de subs
titución y amp liación . Después de cada substitución am pliamos la configuración 
obtenida en razón de ip-1 = ~ = 1, 618 para obtener un embaldosarniento que 
consiste de baldosas de tamaño original. Si lo repetimos sufi cientes veces obtenemos 
un embaldosrun.iento de un t riángulo arbitrar iamente grande. 

La siguiente proposición vale para. cada conjunto finito de baldosas. 

Proposic ión 2 Si se puede embaldosar cada región fini ta, se puede embaldosar todo 
el plano. 

Prueba: Fijemos k > O y el cuadrado [-k, k] 2 con lados 2k y centro en el origen 
del plano. Para cada n. > k considere un embaldosamiento del cuadrado [-n, n]2 

y miremos su intersección con j-k, k] 2 . Como hay solamente un número fini to 
de embaldosamientos de 1-k, k)2 1 algún embaldosa.miento debe ocurrir un número 
infini to de veces. Designemos este Ek. Es un embaldosamiento de 1-k, k] 2, que 
se puede extender arbitrariamente. Consideremos entonces para cada n > k + 1 
un embaldosa.miento de !-n, n]2 , que coincide con Ek en 1-k, kj2 y miramos su 
intersección con el cuad rado \-k - 1, k + 1]2. Designemos como Ek+i aquel que 
ocurre un número infinito de veces. De esta manera construimos un sucesión de 
embaldosamienLOS E1t, Ek+I • . . . , y ca.da uno de ellos extiende el precedente. La 
unión de iodos En es un embaldosamient_o de todo el plano. 

Hemos probado, que con lns bal
dosn.s LK ,R.K ,LD ,RD se puede 
embaldosar todo el plano. Lo 
mismo se puede ver más directa.
mente como en Fig. 8. Comenze
mos con un t riángulo, por ejemplo 
con 1 triángulo LK más chico de 
Fig. El 1 ri ángulo LK aparece 
tres ,.eces en F'ig 7, como par t.e 
de LK , RK y RO. Elegimos una 
de estas posibilidades, por ejem
plo RK , y colocamos alrededor del 
original l.K d05 triángulos RD.nK 

pare. obt ner RK . 

Figura 8 
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Repetimos este procedimiento. Alrededor del recién consi.ruido RK1 colocamos LD 
y LK del mismo tamaño pare. obtener LK de otro nivel más gre.nde. También 
dividimos nuevos colocados LD y LK en triángulos ch.iros para que tengamos em
baldosaruiento de baldosas del mismo tamaño. En el paso siguient.e colocamos bajo 
de LK dos t.riángulos RK1 LD pare. obtt:!ner un triángulo más grande. De est.a 
manera embaldosamos todo el pla.110. 

La oPernción de substitución es biyectiva. Si tenemos un embaldosa.miento de 
todo el plano podemos combinar los triángulos de manera única en triángulos de 
nivel siguiente. Mostremos primero1 que t riángulos LO.RD no se pueden ~0car con su 
lado de incisión t.riangula.r. Si 0cu1Te esta configuración (\•er Fig. 9), 

ü ~ 
~~ 

la única manera de ext,en
der el lado con incisión 
cuadrada de RD es con un 
otro LO, y esta configuración 
(Fig. 9 a la derecha) no 
se puede extender más. El 
lado corto de LO con in
cisión triangular puede to
car entonces sólament.e el 
lado corto de RK . Entonces, 
en cada embaldosa.miento 
podemos unir cada LD con 
R.K y cada RO con LK. De este 
manera obtenemos un em
baldosamiento en LO, RD, 
LO y RO. Quedan a lgunos 
t riángulos chicos que aÍ!n 110 

han sido unidos. Un LI< que 
no es unido coo un RO debe 
toco.r con su ledo chico un 
RK como en Fig 10 . 

Figura 9 

Figura 10 
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Esta con6guracón de L.K, RK se puede extender de manera única. en la configuración 
de Fig. 10 a la derecha , entonces cada. l.K se puede unir con un único LD para formar 
un LK y cada RK se puede unir con un único RO para formar un RI<. De esta manern 
todos los triánguJos chicos forman parte de un triángulo grande. 

Proposición 3 Ningún embaldo.samiento del plano de lK,RK,LD,RD e.s periódico. 

Prueba: Supongamos, que existe un embaldosa.miento con periodo u E /R.2 , u .¡, O. 
Unimos todos los triángulos en triá.ng•ul0s más grandes y después reducimos este 
emba.ldosamiento obtenido en razón áurea 1/J. Obtenemos un nuevo embaldosa.miento 
(con las mismas baldosas) con periodo .,P ·u. Si repetimos esta operación algunas 
veces obtenemos un embaldosa.miento, cuyo periodo es más chico que el tamaño de 
baldosas, lo que no es posible. 

Aunque los embaldosamien l.os de Penrose no son periódicos, todas sus configu
raciones ocurren de manera bastante regular. Decimos, que un emba1dosamiento es 
casi periódico, si para cada configuración finita existe n tal que cada cuadrado de 
lado n contiene a1 menos una copia. de esta configuración. 

Proposición 4 Coda embaldosamient.o de todo el plano con LK, RK,LD,RD es cnsi 
periódico. 

Prueba: Unimos todos los t.riángulos del embaldosa.miento en los triángulos más 
grandes y unimos estos en cuadriláteros K y D. Cada cuadr ilátero K y D conliiene 
todos los triángulos LK.RX .LD,RD . Entonces para. una configuración que consiste de 
un triángulo chico basta n. tal que cada cuadrado de lado n contenga al menos un 
ouadrilatero. Para una configurnción cualquiera basta encontrar un triángulo de 
nivel bas tante alt.o, que la contenga t.oda. Para. J< y D de nivel siguiente existen t.al 
que cads. cuadrado de lado n. cont:iene al menos un I< o un D, entonces también la 
configuración dada . Todos Jos resultados vailen también para. cuadriláteros de Fig. 
5. 

Tooremn 1 Con lo.s cuadriláteros /(, D de Fig. 5 se puede embaido.sor lodo el plano, 
uir1gú11 emboldo.samu:n'.o es periódico vem cada embaldosamfonto es cnsi periódico. 
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