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Introdu~ao 

Desde seus primordios a interar;ao entre física e matemática tem trazido a 
tona resultados surpreendcntcs para urna mclhor compreensao do mundo que nos 
rodeia. De fato, Newton para formular a Teoria da Gravita<;iio Universal desen
volveu o cálculo diferencial e integral, Einstein fez uso da geometria riemanniana 
para formular a Teoria. da Rcla tividade Geral. Ncsta última decada teorias tais 
como o Modelo Sigma Nao Linear Super-Simétrico [5] tem gerado urna intera<;iio 
forte com teoria da intersc<;ao, gravita<;iio quántica [3], invariantes topológicos 
para variedades de dimensiio baixa ¡2] , etc. 

Por outra parte, a tarefa de fundamentar rigorosa.mente e validar os resultados 
obtidos pelos físicos teoricos niio é simples. Em part icular é necessário desenvolver 
uma teoría de integrac;iio sobre variedades de dimensiio infinita, que no caso mais 
conhecido corresponde a espa<;os de furn;Oes [l). 

Nosso objetivo é aprescnta r um modelo matemático de um sistema físico usan
do conceitos de álgebra liIJ.ear para obter a fun~iio de correla<;iio de dois pontos. 

Observamos que as mesmas técnicas siio uti lizadas para calcular a fun<;iio de 
part ir;ao para campos fermi6nicos, no lugar de campos bos6nicos [4J. 
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A seguir consideramos dnas ap li c;:u~Oes ;i primcirn é o cálc11lo da tra nsformada 
de Four icr de c -J( ll .r,.r), onde H é 11111 operador au toadjunto de IR.u, o resultado 
e~ matc maticamcntc cxato: e a segunda é o c;álculo cla ÍllnG<lo de corre la':;iiO de dois 
pontos. Notamos que ncsta última a pli ca.:,:i'i.o o resultado é rigoroso se a variedade 
for O-dimensional. 

1 Preli minares 

A seguir definiremos a lgumas no<;Ocs básicas incrcntcs a mecán ica estat ística. 
D efinic;3.o 1: Seja S um conjunto e E : S -t IR mna fum;iio. O par (S,E) 
é chamado sistema físico. Os elementos de S siio chamados estados do sistema 
físico e E é chamada funr;c"ío energia . 

D efinic;3.o 2: Seja (S, E) mn sis tema Júico. 

é a Ftmr;iio de Pa1'tir;rio do sülema físico a tempemtum T ({3 = (kT) - 1 e k é a 
constante de Boltzman), ¡1, denota alquma m edida sobre S escolhida de maneira 
que a integral acima exis te . 

Na verdade, em muitos casos a integral acima. nao é conhecida, mas cm a lguns 
casos, por um proccsso denominado renonnaliz ru,:.io é pOS!:>Íve l calcular Z módulo 
fat.ores mul t iplicat ivos constantes . 

Definic;iio 3: Seja (S, E) mn sistema físico. Um(/. fmu;iio X : S ---+ IR: é chamada 
um ohservavel físi co e .ma média co1-respondP a: 

< X >= JJ~c:~;,¡~~:~11 = f.c -~: Xd¡1. 

2 Modelo Matemático Abstracto 

Nesta scc;.io cons ideraremos um rnódclo rna.teinático abstrato da situac;.io física 
e obtcremos a lgumas fo rm ulas rigorosas wmndo técnicas de Algebra Linear. 

Scjam (V,<,>) um esp;u:;o vctorial com produto escalar, V' seu dua l e H: 
V ---+ V urna aplica<;iio linear aut.oadjuut.a i.e. < H v) w >=< v, H w > Vv,w E V. 

Considere Z : V' ---+ IR. defi nido por Z (j) = L ( c-*(( ll •.•>+2i)) onde L é um 

operador linear definido sobre Hlll CCJ' lO subcspa(O de C00 (\/) s ujcito ii. COndi¡;.io 
L(f) = L(fv) com f 11 (u) = f(u+v), para todo Je v c m scus respcc.:t ivos dominios. 

Sobas condi<_:Ocs ac ima podemos verificar 

Propos i~iio 1: Suponlw que e:úsk G: V' ---+ V tal que 
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< Hv,Gj > = j(v) 'Vj E v· ,v E V. 

Entáo 

Z(j) = z (O) e\;ccn (!) 

Demonstrac;ao: Precisaremos do seguinte lema. 

Lema: Com as nota96es e hipóteses acima, ve1ifica-se que 

(H(<p + Gj), <P + Gj) = (H<p,>p) + 2j (<P) + j(Gj) 

Demonstrac;ao d0 lema: 

(f! (<p +Gj),<p+ Gj) =(H<p+HGj,<p +Gj) 
= (H<p,<p) + (H<p,Gj) + (HGj,<p) + (HGj,Gj ) 
= (H<p,<p) + j(<p) + (Gj, H<p) + j(Gj) 
= (H<p,<p) + 2j(<p) +j(Gj). 

Continuaremos com a clemonstra<;áo da proposi\'.<io l. 
Considere f : V -t IR. cJefinida por <P -t e-4{ /fi.p,<P) 

Observe que L(J) = Z (O) e 

L(f) = L (fe;) = L [e( - \CHC•+Gj).•+G;))] 

= L[e(-j((H•,•)+2j) - \J(GjJ)j 

=: e- h(Gj) L[e- ~ {(H• ,• )+2i}J . 
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Portante, Z (O) = Z (j) .-Jj(Gil. • 

Definic;ao: Para cada e; E v· definimos 

Proposic;8.o 2: Com as nota90es acima ve1·ifica-se que: 

< a/3 >= f3Gc, = aG/3 'Va,/3 E V '. 

Demonstrac;ao: Observe que 

~ (j) = -J¿ lc=O { L [ e-tf(lJ.,• )+2j+ 2rn}] } 

= L [fc lc=O e-!{UJ.,•)+2j+2rn)J 

= -L [e-l<<11-.. ¡+2;¡a] (2) 
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Por 011tra parte. ternos qnc 

Z (j + e:a) = Z (O) e&U+w )(G(j+ai)) 

= z (O) e1j(Gj)e~ é{;Go+oCj+rnCo) 

Obom·ve que jCa = (HCa, Cj) =(Ca, HCj) = aCj. 
Portanto 

~ (j) = Z (O) e\i(Gj)jCa 

De ( 1) ternos que 

De (2) ternos que 

Logo 

(3) 

,~fo (j) = Z (O) e¡;c, { (jC(J)(jCa) + f]Co). 

Se j = O, entiio L ( e - \< 11 •,•>(Jo) = Z (O) (!Ca. Portanto, ((Ja)= (!Ca= aC(J . 

• 
3 Aplica~iíes 

Aplicaremos o 1nodelo desenvolvido aci rn a nos scg11intes 2 ca.sos: 

Exemplo 1: Calcularemos a transformada. (h·' Pourier de c- t< lf • ,•> com H 11111 

operador autoadj un to . 
Considere !R.11 com o produto escalar 11.s ua! , {,) . Identificaremos IR'." e (IR'.r' )" 

mediante a seguinte ap licac)io: 

lll:" __, (lll:" )' 
e¡ --t e1 , 
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onde {e, } e {e1 } denotam a base canónica de IR11 e a base dua l respectivamente. 
Seja ií !li.n ; (IR.11 ) • a aplica<;iio linear associada a H pela identificru;ao 

a<.:ima. 
Considere Lo funcional definido pela intcgrc_u;iio sobre IRº . 
Assi111 

onde dX = ~ e dx denota a medida de Lebcsgue usual em L~11 . 
Portanto1 

Finalmente observe que para j = i~, ~ E IR.n, podemos definir 

Assim, temos que 

i~ : IR.11 ; i!R::::::IR 
>-4 i(~,v) 

z (iO = fa., e-l<11•.->e-•<0 dx 
= [e-l<11-.•>J' (0 
= Z (0) e;((G<() 

onde C : (!Rn )" ~ IR" corresponde, módulo as identificar;Oes assinaladas acima, a 
H - 1. 

Portan to, 

Exe mplo 2: Seja (U,g) urna variedade riemanniana de dimens5.o n, com métrica 
g ([6J). Considere o seguinte sistema íísico: S = C00(U) e 

E' C00(U) -> IR 
'P -> ~< H<p,<p> 

onde H : C00(U) ; C00 (U) é um operador autoadjunto definido positivo e <, > 
é um procluto escalar definido por: 
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onde v9 é a forma de vo lnmc dC'tcnninada por g. 
Observe que<,> ua vcrdadc, é definido num subcspa<.;o de C00 (U), mas, como 

foi anunciado na introdw:;iio os calculos sao levados á frente de uma mancira 
heurística. 

Em rcla<.;<lo ao modelo matemático (se<.;io 2), considere: V = C00 (U), H 
citado ac ima e"= Óp,(J = Óq E (C00 (U))' definidas por Óp ('!') = <p(p) e Óq (<p) = 
t.p (r¡) rcspcctiva1ncntc. 

De fato, o valor médio do observável X : V -t IR definida por: 

É chamada J1m{:ifo de c01Tela9ii.o de dais ¡mntos. 
Portanto, seguc da proposir;<io 2, se<.;5.o 2 que (Cp,q) = (a(J) = {JGa. 
Na comunidade física identifica-se cada elemento T E v• com urna integral, 

no seguinte sentido 

Portan to 

T( <p) = ./~ T(x)<p( x)v9 . 

ó1, (Gó,) = fu ópGóqvq 
= J;, ó,, (x ) [.{,, G(10 , y)ó, (y) v9] v9 
= G(p,q). 

Observamos que G(p, q) é o nt'iclco de Scliwartz, associado ao operador G [5]. 

Se consideramos U = IR3 , H = - 6 9 + m 2 e g a métrica usual , 
mostra-sc que 

G(p, r¡) = ".;; ¡~¡~-q~I. 

Ncs t.c caso G(p,q) é fuuc; iio de Green associada ao operador H. 
Observamos que o rigor matemático aliado ao raciocínio físico nos perm itiu 

verificar um rcsultndo conhccido , como t;u11l>ém conjeturar a sohH;iio de outro 
proble111a. 



Referencias 

[lJ Glimm J. & .!Taffe A. Quantum Physics, Springer Verlag1 1987. 

[2] Atiyah M., The Geomefry and Physics o/ Knols, Caimh>ricl!ge 
Universi•ty Puess, ~ 99©. 

[3] Baez J. & Munfain J., Gauge Fields, Knots a,nd G1~avity1 
World Stie1·1tific, 1994. 

135 

(4] Itzyks0n C. & Drou.ff J., Statistical Field Theory, Camhiri<!l~ge 

Univel'sity P11ess, 1992. 

[G] Aspinwall F. S. & M@rrison D. R .1 Topological Field and Rational 
Curnes, C0mm1N•Fl. Math. Ph31s, 151, 245-262, 1993. 

[7] Do Can;r;i0 M ., Geometría Riemanniana, IMIPA, 1979. 

[·8] ghrenpreis L. , On the bheo1·y of kernels o/ Schwartz, F1:0cee\1liings 
of t he Americair.:i Matl·H~1'l<l.aiticail S0ciety, vol. 7, 19.§6. 


