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Cu trorrmn chlsico dt'l matemáLic- a lemán l<arl Wc icrs trass j4] , publicado 
t•n 1 · á. afirma q ue toda f1111 ci611 continua en {a , bJ. con valores reales, p uede ser 
11111íormf'11w1111: nproxi mada por po lino mios clf' una V<lr i<1hl c real, cou coefic ie ntes 
rt•alC'S 

En 1937 el 11rnlc 111 á t ico 11o rtca111rr irn110 Marshall Stonc [a] obtuvo 1111a notn
hh• gt•111.•ralizari611 dí' l t.eorc11rn. de aproximación ele \Vcicrstrasi-;. Este teorema, 
qw• l'mmcia111os il <'011t.i111mci611 , pasó a se r t·onociclo como L<'O rc m a de S to nc
\\ t>irr ... trn."" 

Teore ma d e Stone- Wc ie rstrnss. Sea X un cs1Jtle10 to7JOl69fro de Haussdo rf y 
roml'lrtamcntc reg ufor. S"o A urrn subálgebro de C( ~ ). Paro qrie A sea dtmsc1 
'n C(.\") es 11t·ce.<1m·io !/ .rnfir1e11te q11e sr vrnfiqucn las ,i;iyuirnt.es comlicioues: 
(a l Dado.• r.y e X , C'Oll .r F !J , e.ns/e Je A tal que /(T) F /(y) . 
(b) Dacio re X ' (',,;,,,,, J e A tol que /(r) Fo 

C(X) clr110La d IÍ lg:rbra ch.· t d:L.'i la.' ÍllnC'lones coutinuas c11 X , con vn lorcs 
na.k~ irmprc cousidcmrcmos C(X) ron In to1>ología compacto-abicrt.a , o sea 
In topologin d(• In rn nvr rg<'nrin uniforme !'!Obrc los subro njuntos 0 111 pactos de X. 

En 1919 C'l 11 mtr 1111\t.ico brasi leño Loopoldo Nachbin ¡t] obtuvo el s iguiente 
tt'\ln:mn. que pucdl· sN con~iclcrado romo unn versión del teorema de Stonc
\\'rwrstrtl.!- s pnrn funl'io ne!'! difrrcncinblr:;, 
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Teorema d e achbin. S1•r1 n mi S'IL !Jconju nto abierto ele R " 1 y sea A una 
:mbrilgebra de C"(ü). Pa.m q1te A sea densa en c'-·(n) es necesario y suficiente 
que se uc rif iqueti las sig11iPntes r:ondici'.one8: 

(a) o .. dos J". y En. con X "" y, exis te J E A te./ q<lC /(.e)"" J (y). 
{b} Dado x E fl . exisle f E A !.al que J( x ) 7" O. 

(e) Dados .r E n y t. E R 11
1 con t f:. O, existe f E A f.al que Sf(x) f:. O. 

ci.:(n) denota el á lgebra de t.odas las funciones de clase c i.: en n , con valores 
reales, o sea. las funciones f : n ~ R que admiten derivadas parciales continuas 
hast.a el orden k. Siempre consideraremos C"(n ) con la topología compacto
abicrta de orden k , o sea la topología de la convergencia uni forme de las funciones 
y s uc\ derivadas parcia les hasta el orden k 1 sobre los subconjuntos compac tos de 
¡¡ 

Como el teorema de Nachbin es muy boni to, pero parece ser poco conocido, 
presentaremos aquí una demostración completa del mismo. La demostración que 
veremos aqu í esta basada en la demostración original de 1achbin , pero es mucho 
nHÍS detallada. Para ent:endcr la de111ostració11 1 basta estar familiarizado con 
álgebra linea l, a ná lis is en R 11 y topología genera l. 

2. R esu lt a dos Auxiliares 
Pa ra demostra r el teorema de Nachbiu ut ilizaremos el teorema siguiente, que 

c.s una generalización de l tcoreina de aproximación de \VeiersLrass, y que puede 
ser demostrado adaptando la demostración original del propio Weierst.russ1 como 
lo hace Narasimhan en ¡2, ¡nigs. 33-34). 

Teor e m a d e a proximación d e W e ierstrnss . Sea O un subconjunto abied.o de 
R " . Entonces los volúionU:os de u va.1-ilibles rerL les, co 11 coefi cientes reales, forman 
urw subálgebro dens<J <le C~' (íl:) . 

De es te trorema se deduce fát: ilmeule el rnrohu io siguiente. 

Corolario. {,,o clattsum eu. C k(R" ) de lo .rnbálgebn1 de todos los poli nomios de n 
11a1·rnbles reales. cori coefici ente.t; 1·eo.les y sút término constante, es la subálgebm 
rlc todas las g E Ck( R ") la/es r¡ne g(O ) = O. 

Petra demostrar r l tcorcrna de N1tchbin , necesita.remos también los dos lemas 
siguientes. 

Le m a l. Sen n 1111 .'>ubr.011 jttnl.o aln'.e7'1.o ríe R " . Sea N 2:: n y supongamos qtie las 
/ ut1c1oues / 1 . ... . / ,v E G' ,.. (íl:) veri.fir¡ut 11 fo .~ sif¡uie rif e.-; condic iones: 

(n) La a11l icaclón F = (/11 ... , / ,v) : íl: -+ R "' es un hornoomoríismo entre O y 
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su imagen cu R N. 
(b) Lo matriz jacobfona 

ar; 
{é)Xj {x))l :S1$1\',l:$J :$n 

tiene rongo n para cada X E n. 
Entonces para cada f1mci6n g E Ck{n) ·y cada punto a E n, existen un enl.0171.0 

abierto W de F(a) en R N y tma función fJ E Ck(l·i; ) toles que 

g(:n ) = g(f¡(x) , ... , /N(x)) 

para cada x E p - 1 (W). 

Dem. Fijemos g E Ck(fl) y a E n. Usando (b) y reordenando las funciones f¡ , 
podemos suponer que la matriz cuadrada ( ~(a)) 151_,5n sea invertible. Aplican
do el teorema de la aplicación inversa obtenemos u11 entorno abierto U de a en 
íl y uu subconjunLo aibier bo V ele R'1 tales que la aplicación (/¡, ... , f 11 ) : U-> V 
es unn biyecci6n 1 cuya in·versa 1/1 : V - > U es también una aplicación de clase Ck. 
Sea W = V x R N- 1r y <:lefinamos [JE Ck(W) por 

g(¡¡ , , ... ,1JN) =g o,P(y¡, ... , yn) 
parncadn (y1 1 ••• 1 yN) E W. Entonces 

g(j, (x), ... , f N(x)) = g o o/J(/¡(x ), ... , f,,(x)) = g(:c) 

pnrn cnda x E U. 
El 1 mano esLá ¡:>roll'ia<:lo todavía1 pues no sabemos si U= p - 1(W). Ahora 

bien. s ig ue de (n) que F(U) es un subconjunlo abicrLo de F(n). Lueg0 existe un 
subconjunt.o abicrt.o W1 de R N ta.\ q ue F(U ) = W1 n F(íl:). Como F(U) C W 1 

vemos que P(U} = W n W1 n F(n). Como F es inyectiva, sigue que 
u= p- '(F(U)) = p - 1(W n w, n F (U)) = p - 1(wn W¡). 

Luego \V n W1 es 1111 entom o a.bierlo el F(a) en R "' y 

g(x) = g(f¡(x ), .... f N(x)) 

para cadn X E u = p - l (W n Wi). 

Lema 2. S ea n un .mbconjmito tJbiel'lo de R " . S ea N ~ n. y ~m¡Jongamos que las 
f unciones Ji. ... , f N E Ck(íl:) ·uerifiqueu los siguientes eon.dicione.'i: 

{a) IA opffr,1ci6ri F = (f 1, ... , fr...) : n -1- R "' es inyecl.iva. 

(b} La motriz jacobir.ma 
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Uf¡ 
(ÜXj ( :1: ))1 ::; 1 ~N. l $;$ 11 

t ie 11 e ratigo n pam cado .1: E n. 
Entonces paro cada f1111 c·i611 y E Ck(H) y cae/a subcm1jm1 to co mpacto J( de 

íl , existe una fun ción 9 E Ck( R N) !.al que g(~) = i'J(/¡(x) , ... , / ,v(x)) parn cada 
X E K. 

Dem. Sea ílo un cnt.orno abiert.o y relat ivamente compacto de /( en n. Entonces 
la res tri cción Flñ"o es 11ll homcomorfismo C'Htrc no y Sii imagen en RN. Luego el 
Lema I se aplica a Oo. 

Por consiguiente, usando el Lurna 1 y la compacidad de F(J<)i podemos 
encontrar subconjuntos abiertos W1, ••• , W11 de R N y funciones g1 E Ck (Wi) , 
91, E Ck(J1Vp) ta les que 

,, 
F(I<) e LJ W1 

J= I 

g(:c) = g1 o F(x) 

sicm¡>re que x E p - 1 (WJ) n íl:0 y j = l , ... , p. 
Sea (f/> 1 .. •. , t/Jp ) una part ición de li1 u11idad dl' F(K) suborclinadn <ti rccubri-

111ic 11Lo (1V, ... . , 11,fp ). o ~CH 1)1 E C~"(RN) , .'iopor l.e(</J; ) e !1VJ y 

f,.f>,(y) = 1 
J = I 

para cada y E F (K) . 
Definamos i'J¡, ... ,[¡1, E C (R N) po•· 91 (y) = <f>,(y)g1 (y) si y E W1 y 91(y) = O 

:-;i y r/. H'r FinalmenlC' dcfümmos fj E C · (R 1' ' ) por 

fJ = tfJ; · 
r l 

Entonces 

,. 
!'Jo F (.r ) = L ii1 (F(.,,)) = </>1 (F(.,))g(r) = g(.r) 

; ::. 1 ) 1 
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p111n rnda x E /\ 

J . Oemo tración d e l Teorema d e Nachbin 

Necesidad . Si :re 1J SOll dos puntos distintos ele n. entonces 

JI rt. {f E Ck(R"): / (L) = /(y)) , 

puesto qur A l'S una subt\lg:cbrn densa clr C.l(R "), y el co11ju11to de la derecha es 
unn subAlgrbra rrrracln propia de Ck(R "). Esto prueba. (a). Las demostraciones 
de {b) y (e) son igua l111cutc senci llas, y las dejar mos como ejercicio. 

Suflcie ncia. Sea J< u11 s11bco11j11nto comparto ele fl , y sea no un entorno abierto 
y rclafrvninente COlllpattO de f( Cll íl. 

sando (b) y In compncidad de fto, pod mos encontra r funciones f 11 .. , J,1 E A 
ta l qur 

( 1) (/1 (x), ... , /,(x)) f. (O .... , O) 

IHLrl.\ cada r E ño. 
Usando (e) VC'lllOS q ue, dados X E n y t = (L1' ... , Ln) E R 11 1 t :/: o, existe g E A 

tal qu 

ª' " /)9 ¡ÍÉ(:r) = ¿: a~ c.ri1, 1 o. 
J-=I J 

Esto pucba quC', dado :e E íl , ningi'111 íuncional lin('.al no nulo en R" se anula 
sobrr lodos los VN'l.orcs de la forma 

8g Dg 
( Dx1 (.e). ···· Dx,, (.e)). 

con ge A Luego (•stos vectores gcncran R ". Por oonsiguirntc, para cndu X En 
podcm~ ('nrout rar í11m·io11C's 91 .... , 911 E A tnlrs que los vectores 

(a8g; (.r) • ... , iJ8g, (z)) (• = l. .... 11) 
X¡ Xn 

wn lincalm<·nlr inclt~pc11dic11tcs y, por lo ta.111 0. 

cl!'l(~g, (.rJl1<.J<n 1 O. 
ux, 

125 
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Usando el teore ma de la aplicación inversa y la compacidad ele 0 0 , podemos 
encontrar subconjuntos abiertos V¡ .... , \1,1 <len y n~ tupla.s (9kl , ... , 9kn) E A 11 (k = 
l , .. . , q) tales que 

" (2) ITo e LJ Vi ; 
k= I 

(3) del(~gx~i (x))t ~ i,j ~ " f' O 

siempre que x E Vi y k = l , ... , q ; y 

(4) la aplicación x E Vi -t (gk 1(:i:), ... , rJt.1 (x)) E R 11 es inyect iva para cada 
k = l , ,,.,q. 

Consideremos el conjunto compacto 

" C = (CTo x fiu) \ U (V, x Vk). 
k= l 

Sigue de (2) que x f y para cada (:r, y) E C. Usando (a) y la rnmpaciclad de 
e, podemos encontrar h¡, ... , hr E A talC1SC[llC 

(5) (h 1 (cc) ,. . ., lt,.(c,,)) f' (h 1(y) , . ., lt,(y)) 

para cada (x , y) E C. 
Reordenemos las funciones f¡ ( 1 :S i :S: p) , 9h ( 1 :S: 

n) , h¡ ( l :Si::; r) de la s igui1~ntc ttl<UH'ra. l•:scril>cunos 
:::; q, 1 :Si :S 

!Jki = f 1, +(k - J)11+ i (1 :S k :S: r¡ , 1 :S i :S n), h, = ÍJ1 +q11 +1 (1 :S: i :S r). 

Sea N = p + qn +r. Entonces, usando (1). {2) , (:.1), (4) y (5), vcmosqw• hL<> 
funciones f¡ , .. . , J N E A verifican las sig;11iPntcs condiciones: 

(G) Para. cada x E Oo, existe i tal qrn• f 1(:1:) =P O: 
(7) La matriz jacobiana ( ~(;e)) 1 $ i$ N.l $JS" t ie ne rango n par<t cada :1: E fio ; 

(8) Dacios 1:,11E110, con :1: f- y. c?xistC' i t.;d q1w j 1(:1:) =P f ,(y). 
En virt ud de (7) y (8), el Lcrna 2 se ;ip lirn a n0 . L1lt'g;o existe .9 E C'k( R 1' · ) t.al 
que 

(9) ,,¡,-¡ = ,¡(j, (.<). ,,,, / ,v(.<) ) 

para cada :1; E /(. 



Su&álge /oras Densas de Punciones Difernnciables 

Ahora bieFl> sigue ©.e ~6) <l}ue la imager:i de K baj0 la apl•icación 

F = (J¡ , ... ,fN) 'no -t RN 

HO contiene el origeN. P0r lo tanto, sin pérdida de generalicl.a@ f>©li.lemos suponer 
que .§(0) =O. Ai:>lican©0 el c0r.olario del teorema de apr.oximación ©e Weierstrass 
vemos que, da@o ó > O, f>©clemos encont rar un polinomi0 P @e N variables reales, 
con coeficientes reales y sin térmi·no constante, tal que 

(! ©~ 
3Ji+ ... +IN 
l-1 --1 (!J - P)(y)I < ó 
8y¡L ... fJy{/ 

siempre ~ue y E F(K) y 11 + ... +IN S k. 
Aplicando la regla file la caclena un número finito cle veces vem0s que, dado 

f > Ü1 podemos enc0ntrar Ó > Ü tal que (9) y (10, impi•i<!¡U€Fl que 

é)ki+ ... +kn 

i ax;• ... &x;" (g(x) - P (J¡(x) , ... , f N(x)))j <' 

siempre que x E K y k 1 + ... + kn :$ k . Esto completa la cdemostración, puest o 
quePo(J¡, ... ,fN) E A. 

4. Comentarios Finales 

El teorema ©e St0Be-Weierstrass que vimos en la i•1itr.0©uci0Fl caracteriza las 
subálgebras densas <!l:e foiu1ci0nes continuas. Existe otra versi0n, más geFJ.eral1 que 
caracteriza los elementos cde la clal!lsura de U•Na sMbálgeb>ra arrb>itraria de funciones 
continuas. 

Teorema de Stone-Weierstrass 11. S ea X un espacio topológico de Haussdorf 
y completamente rn.gular. S ea A u.na subálgebra de C(X) , y sea g E C(X). Para 
que g perten ezca a A es necesario y suficiente qu.e se verifiquen las siguientes 
condicion es: 
(a) Dados x , y E X tales que g(x ) i g(y ), existe f E A tal que j(x ) i J(y). 
{b} Dado x E X tal que g(x) i O, existe f E A tal que f(x) i ©. 

Hace ya medio siglo 1.iJ.Ue Nacbbin publicó el teo11ema que caracteriza. las 
subálgebras densas cle fümciones dMerem:iables, pero hasta ahora no se conoce 
un teorema similar ('.}Ue caracterice l0s elementos de la cla·l.1.SUra de una subálge
bra arbitraria de fonei0i:i.es cdiferenciables. 
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