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ABST RACT. La gé0métrie riemannienne devient de j01u en jour p lus 
importante. Les cleux ~i0H•Fl·iers en furent Gauss (1777- 1855, texte fon
dateur en 1827) et Riema:Fl<!l {1826-1866, texte fondateu·r en 1854). La 
construction cles 0utiols cle !Dase, pour l'étude locale, fut le fait de Ricci 
et de Levi-Civita, e1-1tre aiutres, au tourna nt du siecle. Le thé0reme de 
Hopf-Rinow en fut la clef de voüte globale en 1931. 

L'événemen~ s¡:iedaculaire, tout a fait typique et perma.i;i,ent dans les · 
relations entre les mathématiques développées upour l'am0ur de l'art11 

et leurs applica.ti0Bs f:)ra.tiques totalement inattenducs, e1:1t tieu en 1912 
quand Einstein eut ·IDes0i•n de fai;.011 cruciale , pour dével0~¡:>er la Relati
vité Générale, des 0u tils cités plus hant, créé.s par l'école ita.lienne qui, 
e lle, avait été mue a l0rs seulement par son désir de b ien comprendre 
concepLuellement l'01Djet géométriquc naturel légué par Riema.nn. 

Dans le présent texbe, a pres avoir cxposé les fondemenhs, nous. 
présent.ons quelques contributions récentes oii s 'est en parrticulier illus
trée Pécole mathémati<11.ue franrs~\ise. 

1 Spccial t.hank to profcssor Mnrccl Bcq;cr íor ldncl pcrmission t.o use Hllis arbiclc. l t 
hn.s nppl!l\Ted in "Le cou~ricr du CNRS." 
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1 Grandeurs et insuffisances d'Euclide 

Ety mologiquemeut "géométrien veut dirc "mesurer la tcrrc" . Cclle-c i fu t long· 
tcmps considéréc comme plate et décri te par la géométrie euclidienne class ique, 
cellc de Ilt2 ou , plus généralemcnt, de IR11 • Le plan euclidien est , entre aut rcs, un 
cspace métrique. Entre deux points, le plus cour t chemin est uniquc, c'es t un 
segment porté par la droite qui passe par ces deux points, droite unique s' ils sont 
distincts. "Plus court chemin" veut dire ccci: la longueur d 'une courbe cst la 
borne supérieure des lignes polygonale8 qui y sont inscrites et seule une courbc 
portée de fac;on monotone par le segment ayant deux points pour ex trémités a 
pour longueur leur dist ance. Noter que si une courbe e est continúment différcn· 
tiable par morceaux, sa longueur est alors égale a f llc'( t)lldt. 

~ 
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Figure 1 

Au tour"nant entre les 1seme et 19eme siecles cette géométrie euclidiennc fa¡. 
sait doublement grogner. D'abord par son axiomatique: tout le monde acccptait 
bien les quatre premiers axiomes d>Euclide a l'exception de son cinquiCmc ap· 
pelé ~'pos tulat", car invérifiable pratiquement. A savoir: par un point a cxtéricur 
a une droite D, passe une seule droite ne rencontrant pas D. 

Figure2 

Ensuite parce qu 'il exista it d 'autres géométrics , par cxcmple la sphériquc, 
celle de la sph€re uni té S 2 de JR3 . Avec une échellc convenable elle représcntai t 
assez bien la terre, dont on avait fini par s 'apcrcevoir qu 'cllc n'était pas planc. La 
métrique a considérer sur la sphCrc n 'est pas celle indui tc par l!t1 mais ccllc eli te 
intrinseque, a savoir que la distance entre dcux points cst la borne inférieurc de 
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la lo11g11c11r des courbcs die llt:1 qui 0111. ces points pour ext.rérn ilés e t. sout tracées 
.rnr S 2: défense de creu::ier de::i t..u1111els, c·<'sL t.rop cher. C'e!'\~ 11.1iusi que le dia mét.re 
de 52 . iL ::invoir la borne supériem c de lout.cs ses dislances, vaudlrn 27r (et non pas 
2). 

Ce plus court chemin ei:;t uuique si les deux poinls ne sont pa.s antipodes1 

c'esL l'arc de grand cercle qu i lesjoiul. MenLionuons cnfin la formule cl'A. Girard 
(1625): Ja surface s d 11rn trianglc de 52 donl les angle!'\ nux sommel:s ont pour 
valcur A, B, C est égrule a 

s=A+B+C-,,. 

En part.icuI·ier, A + B + C > 7r pour Lout. t.ria ngle. 11 y a..vait lil. umtiCre a 
réftéc.hir car il étnit conm1 a !'époque que le postulaL d 'Buclide était équiva leut 
nu fait que la sommc ~les aingles d ' un l.riangle vaille exa<.:berneHt 1r. 

V 
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2 Les désirs de Gauss 

Gauss semt:i le avoir été doublement m0tivé. Des l'age de quinze ans (en 1784) 
en effet il étudiait l'axiomatique de la géométrie. Ensuite, de 1812 a 1816, il 
eut a faire de la géodésie. Il la vou\.ut ¡¡>lus ¡:>récise que ses prédécesseurs; c'est
b.-dire sur l'ellipsolde de révoluti0n aplati EJ.Ui représente assez bien n0tre Terre. 
D'oU des pr0blemes de plus c0urt chemin sur une telle surface, des problE!mes 
de "trigonométrie": calculer les éléments d'un triangle l0rsque l'on en connait 
trois . Parr exemple, deux c6tés et l'arngle c0m¡:>ris. Et <!J.Ue vaut sur un ellipsolde 
A+B+C- 7f7 

~ 
~ 

En br-ef, Gauss voulait c0mprenclre la gé0métrie intrinsf.que des surfaces, 
inclé¡Denclamment cle leur situati0n clans R:3. La géométrie intrinseque des cour
bes est toujours tianale. puiSEJ.U' e'lles s0nt teutes 10calement isométriques a. IR! 
Pour une courtie 1 la courtiure (intrinseque) cl0nt nous all0ns parler suivant Ga.uss 
pu is Riemann est toujours nulle. Iil faut cl 'aitiorcl bien réa.liser que cette métrique 
intrinseque J!>eUt etre la meme p@ur des surfaces différentes. Par exemple un cylin
drel un c0ne et plus généralem€nt les surfaces développables ont une géométrie 
intrinseque qui est la meme i!J.Ue ce}i}e de IR2 (aiu m0ins 10calement, comme 0n peut 
s'en rendre compte en 0uvrant le c0ae 01!1 le cylinclre avec une paire de ciseaiux et 
en Pétalant sur le plan IR.2 ) . Par contre, essayez clone avec S2 ! car Ja somme des 
angles d'un triangle simplement conne:x;e y est touj0urs supérieure a 1r. Alors que 
pour un parabolo"ide hypertiofü¡ue, on a towjours a.u c0ntra.ire A + B + C < 7r. 

Miem:., on pcut const ruire les étapes d'une déforma t.ion cont.inue de surfaccs 
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<.¡ni onL r11Cmc gé<l111ltt ril' int.riusCqm• (011 dtL qu'<'ll~ ~m tsom étri.ques nlors qu 'c
llcs 11c sont évidc 111111cnt pns Clmgr1w.'i. c 'l.'?<i t -i\-d1re déduiles par 1111 déplaccment). 
Mir ux Cll(:orc, loutcs ces s urfacrs ont. aux 1>oint .. M" rorrcspondant par isométrie, 
lcurs dcux rayons de courburc principa ux égaux, car il s 'agit de surfaces rnini
ma . Ava nL Gauss, 0 11 ne conna issait ch's surfoce.. qur cctt.(• nol ion el rnyons de 
courb urc p ri11cipa11x (Gulcr, Rodríguez. ti.lemmier) C'l le fait qu les plus courts 
chcmins sont port.é~ pa r des courb('s appl'lt'cs gtodisrques, carnctérisécs par la 
couclition que lcur vcct.eur accé-lé-mti n <.'St normal ¡\ la snrfac(' considéréc (Ber
nouilli, Gulcr). 

3 Ce que Gauss trouva (publi · en 1827) 

En bon géodésic11 , il pa rnmc'lra ses s urfacl'S par d " cartcs el s 'occupa des 
changcmcnt.s de cartcs. 11 exprima a lors la métrique intrinsCq ue, dans une carte 
donnéc (u , u), sous la forme 

E(u, v)du2 + 2F (,. , v)du dv + G(u, 11)dv2 

La do1111éc d 'un t.cl d.'12 cst équivalcnLc 3 cclle de la mét rique inst.r insCq ue. Ln 
lougucur d ' une courbe e : /, -+ (ti(t) , tJ( t)) t rll.Céc sur la surfacc y vaut 

f llc'(t.)l ldl. = f ) Eu'2 + 2Fu'v' + Gv'2dt .. 

Sur la figure ci-dc:;:;ou:;, on a rcprésenté une carte de Mcrc.:ttlor ordina irc et 
dcssiné les cc rclcs des vect.curs de menH.' uormc: on voit. bien que 1 :; d is lnnces 
dans la carLe ne sonl pas ccllcs cPEud iclc. 

-t--t--+-+-+-+-<t-t-+-+-+-t--~ 

Figure 10. Projcclion de MNcator : (.;.8) ~(u::::.,,, 11::::: tor¡(ta(! + ¡))) 
P uis Gnuss int.rod uisil un inva rianl, In rourbuJT K (<lit.e com bm c de Gauss ou 
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courbure totale) , qui est une foncti0n 1mméri~¡ue sur la surface. Un des résul tats 
fondamenta.ux de Gauss donne trois ¡:>ro¡~riétés de K: 

(i) K = .,t¡ · i;, le produit des inverses cles ray0ns de courbures principaux; 

(ii) JD0ur un triangle T de la surface, 0n a t0Nj0urs A+B+C-1!" = fr K(m)dm 

oU la mesure dm est l'aire cle la S·Nrface a savoir J EG - F 2 dudv dans une 
carte (u, v); 

(iii) clans une carte (u,v) on a 

4(EG - F 2 ) 2 K = E(E,G, - 2F.G, +a;) 
+G(E,,Gu - 2E,,F, +E;) 
+ F(E.G, - E,Gu - 2E,F, + 4F.F, - 2FuGu) 
-2(EG - F 2 )(E,, - 2F., + G •• ) 

(0U Eu = ~' Euv =~, etc). 

L'équivalence entre (i) et (i.ii} est le "theorema agregium": elle montre que 
K = 'Í¡ i' ne clépemi en fait pas dM J!>l0ngement e.de la surface1 mais seulement 
file sa métrique intrins€que. La f©rmM1Ie cle (ii) m0ntr:e, elle, que K est calculable1 

sur la métrique intrins€<!}ue de fa<;0n geométri<:¡ue. En 0utre, on y retrouve que, 
dans un plan euclidien ou une métriqwe is0métrique, c0mme on a K = 01 on a 
A+B+C = 1f p0r tout tria:nglEi. Et r.écipr0quement, si K = 0, on est is0métrique 
a la géométrie euclidienne. On peut d@HC hiien dire que K est l'invariant qui 
mesm:e le déjaut d'eu.clidienneté de la sl!lrface. Malheureusement, K n'est pas 
caractéristique de la métrique, saiuf si eHe est c0nstante. F'0ur caractériser une 
surface a isométrie pres, if faut se clonner }illus E¡Ue K, a savoir des fonctions 
dédoU ites de ]( par les deux opérartions "graclient au carré11 et "laplacien,,. Un 
nombre fini de ces fonctions est suffisant. Aux autres bouts, ]( = 1 pour la sphére, 
et l'on retrouve la formule d 1A. Girarcl¡ tanclis que ]( < O sur une parabokii'de 
hyperbolique et done toujours A + B + C < 7r . 

Une formulat ion pla isante de la clécouverbe de]( par la métrique intrinséque 
es t due a Dique t. Da ns le pla n euclidien, la longueur d 1un cercle de rayon e vau t 
toujours 21fé. Sur une surface :L on peut ¡::ia rler du cercle c(m, e) de centre un 
point m de L: et de rayon e. Un habita.nt de a en effet, m&me ignorant tout du 
monde extérieur , connatt bien les plus cour ~s chem ins par a nt imasocbisme. 

On a a lors 

I< (m) 2 2 
long (c(m,<)) = 2~< ( 1 - - 6 -< + O(< )) · 
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Par c..xcmplc, cctt.c lo ng uc ur cs t. p lus grnndc que 2:ré sur l<' pm·abolo'idc hy per
boliq uc, t<1 11d is quc'c llc csL plus pct. it n s ur :.!. En fail. o n la co 11 m1i t.: c1est. 271'.'liHé 
<' t. co111111e s m E: = é - r;. + O(eJ) 0 11 reLrouvc bien que /(;: 1 pom la sphCre. 

~ 
~ 

•t•n 

~ 
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4 Les fondements de la géométr ie selon R ieman n 
1854 

Gauss nous Ja is:-mri t sur not. rc íaim pour au moins dc ux rnisous. D'uuc purt. , on 
ne pcut se cont.c111,cr de géométric U dc ux dimcnsions. De mCmc q ue la g;éo rnét.ric 
int r insCque des sur faccs est une générnlisnt.ion de ccllc de IR.2 

1 il fm1t. cer t.a i11erncnt. 
généra liscr la géomét.rie de llt3. D'aut.rc parL. memc en gfotuól.ri e pl;~nc LlllC 

grognc lég' re subs is t.a.it. · o n avn iL cléco uvert la g11.'ométri c hypcrboliq ue pla nc 
mais elle éta.it. 111 111 fo 11déc. El pour cam;c, cm cl l<' ne pcut. ja umis 61.re réaliséc 
compli'1cmcnt par une s nrfarc de ¡jtJ . La surfacc ele Bcl t1rn111 i1 11c ropréscut.11.iL la 
géomélric hypcrbo lique que loca le mcnt.. tnr lle n"é1ait. pa.s s im plc1mmt. c.:0 1111 cxc 1 

uiai:; au - i improlo 11 gcublc. g n fai L Hilbcrt démonlra cp1c lf' plau hypcrbo lique ne 
pouvnil jama is ét.rc complCt.c 111c 11 t. p lo ngé da.ns R3. Le but. de l'Urn1m1111 1 c1étn it. 
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de sav0ir ce qu 'est une géométrie. 
Pour Riemann, une géométrie ¡¡ilane c'est un ouvert U de llt2 et sur íJ un 

ds2 = Edu.2 + 2Fdv.dv + Gdv2 oU E, F, G s0nt des fonctions sur U et oU la forme 
qMadratique associée doit etre définie ¡¡iositive en chanque point (u1 v) de U. La 
métrique est définie comme la t>orne inférieure de la longueur des courbes Uoig
narnt les deux points considérés), l'a l0n~l:leu.r elle-méme des courbes étant par 
dé&niti0ns J llc'(t)lldt ou 

l,lc'(tJll = JE(c(t))x'2 (t) + 2F(c(t))x'(t)y'(t) + G(c(T))y'2 (t) 

si c(t) = (x(t),y(t)). Moralité: une gé0métrie ¡¡ilane, c'est un continuum a deux 
climensi0ns muni en chaque p0int d'M.•Fle strncture infinitésirnalement euclidienne. 
C'est un retournement com¡¡ilet de mentail·ité. 

Maintena:nt l'extensi0n en di.mensi0n <!}Uelcom¡ue est automatique : sur un 
0uvert U de ntn 1 n entier quelc0nque, 011 déf.inira un ds2 ¡;>ar 

ds2 = L 9ij (x1 1 • • • ,xn)dx1 dxj 
i!j 

0U la. forme quadra.tique que défi:B·issent les foacti0ns 9ii doit etre pa.rtout définie 
Jil©sitive. En fait 1 c'est une struchue el:tdidoieane sur I1espa.ce ta.ngent a U a.u point 
c0nsidéré. Far exemple, la. gé0métrie h.y}Derb0lfo1ue tant clésirée sera simplement: 

ds'= (1-~(xi+· ·+x~ir' (dx;+ .. ·+dx~J 
oU l'ouvert U ici est la boule ouverte xI + · · + x~ < 4/o:2 et a un param€tre réel 
quelconque. 

Pour les variétés de Riemainn, le ¡¡>110l!>leme des plus courts chemins est résolu, 
au moins localement. Ces plus courts chemins sont portés par les géodésiques et 
¡¡>ar deux points 

~ 
Flguro1Jbls 

qui doivent ét.re suffisamrnenl. voisins 1 il en p~se une e t une seule qui réa lise le 
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plus court chcmiu, ai us i qu' i l r 11 é tui L e n gc'.'Omelrie cuclidie11 nc. 

11 rcvcnuiL /\ RicmHun de tiro uvcr l'invariant qui gént'ra lisc en tl ime11sio11 q uel
conquc la courburn r< découve rLc par Caus:- pour le <:-as 11 = 2. La. réponse n 'esL 

pn!! un · Lrc s imple; esL-cc lit ce q ui fo il pcur clans In gOOmé.t.r ic r ienutnicnnc'! R ic
rnan 11 clécouvr il. ceL anima! pl\r un développcmcnt limité habilc d u d.~2 . O n peut 
to ujo urs a n nulc r les Lermes d11 prcmicr o rclrc : la moralc csL q u ' une vari6té de 
R icma nn n 'a pm; de d6rivées d u prc 111icr o rdrc c1ui soieni. s ig nificalives. Ma is que, 
pa r t·onLre, elle en a inéviLahlrmcnL cln .S('concl ordrc. q u i consLi tuenL le f.rmseur 

de courb111-e. Cet obj eL est., e n d mquc poinL, une forme quadrilinéaire RL ·, ·, ·) 
qui est. a nt.isyméLr ique e11 lr.s d r ux prcm icrs indices. antisymót.riquc en les d c11 x 
dcrniers, symétriq ue en ces dcux pa ires e t. saLisíait aussi l1idcnt.itié de J ocobi pour 
les t.ro is prerniers indices. M&mc en d imcnsion -1, ce lCnscur de courbmc 11 1es L pas 
acLu llc menl. co mp lGtcrncrnt. co111pris. 

R ic111a1111 ava it p l'0cé11lé a ins i. 11 p rc na it pour coordo nées des coordo nnées 
ort.honormées telles q ue t.011Les les géodésic¡nes issues ele r or iginc soienl. dcR d roites 
pour ces coordounées. Alors , pa r 1111 calcu l ut ilisant l'cqua.t. ion des géodés iq 11cs1 

il mo ntirait. q ue le déve lo¡:ipe1l'lent. de Tay\or ele la mé1.riq11e él.1tri t nécessn iremen t 
de la for me 

ds2 = <LT.i + · · · + rfa;~ + L R1J1.:11(x 1 d.rJ - r 1 &r;1 ){ 1;k d:i;1i - :1:11dx,,.) 
1,;,l.: .li 

+ O(ccj + · · · + ,,,;). 

Rcma rquons i<.:i que R 11 'a guerc de sens qua nd u= 1 : il 11 'y a pas t.le gémét:r ic 
riemannienne e n d ime ni:; io11 l car , com me on l'a rema.rqué p lus ha u t, tou t.es ces 
courbcs sont. Joca.lernenb isométriqucs cut.re clics. Et si 11 = 2, comme A2 IR.2 esl. 
de cl imcnsion 1, 0 11 vo it. q nc lil forme quadrilinéa irc R s' idoutific 1\ llll scalairc (la 

e m bure de Gnuss). 

Géom triqucrncn t 0n 1~eu t ob t.enir /? "il la Diquct., commc suit . SoiL G'2U la 
g rnssmannicnnc co11s t il.uéc ¡m r Lo us les 2-cspnces Lang nts h U . A rr e C:~,U 011 

pcut associcr le cercle o(m, E) de rayon e en porLant, sur chaq uc géodésiq nc issuc 
de m et Ln.ng 111.c ;\ rr, lll. lon¡;11cur e. Alors 

l\ (r.) ' 2 lon¡i(n(m,e)) = 2rr<(I - - 6-' + 0(< )) 

oii K (;;) cst par dé finit ion la co11rb11ro .w1cfiounellc de (U1 rl.s2) po nr 7t. E t. /( cL 
R sont re.Ji· pRr K (H: · ~; +IR:· y) = R(.r. , y . .r. y) s i {x. y) cslo or Lho no n 11éc. 

l..<$ ident.ités q ue sa t,.is faiL R tnOnLrCnl que ¡,· cl&te rmi ne n par po la risatio n. 
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Figure 14 

De meme qu 'en dirnension 2, pour tout n la courbure (R ou K) mesure bien le 
défaut d 1eu.clidienneté de (U, ds2 ). Ca.r [( =O entraine que la variété de Riemann 
considérée est localement isométrique a l'espace euclidien Rn. Plus générale
ment, les continuums de Riemann oU I< est une constante k sont nécessairement , 
localernent du moins , les spheres si k > O et les espaces hyperbolique si k < O. 

Globalement, un résultat de base est que, pour tout k réel, il existe (8. une 
simét rie pres) une et une seule variété riemannienne simplement connexe et a 
courbure sectionnelle constante égwle a k que Pon peut dénoter par S"(k). C'est la 
sphere de rayen l ./k si k >O, l'espace euclidien si k =O et l'espace hyperbolique 
donné par la formu le de Riemann citée plus haut oU l'on doit. prendre o:2 = k. 11 
est capital , comme on le verra plus loin, de disposer ains i d ' une faro ille1 indexée 
exactement par les rée ls, comme espaces de comparaison. 

5 Ce qu'il fallait faire apres Riemann 

Riernann ne fai sait. que d 11 loc(Ll. Pour faire du global, il íaut d 'abord bien défi
nir un cont.i nuum a n dimensions. C 'est la not ion de var iété d ifféreutielle (de 
dimension n) t.erminée avec Whitney a.pres 1-I. Wey l et Elie Cart.an entre autres. 
Sur une t.elle variét.é A1 rappelons que l'on peut parler de fonct ions numériques 
C00 , de vect.eurs et d 'espaces tangents, de différcnt.ielle (dérivée prem iCre) d1une 
fonct ion, de t.enseur et. en particulier de formes différent. ie lles ex térieures. Par 
cont re, il n 'ex iste pas de clér ivéc:-; scconcle, troisieme ... d 'unc fonct ion; en effet , 
cont rairemenL au cas de la dérivée premiere, les déri vées ulté.rieures dépendent 
de la ca.rt.e choisic. La raison "profondc" es t que la dérivée seconde d 'une fonc· 
t.ion composéc faiL interveni r, out.re le tcrmc normal g' of , le tcrrne g11 (f, f) qui 
détruit Pinva.riancc rcch · rchéc en généra l. De méme, on ne peut pas dériver des 
chnmps de vccl urs ni des tcnscurs. 

La notion ele \rariélé abs t.raitc pcnnct de bien distinguer entre une var iéLé eL 
ses quot icnls . Par cxcmplc, entre la :-;phCre S'1 et. son quoLient. par l'ant ipod ie, 
l'cspac prnjectií récl RP". Ent,rc IR." eL les cy lind res 5 1 x . x 5 1 x JR0 - k 

qui aboutisscnt au torc T" = {S 1 ) " =IR:" / 1 Z 11 • 
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Une varié t.é riemannienne sern rnaiut.cnanl la donnéc d ' 1111c variété différent ie
lle 1\4 munie, su r chacun de ses cspaccs tnngcnts T,n i\/ , d'11nc !'11.nic t.ure eucl id iennc 
!Jm (c'cst.-1\-cl ire une forn1e q nnd rat.ique définiC' ¡>OSili\•c et. b ien sfir la corre:.;pou
cla ncc m -t 9m devrn &t.rc C' ). 0 11 pe11 1. 11olc.: r (M.g) nnc t.clle variété riemnn
nic nnc. 

La premiCre quest.ion globa le c.;oncernc In ntt'triquc. toujoms d6fi11ie commc In 
borne inférieurc de la longucur des courbcs j iguam dcu.x point'!'i. A stwoir: éLant. 
clo1111é dcux points m , n e N.f exL~·le-1- il fo11jour.~ tW 11/u,<; com ·t chcmi11. de m O "? 
On saiL que ces plus courl:s chemins sonL port6s par les géodésiqncs, des COlll'bes 
de i\i/ donL il existe une eL une scu lc ayant une origine et un vcct.eur v i l esse iniLiule 

do 1111 . ~fais en génér f\.\ 1 il 11 '.Y u a ucunc raison que e-es géoclésiqncs, régics par une 
équa t io n d iffércnlicllf! c! n second ord re mnis 110 11 linéaire, soicnL cléfi n ies j usqu'i\ 
11infini . 

O n va vo ir q ue ce fati!: est lié á ce que la rCponsc il In quesLio11 c i-clcssus csl 
1w11 cu général : clnns Ill:2 IO (!'orig ine ótéc) dcux point.s rmnme :i; eL -x ne sonl 
jnmais joinLS par un plus court. c.lie 111i 11 . Plu:< gttnéralt'mcnt., ccci mrivern dCs que 
1'0 11 trouc une "bo n1rnn var iéLé. 

~~~~~~~~~~~ 

En fait, la qucstio n d i"pcnd no n Sl't i1C'111t•11l ele la w1riété 1m tis de la 111élriq 11e 
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riemannienne qu 'elle porte. Par exemple, le cylind re IR x S 1 C IIt3 donne une 
réponse posit ive a la quest ion , tand is que la mCme variété IR2 j0 en donne une 
négative. La réponse finale est donnée par le t héorCme de H. Hopf-Rinow (1931) 
: il y a équivalence pour une (M, g) entre: 

(i) les géodésiques issues d 'un point m E M sont définies jusqu 'a l'infini; 

(ii ) toutes les géodésiques sont définies jusqu 'a. l'infini; 

(iii) la mét rique est comp!Cte. 

En outre, l'une quelconque de ces condi t ions entraine que : deux points quel
conques de M sont joints par un plus court chemin. Mais la réciproque n'est 
pas vraie, comme le montre un disque ouvert de R 2 . Par cont re, des que M est 
une variété compacte, elle sera toujours complete. Dans toute la suite1 on ne 
considérera que des variétés riemanniennes completes. 

Le fait que (i) entraine (iii ) est la mise en for me de l' idée intuitive que le 
balayage de M par les géodés.iques infinies issues d ' un point fixe m empeche 
J1existence de trous. 

Figu1e19 

Quant a la ques tion de l'unicité du plus court chcmin, alias la t héorie <li te du 
cut-/ocus1 elle est extrCmement d ifficile et n1est actuellement résolue que dans des 
cas ext rCmement particuliers 1 comme les sphCrcs canoniqucs. Sur un ellipsolde 
de IR3. Le résultat est connu mais tres di ffic ile a démontrer. 

6 Le triangle d 'or de la géométrie riemannienne 

11 es t schématisé ci-dessous. 11 es t indispensab le a bien connait rc pour maítriser 
les bases de la géométrie riemannienne. 
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Figure 20 

Le cót é N -ESE du triangle 

En tout premier liew, sm (A1 ,g) il existe un tenseur de c©urbure et une cour
bure sectionnelle, il n 'y a rien de plus a faire que Riemann. 

En second liet11 on a vu E¡1u' il n'existe pas sur M , variété seulement d ififérent ie
lle, de calcul différeFltiel comrne dans IR.11 ; il faut s'arreter aux vecteurs tangeNts et 
aux d ifférentiel'les }!>remieres de fonctions Par ce ntre, si M est munie cl 'une strnc
ture riema nnienne g, al0rs Ricci a montré qu'i l existe 1m ca:lcul d ifférentiel ,bien 
détenniné, d isons absofo, de t©l!IS les ord res et non seulement ~0u•r les fonctions, 
mais m&me pour tous les teAseurs. 

La navet te· N ~ESE se ¡Dilate a insi. Précisons-le pour le cas des fonctioi:is 
par exemple. Si f : M -7 ~ est t:1.Re fonction sur M , alors elle aclirnet des dérivées 
Dk. f de tout orclre k. ·comme daAS l'espace euclidien D 2 f est (en chaque point m) 
une forme bilinéaire symétriqMe e sur T 111 M : D 2 f( x,y) = D2 f(y,x ) pour tout 
couple de vecteurs tangent.s er.t. M . Par centre, D 3 f n'est plus syinétr ique dans 
les deux derniers vectel!lrs; I·mtois son défaut de symétrie est j l!lstement don.né parr 
la courbure: 

D3 f( x, y ,z) - D 3 f (x , z,y) = R(y , z,x, grnd f ) 

oü grad f désigne le vecbeur décluit de la forme liné<toire D f par la dualité eucli
d ienne que fournit g. 11 existe des formules a nalogues pour tous les k et pour toMs 
les tenseurs. Monvlité: une équatioB aux dérivées partielles du troisieme ord re 
sur une variété r iemariu'lienne fera presque sürement intervenir ta courbure. Ce 
peut m&me etre tres l!ltile (résul tats de Bochner et ses successeurs). 

Le sommet OSO et les cót és N -OSO et OSO-ESE 

L'espace IR11 est une vruriété différent ielle dont l'es}Dace tangent total T (JR:71 ) 

est trCs spécial. En effect, tous les TmlR.11 s1identifient a:vec To IR11 = JR.71 lui-m&me 
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Jilar 11equipoblence cles vecteur liés. 
,--~~~~~~~~~~ 

Figure20bis 

AiFlsi on J!l€Ut C0ffiJ!larer deux vecteurs tangents a IR.n en cles ¡il@ints différentsl 
J!larler cle leur angle, etc. D'es que 1'0n est sur une surface L de nt3, ceci n'est 
p'lus p0ssib:ile au sens de la seuile structure intrinseque cle ¿. 

Figure21 

Maris sur une variété riemarmienne·or;i sait, dei:mis G.C. Ricci en 1887, c0m¡:>a
rer deux vecteurs tangents en des J!>0iHts infiniment voisins. 11 existe sur (M, g) 
un parallélisme infinitésimal Cé_\.nonique. La forme intégrée est la suivante : étant 
cl0nné une courbe e de M, d'extrémités m et n, 0n lui ass0cie un is0m0rphisme 
c:Pespaces euclidiens rc,m,n : T mM --+ TnN appelé le transport Jilarallele le long de 
c. 

Ce parallélisme infinitésimal aivarit été pressenti cailculatoirement pa:r Chris
toffel, I'homme dont des symboles portent le nom. Pour le trans¡:>ort f)aralli:!le, 
on doit a Levi-Civita une inter¡i>rétation tr:es g€ométrique : pour une surface de 
JR3 par exemple, il s'obtient en faisant rouler sans glisser la surface sur l'un de 
ses pla:ns tangents. 

figure22 

Le pi lotage N = OSO est plaisant. On obtient le tenseur de cour1mre en 
considérant le transport paral1€le le long d 1un petit parallélogramme O(e) engen
dré par x , y C TmM et de cótés e. 
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Alors 

oú R(x, y) désigne l'e1·1domor¡Dhisme de TmJ\.1 déduit par la clual0ité euclidienne cle 
la forme bilinéaire R(x, y, ·, ·). 

En sens iiwerse, si e est WR lacet en m qui est le bord d 'une suorface S immergée 
dans NI, on pourra calc~iler Tc,m,m comme une intégrale convenable de la forme 

Tc,m ,m = J Rs ds. 

Le cóté OSO - ESE s101Dtient aá•nsi : pour cakuler une dérivée telle que Dk f ( ., ... , x ) 
on identifiera taus les Tc(t) M 8. Tc(O) M a l'aide du transport pairaJlele le long d'une 
combe e quelcom¡ue tielle que d (O} = :t. Alors: 

Dk j(.. , .. . , x) = d(Dk-1 j( .. , ... , .) (©) 
dt 

·~·"' 
~ 

Figore24 

Le transport paralllele peut étre présenté de fat;;on ¡~lus algébrique et etc.e 
généralisé énormément. C'est la notion de connexion bien dégagée par Elie Car
tan. Whitney et Elrnesmamn. La notion de connexion a connu depuis une dizai0ne 
d 'années un reboncl ail:Dsolument spectaculaire, comme étant a la base méme de 
la théorie en plein cléveloppen1ent des champs de Yamg-Mills, autrement dit des 
instantons. De ce (foma:ine l'école francaise n'est pas albsente, entre autres ;wec 
Jean-Pierre Bourgu•igr-1011 {Centre de Mathématiques de I'Ec0le Polytechnique) . 
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7 Quelques problemes et résultats plus ou moins récents 

Un théoreme d'accroissements finis: Alexandrov-Toponogov 
Si une fonction f sur Rn vérifie llf'll ~ a, on peut contrOler sa va:riation 

l/(m) - f(n)I ::; a· d(m,n); les fonctions de comparaison sont les fonctions 
linéaires. Pour une variété riemannienne, il existe un résultat analogue, oU la 
fonction a étudier est la fonction distance et la dérivée est la plus simple qui 
puisse exister, a savoir, la courbure. La fonction de comparaison est la distance 
euclidienne. 

Heuristiquement la formule de Diquet montre que la courbure sectionnelle 
renseigne sur la divergence ou la convergence des géodésiques issues d'un point, 
au moins au voisinage de ce point. Le résultat fondamental est la globalisation 
de ce résultat. Formulons le cas le plus simple : si la courbure sectionnelle est 
partout positive, K 2: O, alors les géodésiques issues d'un point sont au moins 
autant rapprochées que dans l'espace euclidien. Explicitement, on obtient le 
théoreme de A. Alexandrov-Toponogov : si m, n, p sont trois points quelconques 
et A l'angle que font en m deux plus courts chemins. 11un de m a n et l'autre de 
m a p, alors: 

d2(n,p) S d2(m,n) + d2(m,p) - 2d(m,n)d(m,p)cosA. 

"·V-·>"""°''' d(m,p) 

' 
R' 

Figure 25 

Figure 26 Figure27 

Il existe un résultat analogue pour f( ~ k, bu l'on compare a ux sphhes si k > O 
et a\L"( espaces hyperboliques si k <o, (c'est-8.-dire les espaces notés sn(k) plus 
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ha ul) . Par contre1 ¡~our mi.e borne supériem e de la courbure, si par exa.mpk: 
/( :S O on a ura cncore 

d2(n ,p) 2'. d2 (m, n) + d2 (m,p) - 2d(m, n )d(m,p)cos A 

mais seulem ent lowlemenl en général. Par exemple, des <'¡pe (M 1 g) recele une 
géodésique périodique, une belile for mule serait visiblement wbs\ol•rde. 

11 

Figu1e 28 

Le théorE:me d 'Alexa.Hd r.ov-Toponogov {1957) s'est révélé l!N•L outil de bac;e 
dans de nombreuses recRerches u!.térieures. Par exemple, ©a.ns le théorerne de 
Gromov cibé ¡~lus bas Sl.!1'1' la majorat ion des nombres cle Bet ti en fonction. de la. 
courbure et d u Qliaim8tre. 

A utre version files a ccroissements finis contróle r la forme de la va
rié t é par sa cour h>ue 

Le premier résl!llt.ait l'1isboriq11e, et le plus proche dl.'1 thé0rCme des accroisse
ments finis, est ceh1°i de Bonnet (1848 par lui, pour les surfaces rnais l'extension 
en dimensiou <':1Uelcorn:¡1Ne est assez facile). A savoir : si J( ~ k ~ O alors M est 
bornée, et done compacte; la borne est explicite et optirna..le, c'est w/.Jk qui est 
le d iarnetre de la spl'lere de rayon l/./k et done de courbure consta.Hte k. 

Ceci, comme l'a 11ema.rq1ué Myers1 montre ele su ite que le gr0l•1pe fondamentail 
de At/ est fin ;. 

Le d iami::tre> c'est lDieN peu pour contróler la forme de M . Or on a la résultat 
fondamenta l de G1:om0v (1980) : on peu t, a l'aide du seul nombre (d iam€tre)2x 
inf }( 1 conlróler la somme des nombres de I3et t i de M (sMr nn corps qNelcm1q ne). 
Par contre, le type 8 1lwmoto¡:iie ne peut pas é tre borné: les petiotes géodésiqNes 
périodiques crécnt i~üini rneRt d 'ennuis. 

De nombreux ¡~robl8mes restent ouverts. Le plus spectacula.ire est une con
jccturc de H. Hopf: ".sur S2 X S 2 ¡¡ u >existe pas de g a J{ > (i)». 

Le probleme inverse : s ur une variét é de forme donnée que peut -on 
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faire de mieux comme géométrie riemannienne? 

C'est a Mikha.€1 Gromov (Institut des Hautes Etudes Scientifiques Bures-sur
Yvette) que l'on doit des progres sur une question, apparemment bien na·ive mais 
en fait tres profonde de René Thom. Il s'agit de celle du titre : une variété étant 
donnée, quelle est la plus belle, la plus naturelle, la plus symétrique parmi tou
tes les structures riemanniennes que l'on peut y mettre? La réponse théorique 
est bien simple : c'est celle qui mini.mise le volume total lorsque la courbure 
est bornée par 1 en valeur absolue. C'est la fa¡;on mathématique de dire que 
la métrique en question la moins courbée possihile, la plus lisse la plus tendue. 
En dimension supérieure a 2, les grandes questi0ns sont ouvertes. A la suite de 
Gromov, plusieurs franc;;ais y trava:illent, a Grenoble en particulier Gérard Bes
son (CNRS), Pierre Courtois (CNRS) et Sy!vestre Gallot (Chambéry et Ecole 
Polytechnique). 

En dimension 2, la formule de Gauss-Bonnet (<lont nous n'avons malheureuse
ment pas eu le temps de parler)' résoud le probleme de suite pour toutes suríaces, 
sauf la plus simple, le plan lui-meme. C 'es t ainsi que pour la sphere S 2 , la réponse 
est celle attendue : c'est la métrique toute ronde du début de cet article qui est 
la réponse. 

Mais pour le plan, la réponse est subtile et a été donnée tout récemment par 
Christophe Bavard (ENS Lyon) et Pierre Pansu (CNRS, Centre de Flecherche 
Mathématique de l'Ecole Polytechnique) . Remarquons d'abord que la structure 
euclidienne est de volume (aire) infinie (et a courbure nulle!}. Or il existe des 
surfaces d'aire finie a courbure cornprise entre O et 1 : 

Figure29 

Quelle est celle qui réalise le mínimum? La réponse est que c'est celle obtenue 
en recollant habilement un morceau de sphere (de courbure constante l) avec un 
morceau de surface de Beltrami (de coubure constante -1): 
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Figu1e 30 

L1aire minima est ©.0nc 2n(l + J2) : et c'est la seule fai:;oM de la r:éaliser. On 
notera que cette s0l•J.ol•t i0n a une eourbure d ieontinue. La natu•re ne founüt done 
pas toujours des ohijets parfaitement syrnétriques ou trCs lisses. 

Géodésiq ues périodic::¡ues e t inégalités isosystoliques 

On les a reneontirées ph1s haut. On a vu que les ph1s petites jouent un róle 
important, mais pas eompletement élucidé. D'un autre c6te, les grandes géodési
ques périodiques ne sont ¡!las h.iien connues; on aimerait ¡¡>0Nv0i·r les com¡i>ter et 
en faire des estirnartions asym¡!ltotiques. Leur étude est capitale, a la fois pom 
la géométrie, et nous ail10ns do1mer un exemple, ma is aussi ¡!lONr des ra isons plus 
inattendues que noMs verrons deux pa.ragraphes p lus loiH. 

C 'est en 1983 que Mi1J1hael Gromov a obtenu la solution du :¡±>robl€me suivant. 
Dcpuis 1965, il domine la géométrie mondiale. Voici le plus visuaJlisable de ses 
résultats, obtenu en 1983 r>our un probleme ouvert depuis 196©. 

Rappelons d 'ah>orcl le vieux théoreme de l'iné_qalité isopérimétrique du plan 
(vicux , car eonnu des Crees mais la premiere démonstration vraie ~!'ate de 1884) 
: de t.ous les domaiBes clu plan de mime aire c'est le cercle &ont la longueur du 
bord (de la fontie11e, dhi périmetre) est la plus petile. 
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petile surface, long bord 

Figure 31 

o 
meilleurcas 
possibte 

Prenons des surfaces comme ci-dessous : 

Figure 32 

Ensuite, on prend un élastique, extensible autant que l'on veut et aussi rétrac
table que possible (c'es t théorique!), et l'on essaye d'étrangler Ja surface. Pour la 
surface qui cs t une sphere déforméc, il y a bien une position de l'élast ique stable, 
mais on peut cependant s'en débarrasser "par dessus la tete,, . Pour la surface a 
un trou (appelée tore) il peut y avoir de faux étranglements mais si, au départ , 
l'elastique entoure vraiment le tore, alors il y aura un étranglement maximum, 
c'cst-i.i.-di re une position de plus petite longueur. On appelle systole d' une surface 
a au moins un trou la plus pétite de toutes ces longucurs pour tous les entoure
ments vrais (dont on ne peut pas se débarrasser!). 11 est intuitif que !'aire de la 
surface doit etre assez grande fonction de la systole: 

(l) aire 2: (constante?) x (systole) 2 . 

Et méme on peut raisonnablement peuser que plus il a de trous, plus Paire 
doit étre grande: 

(2) a ire 2'.: (constante croissant avec le nombre de trous) x (systo le) 2 . 

Por un trou, Loewner avait réussi a démontrer en 1949 l' inégalité (1) par des 
arguments tout a fait non géométriques et qui ne pouva ient pas donner l'inéga
lité (2). Ce n'est qu 'en 1982 que Gromov y réussit , par une méthodc géométrique 
tres simple. Cependant, la m&me ques tion se pose pour les objets de dimcnsion 
3,4, .. 

La, rnéme pour la var iété la plus simple (les tores qui généralisent le tore a un 
trou en d imension 2) , le probleme était complCtcmcnt ouvert et personne n'avait 
la moindre idée de la fac;o n de l'attaquer. Gromov introduisit une technique tres 
profonde, qui consiste a se ramener a une inégali té isopérimétriq ue du type de 
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notn• introduct ion, mais dans des espaccs de dime11sio11 injinie1 en fait des espaces 
de ··fonctions d ista11ccs11 • 

Puisqnc nous en sommcs aux élastiques tendus. mcntionnons que Jean-Pierre 
Sen e (Professeur au Coll€ge de Francc) a montré que dans toute variété (lisse, 
cowpacte, en dimension quelconquc) entre deux points fixés, il y a une infinité de 
positions cl1élastique tcndus. Ce résultat est une conséquence de sa thCse sur Ja 

topologie, qui contient des résultats fonda111enta ux obtenus en 1951 et qui ont eu 
une grande inflnence; la médaille Fields lui a été décernée en 1954 entre autres 
pour cela. 

Vibrations et fréquences 1 chaleur et d iffusion d a ns les variétés rieman
niennes 

C'est tout un royaume dans le continent ·1A11alyser sur les variétés", qui n 'a 
été réellcmeut ouvcr t que réccmmcnt. Sou roi est l'opérateur de Laplace-IJcltrami 
(le "laplacien'1 , que 1'011 peut associer 1'naturellement" a une métrique rieman
uienne. Pour ce sujet précis1 on pourra consulter aussi l'article de Pien e Bérard 
da ns lmages des !Vlathématiques, 1985. 

Quand on étud ie les cardes, puis les membranes vibrantes, on leur trouve un 
svectre, a savoir la collection {A1 $ A2 $ ... $ ,\k ::; ... } des fréquences de leurs 
vibrations purcs. De meme, une va.riété riemannienne bornée possCde clic aussi 
uu specfre: c'est !'ensemble des fréquenccs de ses vibratiom; "pour elle-mCme" . 
Les dcux prob!Cmes que se pose immédia.tement un espri t un peu mathématique 
c'cst: 

(i) C."l..lculer le spectre d 1u11e variété donnéc; 

(ii) cst-ce que le spectrc permet de rcconstitucr la variété métrique? 

Ces problCmes ont bien avancé. A Grenoble, Yves Col in de VerdiCre et Gérard 
Ocsson (CNRS) ont étudié la question si j 'ose dire initiale, celle de la premiCre 
fréquencc ,\ 1• En effct , sur la sphCre S2 bien ronde1 il y a. trois fac;ons iudépendan
t.cs de réaliscr cettc fréquence fondamcntale (cclle qui correspo11d au son le plus 
grave). correspondant. aux trois axes de coordonnées. Ce sont les trois premiCres 
harmoniques sphCriq11es. En résumé, la nrnltiplicité de la fréquence fondamentale 
cst égalc a 3. Ocssou, luí a 111011t ré que pour le torc T 2 la multipli<.:ité maximale 
(et cffcctivc) était 6. Et !'espr it ma.thérnatique de se demander aussitót s 'il y a 
el~ variétés qui peuve11t avoir des fréqnences foudamcntales de nmltiplicité plus 
grande que 31 voirc trCs grandes. Le prob!Cme est prat.iquement. résolu: a part 
le r.a.s des surfaccs, Colin de VerdiCre a 111011tré que cettc multipl icité peut étre 
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aussi gra.nde que l'on veut, quelle E¡ue soit la variété, des qu'elle est de dimen
sion supérieure ou égale a 3. La construct ion mathématique rigoureuse J!>€Ut etre 
décrite de fac;on plus phys i111.ue : il farut <!liSJDOser sur la variété un tres grand n©m
bre d'oscillateurs indépendants ma.is il farut a:voir suffisament d 'interférence pour 
les accorder. Les trois dimensions ~l e l'espace permettent de le faire: "il y a assez 
de place,,. 

Par centre, sur une surface 011 voi·t de suite la difficulté. Colin de Ver~liE:re 
a m0ntré qu 'il y a un lien inatteFl.dN efltI:e ce p1•oblE:me et celui du coloriage cle 
ladite surface (notion de nombre chromat-ique) . 

Fréquences et géodésiques périodiques 

Une corde vibrante peut J'etre, eHtre a.utres, de deux far;0ns, soit comme celle 
cl'un piano, soit comme celle d'u-ne gu-itare (les instruments acorde frottée s0nt un 
subtil intermédia ire). Dans le premier cas, on peut visualiser de far;on sim¡:i liste 
ce qui se passe en disant que l'e rnarteau est un cléi:-ilacement brusque en un 
i:-ioint donné et que ce déplacement se pr0page ensuite alternativement (clessi-n de 
gauche). Dans le cas de la guitare, on peut filire que ce qui se passe est le dessin de 
d r0ite ci~dessous. Evidemment, les deux choses son liées : or la premiere semble 
i:-i lus liée a la longueur de la corde et la sec0nde asa vibration. 

t 

~-

La formulat ion générale de ce Jien serait ce!le d'un lien, pou.r une variété, pour 



L;1 G'ro111f' t.ric do Rirmfllrn apf'r~:u liistoriq11c et resrdtats rcccnts 35 

1111c variété rie111<1 11nic1111c IJornée góuérale entre le spect.rc des fréquences introduit 
p lus haut. et ce qui :; 1appclte le sptxlre des longtteurs. á savoir la collection des 
longueurs ele tout.cs ses géodésiques périod iques y compris -c'est capital-ce lles qui 
tourncnt autant de foi:s que 11011 veut. 

Y a- t- il des relatious entre ce~ dcux spectres; co11naissa11t Pun y a-t-il des rela
t ions entre ces deux spectres; connaissant l' un y a-t-il des formules pom calculer 
l'autre? Heiuz Huber répondait oui en 1959 pour certaines surfaces (les hyper
boliques). En 1970. Balia n et Bloch du CEA conjecturaient un lien général. Ce 
fut Coliu de Vcr<liCre qui le prcmier établ it un tel licn en toute généralité. La 
question est. cncorc en plc ine ét11de. Par exemple, Maric-Prance Vigneras (Uni
vers ité Paris Vil) donna en 1980 de::; exemples tres s ubtils basés sur la t héorie 
des noml>res. C'cst. en quelque sorte un prolongement de l'extraordinaire puis
sance de vision de Riemann, qui á la fo is fonclait cette "géométrie riemannienne" 
rnais était a ussi l'un des prerniers a fai re des "surfaces de Riernann" un socle de 
l'arithmétique. Les exernples de Maric-Prauce Vigneras sont effectivement des 
s urfaces de Riemann définies par certa ines a\gebres de quaternions. 

Retour sur les fondements de la géométrie 

Au début de son travail. Riernann définissait une géométrie comme un conti-
111111111 á 1l d imcnsions, mais oü chaquc T111 U était muui d'nne norme quelconque, 
pas nécessairernent. cnclidiennc. 11 s'agissait done d 'un continuum qui était par
tout infinitésimalement un cspac.:c de Oanach. 011 peut y définir done tout aussi 
bien la longueur des combes et la métrique iutrinsCque associéc. 

Puis brusqucmcut et sans vra imcnt d ire pomquoi, mais avec prescience, R ie
rnann se restreignait au cas 11ricmannicn·•. Les cspaccs plus généraux ci-dcssus 
portenL le nom cl 'esp;u.:cs <le Finsler. 

Bien qu 'i ls intervicnnent. 11atnrellc111c11t en nrnthématiquc e t en p hysique, et 
qu' ils aient été t rCs étud iés, lcur étudc s·cst révéléc fi nalcment asscz décevante. 
Est-ce parce q11 ' 1111 convcxc qui n'cst pas 11 11 e ll ipso.ide possCde des diredions 
privilégiées? A 110!.rc avis, le seut résultat global profond sur les cspaces de F insler 
cst celui de Gromov qui rclie, pour une variété Al non simplcment conncxe, le 
volume total A la plus petitc longucm des géodésiques périodiques: en cffet, 
le résu ltat isosystoliquc 111e11tio11né plus haut cst démontré par une technique 
va lablc pour les cspaccs de F insler. Peut-Ctre enfin la géométric de Finsler est
<'lle acLucllemc11t trop diffif'i lc'( 
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8 Conclusion 

La gé0métrie découverte ¡:iar Riemanr.1. est .done finalement un succes. Notons 
qu'on la trouve dans plusieurs discipli·Res comme l'arithmétique (par le l:iiais,entre 
arutres de la géométrie hyperbolique, en ¡~lein dével0ppment actuellement dains les 
travaux de Thurston entre autres, et sur laqMelle j'aurais aimé p0uvoir insisterL 
clans les grou¡!>eS de Lie, da.ns 11'arN:élJ!yse, dans la mécanique et enfin, cle fa<;0n 
anal0gue au moins dans les premiers rias, clans la relativité oU les objets de base 
sont les variétés lorentziennes et cl:ans les champs de Yang-Mills ciMs r>l.us haut. 
SuggéF011S qu'une partie de ce S~lcces 1~m1rrait étve clüe a ce G¡Ue la structure cle 
variété riema111nienne est a la fois assez géaéraole mais aussi suffisarnent régul•iere. 
En fait les variétés riema.tnnienRes Fle sont al.'ltres liJ.Ue les es)Daces métriques qui 
s0t:it, en chaque point infinitésimalement is0tr0JDes. 
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