
Cubo Maten1dtica Etlucacional 

Vol. 4, Nº 1, MAYO saos 

COMPORTAMIENTO ASI TOTICO 
DE SEMIGRUPOS' 

Hernán Henríquez ~l. 

Uniuersidf1d de Santiago. Departamento de. Mat.emática. 

Cr1.~illa 907, Corre.o e. Santiago. 

Resumen 

E11 este t.rabajo se desarrollan los aspecLOS esenciales del problema de esta

bilidad asiniót.ica de sistemas lineales en espacios de Bana.cl1. Lo. t.eoria genero.\ 

se Uuslra con varia.'! aplicacioues1 incluyendo una aplicación o. In estabili~aci611 

ele sisLem d cent.rol distdbuidos1 alg \U106 resultados relat.ivo.'I a la eat.o.bil

idad a.simót.ica de s ist.erno..':I descritos por ecuaciones diferenciales funcional s 

lineales con retardo finito y w1a caracleri7.nción de la estabi lidad asi11t.ót.ico. de 

frunilias de sistemas. 

l. In reducción. 

Es bien conocido que \a estabilidad asinlóli a de un sistema es una caracL rfstica 

r Jevnnle del si L ma. Por sLe motivo, el esLudio de la estabi lidad asintóLi a de 

• ~lt' u~ fu finM hldO pnrdn.lmcmc par el proyec::w DICYT- SACH Oi1-9633HM. 
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sisl mas lineales const ituye un tópico de gran interés, tanto desde un punto d vista 

aplicado como teórico. 

Estas uotas, tienen como objetivo presentar la leoría básica relativa al probl mi 

de comportamiento asintót ico de semigrupos. Específicamente, si A un OJl<!fll• 

dor li nenl definido en un espacio de Banach de modo que el problema de auch 

abstracto 

x '(t) = Ax(t), t ~ O, (1.1 ) 

es LA bien pla nteado, se establecerán condiciones para asegurar que su solución 

x(t) --+ O, t --+ , para cualquier condición inicial x{O) = x0 • 

Consideremoo inicialmente w1 sistema cuya e"olución se describe por In ecuación 

di fer ncial lineal {1.1) donde A es una matriz den x n. Si para t = O este sistema es 

llevado a un tado x{O) = x0 , el comportamienlo futuro del sistema del rmina 

por In solu ión de la ecuación d iferencial (1.J ), que como sabemos es 

x(t) = e A ' xo , t <: O. 

1;;1 problema de la estabilidad as in tó tica del sistema {l 1) consis te en determinar baja 

qué condicioues la solución x(t.) converge a cero cuando t --+ + . 81 sigu ient 

r :sultado (Hirsch y Smale !J5)) es bien conocido. 

Teorema 1.1 Sea A una matriz real o compleja de 11 x n. Entonces las siguiente. 

cor¡dicionu 8on equwalent.es: 

(a) La soluc16n x(t) --+O , t. --+ oo, para todo :to E C" . 

(b) lo• ualore. propios de A tienw parte real negatiua. 

( c) E=tim amstantea M <: l y w < O tal que lleAl ll 5 M e'"" , t <: O. 
(d) Poro cuolqu1er matriz auto- adjm1ta definida positiua Q la ecuaci6n 

A' P + PA = - Q 

turne uno U-mea JJO/uc1ó11 P auto-adjunta y definida pos1t1ua .. 

{I 2) 

S deduce d este resuhado que para estos sis t.emas la eslabilidad asi ntótica es una 

propiedad de la matriz A y no de cada solución particular. Ad más, 1 onjunto d 
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loo valorel! propioo d A tiene uua figuración releY&Dte. Este conjuat se llama e!>

pcct ro d y lo de.notar moo por u(A). EspeclJicamenl , la estabilidad asintótica 

d p nd d la constante s(A) = máx{Re(.X): .X E o(A)) . 

De las propiedades de las normas en matrices, se obtiene la siguient igua ldad 

que relaciona los valores propioo de A con la consl.8111<! w d 1 Teorema l. l. 

P ropos ició n 1.1 En las condiciones precedenlu (A)= lím In lle"ll y •i w > 
' t 

•(A), entonces existe una constante M !'. l lal que !le"ll 5 M ff'' , para lodo 

t !'. o. 

!.,,a ecuación matricial (1.2)i conocida como ecuación d Liapu nov, es po o utilizada 

para verificar la estabil idad ele una matriz pe.ro tiene gran importancia couc ptual 

n relación con problemas de optimi1.ación. 

Retomando a la ecuación (1.1), cuando A no es una matriz sino que un ope

rad r lineal definido en un espacio de Banach, para de.fini r lo que entencl r rnoo 

por solución de la ecuación necesitamos dcl concepto d semigrupo de operad<>

res. Por este motivo, la sección siguiente está dedicada a i 1troducir el con epto 

de semigrupo, mientras que en la sección 3 estudiaremos las relaciones existentes 

entre el espectro del semigrupo y de su generador infinitesimal . Finalmente, n la 

sección 4 mostraremos varias aplicaciones de la teorla, entre ellas una aplicación a 

la estabilización de sistemas de control, una aplicación al studio de la estabilidad 

asintótica de ecuaciones diferenciales funcionales lineales con retardo acotado, una 

aplicación a la estabilidad asintótica de familias de istemas lineales y una a plicación 

a la teorla de migrupos posit ivos. 

La mayoría d las notaciones que utilizar mos son las usual en análisis fun

ionaJ. También, para simplificar aJgunos enunciados. siempr considerar ruos como 

escalar B 106 nUmeros ompl jos. Si ' es un espacio de Banach1 denotar mos por 

L (X} al espo.cio d los operad r lineales acotados de X en X , dotad on la 

norma d opendor y r presentaremos por '= L(X, C) al espacio dual d X . Si 

\ 
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A : D(A) ~ X --+ X es uo operador lineal denotarem06 por p(A), llamado coQjunto 

rcsolvente de A, al coojuoto formado por los númer06 ,\ E C tal que ,\J - A tiene 

iuven;a en C{X ). Eo esie caso, R(>, , A) = (,\/ -A)- 1 se llama operador resolvente de 

A. Además, el coojuoto o(A) = C\p(A) se llama espoctro de A. Cuando el dominio 

de A es denso denotaremos por A' el operador dual o adjuoto de A. Si T E C(X ) 

rapres<lllttirem06 por r.(T ) al radio espectral de T . Finalmente, utili.zaremos 'R. plllll 

indicar la imagen de un operador. 

2. Semigrupos fuertemente continuos de operado

res lineales. 

Como hem0& mencionado en la introducción , el concepto fundamental para estu

diar el problema de Cauccy abstracto es la noción de semigrupo de operadonis. Por 

este motivo ded.icaoios esta sección a presentar los aspectos esenciales de la teor!a 

de aem igrupos. La mayoría de los resultados inclu idos se encuentran en Nag 1 (I SJ o 

Pnzy [20j. 

En esta sección como también en las siguientes denotaremos por X a un espacio 

d Banach, con norma 11 · ll · 

De.Anición 2.1 Llamaremos scmigrupo fu ertem ente continuo de operadores lineo/es 

acotado• {abreuiado, •emigrupo ) en X a una aplicaci6n T : (O, ) --+ C(X ) que 

satill/ace la.! sigU1entu condicioru.:a: 

(a) T (t -'- •) = T(t ) o T( s ), para todo t , s ~ O; 

(b) T (O) = l ; 

(c) La fun c16n 1--+ T (t )x es co11tinua, paro cada x E X . 

Parn re.laoooer con la sección auterior observemos que si X uo espacio normado de 

dimensión finita y ,\ : X --+ X una apl icación lineal, ntonces T (t) :=e• ' es un 

s<lmigrupo fuertemw te conti nuo. Más aún, pa ra cua lquier espacio X , si A E C(X } 

ntonces la exponencial Ar s un semigrupo íuert m nLe continuo. 
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S dedu fácilment utilizando el Principio del · oot.amiento Uniforme la sigui· 

nt propiedad d acotamiento exponencial. 

Proposi ió u 2.1 Si {T(t) : t ~ O} e.i un .i:m1grupo entonceJ existen eoMtanlu 

M ~ 1 ¡¡ w E R tal que 

llT(t)ll S Me"' , t ~ O. (2 l} 

En el resto d esta sección supondremos que el semigrupo T y las constantes M y 

v rifi an la desigualdad anterior. El semigrupo T se llama unif rmemente acotado 

si es posible oger w = O y contractivo si es posible gcr w = O y M = 1 

Utilizando la subadilividad de In llT(t) ll se obtiene un resull.ndo más preciso. 

Propos ición 2 .2 Si T(-) eJ tm semigropo, enlon= enste 

wo(T) = lírn In llT(~lll, 
1 1 

y - S Wo(T) < . Además, 

r,(T(t)) = e""m', t >o. 

La onstante Wo(T) determina el comportamiento asintót i del s rnigrupo T , por 

lo que se justifica la siguiente terminología. 

Definición 2 .2 Llamaremos tipo (o eon.7tante de cm:1miento) del semigropo T (-) 

a la coruwnte wu(T). 

Se deduce de la Proposición 2.2 que para todo w > Wo(T) existe una constanl Al 

para la cual satisface la d igualdad (2.1). 

Definición 2.3 Se llama generador mfinit..,rna/ de un semi¡¡ropo (T(t) : t ~ O} 

al opttador A · D(A) X definido mediante la expreJ1611 

Ax = lím T(t)z - r 
t o-+ t 

en todo aqucllo.s el 11umto3 x X donde el límt'~ enstc. 

lgun propiedad d 1 generador infinitesimal son las sigui ntes: 
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Proposición 2.3 Sea T(·) un semigrupo en X con generador infinitesimal A 

tal que llT(t)ll S Mew•, t 2 O. Entonces: 

(a) El operador A es lineal, cerrado y su dominio D(A) es denso en X. 

(b) Si x E D(A) entonces la función T(t)x es continuamente derivable para 

t 2 O, T(t)x E D(A) y 

dTd:)x = AT(t)x = T(t)Ax. 

(e) Para todo x E X y t 2 O, ¡; T(s)x ds E D(A) y 

T(t)x - x =A [ T(s)x ds. 

Además, si x E D(A), entonces 

T(t)x-x= [r(s)Axds. 

(d) Si Re(>.)> w entonces>. E p(A), 

R(A, A)x = [ " e- A'T(t)x dt, x E X 

y 
M 

llR(>.,A)ll S Re(>.)-w· 

La propiedad (d) establece o:¡Me R(>., A)x es la transformacla de Laplace file T (·)w. 

Usualmente es necesario c0nsidera:r a1gunos 0peradmes construidos a paitir de A. 

El resultado esencial es el siguiente. 

Proposición 2.4 Sea T (·) un semigrupo en X con generador infinitesimal A. 

Entonces: 

(a) Para todo operador lineal acotado B E .C(X), el operador A+ B es generador 

infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de operadores en X. 

(b) Para todo >. E <C, el operador A - >.J es generador infinitesimal del semigrupo 

e- "T(t) . 
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(e) Para todo CY. > O, el operador aA es generador infinitesimal del semigrupo T(ott). 

Como consecuencia de estos dos resultados se obtiene una propiedad que utilizaremos 

frecuentemente. 

Corolario 2.1 Sea T(·) un semigrupo en X con generador infinitesimal A. 

Entonces para todo A E IC y todo x E X, J; e"<'-'lT(s)xds E D(A), y 

T(t)x - e"'x = (A - Al) J.' e"<'-'lT(s)x ds. (2.2) 

Si T(t) es un semigrupo fuertemente continuo en X , la aplicación [O,oo}-; .C(X'), 

t -; T(t)' tiene las propiedades algebraicas de un semigrupo en el espacio dual 

X' perol en general, no es fuertemente continua. Sin embargo, esto no ocurre cuan

do X es un espacio de Banach reflexivo y, en particular1 un espacio de Hilbert. 

Por su interés en el desarrollo que sigue estableceremos formalmente, aunque sin 

demostración, esta última propiedad. 

Proposición 2.5 Sea X un espacio de Hilbert y sea T (·) un semigrupo fuertemente 

continuo de operadores lineales en X con generador infinitesimal A. Entonces T (·)' 

es un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales m X' con generador 

infinitesimal A'. 

La Proposición 2.3 podemos reinterpretarla en términos de ecuaciones diferencia

les. Llamaremos problema de Cauchy abstracto al problema de valores iniciales 

x'(t) = Ax(t), t <". O, x(O) = x0 , (2.3} 

donde x(t) E X . De la Proposición 2.3 parte (b), se deduce que si A es el genera

dor infinitesimal de un semigrupo T(-) en X y x0 E D(A) , entonces la función 

x(t) = T (t)x0 es una solución del problema (2.3}. Puede mostrarse también que 

esta es la única solución de (2.3}. 

El problema de la estabilidad asintótica en espacios de Banach es más complicado 

que en espacios de dimensión finita1 ya que en este caso surgen varios conceptos no 

equivalentes de estabilidad, los cuales son utilizados a menudo. Los principales de 

ellos son los s iguientes. 
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Definición 2.4 Un semigrupo T(·) en X se llama: 

(a) Uniformemente estable si llT(t)ll-+ O, t -7 +oo. 

(b) Fuertemente estable si T(t)x --+ O, t -7 +oo, para todo x E X. 

(e) Débilmente estable si < x',T(t)x >--+O, t -7 +oo, para todo x E X y todo 

x' E X'. 

Se puede verificar fácilmente que (a) ~ (b) ~ (e) y que todo semigrupo débil

mente estable es uniformemente acotado. Además, estas tres clases de semigrupos 

son diferentes, lo que ilustraremos mediante los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 2.1 Sea X el espacio V(IR), 1 < p < oo y T (t) el operador definido por 

T(t)J(() := !(( + t), f E V(IR). 

Entonces Tes un semigrupo fuertemente continuo en X, conocido como semigrupo 

de traslaciones. Además, Tes débilmente estable pero no es fuertemente estable. En 

efecto, si f E V(IR) entonces llT(t)fllp = llJ(( + t)llp = llJllP de modo que T (t)f 

no converge a cero cuando t -7 oo. Se deduce también de la igualdad anterior que 

llT(t)ll = 1, para todo t :O: O. Sin embargo, T es débilmente estable; ya que si g E 

X'= L'(IR) , con q exponente conjugado de p, entonces< T(t)f,g >--+O, t -7 oo. 

En efecto, es fácil verificar que es suficiente mostrar esta propiedad cuando f y g 

pertenecen a subconjuntos densos de V(IR) y L'(IR), respectivamente. Si escogemos 

f y g como funciones continuas con soporte compacto, la afirmación es consecuencia 

del teorema de convergencia dominada de Lebesgue. 

Ejemplo 2.2 Sea X un espacio de Hilbert separable con base ortonormal (en : n E 

N}. Sea(> .• ). una sucesión de números complejos y definamos el operador A por 
00 

Ax = L>.n < x, en > en 
n =l 
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en el dominio 

D(A) = { x E X : ~ i>•nl2 I < x, e. > 12 < oo} . 

Si supnEN Re(>..) < oo entonces A genera un semigrupo fuertemente continuo T 

definido por 

T(t)x = Le'·' < x, e. > e •. 
n=l 

Si supnEN Re(>..,) < O entonces Tes uniformemente estable. Sin embargo, en el caso 

en que cada Re(>..) < O, n EN, y supnEN Re(>..) =O entonces Tes fuertemente 

estable pero no uniformemente estable. Por otra parte, si Re(>.. ) -; -oo, n-; oo, 

entonces T(t) es un operador compacto, para t > O, y si An son números reales 

entonces T(t) es auto-adjunto. 

Un caso particular de este ejemplo se obtiene en el espacio X = L2 ([0, 7r]) para 

el operador A definido por 

Afü) := J"(~) 

con dominio 

D(A) = {f E L2 ([0, 7r]}: J" E L2 ([0, 7r]) , f(O) = f(7r) =O}. 

Es bien conocido que a(A) esta formado por los valores propios de A que son 

-n2 , n E N, con vectores propios normalizados z,,(E) = (2/7r) 1i 2 sin(nE). El 

conjunto 
00 

{ Zn n E N} es una base ortonormal de X y si f E D(A) entonces 

Aj = - 2: n2 < /, Zn > Zn. De las observaciones previas deducimos que A genera 
n = l 

un semigrupo compacto, auto-adjunto y uniformemente estable. 

Hay numerosos trabajos dedicados a estudiar la estabilidad de semigrupos. En la 

mayoría de ellos se busca relacionar algún concepto de estabilidad con una propiedad 

espectral del generador infinitesimal del semigrupo. No pretendemos hacer una lista 

exhaustiva de referencias. Mencionemos solamente que para aspectos generales Puede 
consultarse Nagel [18], Pritchard y Zabczyk [21] y van Neerven [19], resultados es

pecíficos para semigrupos positivos se encuentran en Nagel [18], Clement y Heijmans 
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[5] y Arendt [!]y para estabiliclad fuerte pue<ile c0nsulta.rse Batty y Phóng [3] y sus 

referencias. 

En nuestro trabajo estam©S especialmente i•nteresad0s en el c0ncept0 de estabi

liclad uniforme. La siguiente caracterización (Datk0 [7]) es fundamental. 

Proposición 2.6 Sea T(·) un semigrupo en X. Entonces las siguientes condi

ciones son equivalentes: 

(a) Tes uniformemente estable; 

(b) Existe to> O tal que [[T(to)JI < !; 

(c) wo(T) <O; 

(d) Existen constantes e 2 1 y" > o tal que [[T(t)[[ :o; Ceº', para todo 

t 2 O; 

(e) Existe p 2 1 tal que f0
00 JIT(t)xlf' dt < oo, para todo x E X. 

Demostración. Si T(-) es uniformemente estable, p&ra t suficientemente grande 

[[T(t)[[ < 1, lo cual muestra (li). 

Si suponemos que se veri•füca la afirmación (b), Hti•loizand0 la Pr0posición 2.2 

pofilemos escribir 
r,(T(to)) = ew,(T)<o < 1 

de lo cual se deriva que w0 (T) < ID, de moclo que (li) =;. (c). La afirmación (c) 

=;. (d) es consecuencia 'directa de la clefinici6n de w0 (T) y la afirmación (d) => (e) 

es inmediata. Para verificar que (e) =;. (a), 0©servem0s inkialmente que A : X -+ 

U'([O, oo) ; X), x -+ T(·)x, es una &pl·icación line&l c0ntinua. La linealidad es evidente 

y para verificar la continuidad, por el Teorema del gráfico cerrado es suficiente con 

mostrar que A es una aplicación cerrada. Con este ©t>jet0 SUJ!l©ngamos que Xn --+ x y 

que A(xn) -+ f, n-+ oo. Es clarn que i\(xn)(t) -+ A(x)1(t), p&ra cada t 2 O y, de las 

¡:¡iropiedades de los espacios V se deduce que existe 1:1Da sub:isucesión (xn..,h tal que 

A(xn,) converge puntualmente c.t.p. a f . Se concluye de esto que A(x)(t) = f( t), 

c. t. p. En consecuencia, 

(loo ) l/p 
[[A[[= sup [[T (t)xlf' dt < oo. 

ll:cll9 o 
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Mostremos a continuación que el semigrupo T es uniformemente acotado. Observe

mos previamente que si C1 es una constante positiva tal que JIT(u) ll S Ci, OS u S 1 

y llT(t)xJI =a > O, entonces 

a= JIT(t)xll = llT(u)T(t - u)xll S Cd\T(t - u)xll 

de modo que JIT(t - u)xll 2 a/C1. Si suponemos que T no es acotado existiría una 

sucesión creciente no acotada tn tal que \IT( tnll\ > n. Por la definición de norma de 

operadores se deduce que existen X n E X, l\xn\I = 1, tal que \IT(tn)Xn\I 2 n y 

llA(x,,)JI 2 ({~ 1 llT(s)xn\IP ds) l/p 2 -& 
lo cual contradice el resultado previo. Se deduce de esto que T es uniformemen

te acotado, es decir existe una constante e 2 o tal que llT(u)I\ s e, para todo 

u 2: O. Procediendo como en la observción inicial se deduce que para cada t 2: O y 

x E X se verifica que JIT(u)x l\ 2 llT(t)xl\/C, para todo O S u S t. Si T no fuese 

uniformemente estable existiría e > O y una sucesión creciente no acotada t11 tal 

que \IT(tn)I\ > l. Por la definición de norma de operadores se deduce que eltisten 

Xn E X, l\xnJI = 1, tal que l\T(tn)Xn\I 2 l Y 

lo cual nuevamente contradice la continuidad de A. • 
Veremos posteriormente que este resultado puede generalizarse para incluir fa

milias de semigrupos. 

Esta caracterización tiene el inconveniente que requiere estimar el tipo del semi

grupo pero usualmente solo se tiene información sobre el generador infinitesimal A. 

Comparando con el desarrollo efectuado para matrices esperamos poder relacionar 

la estabilidad del semigrupo con el espectro de A. Con este objeto definimos la 

constante espectral 

s(A) := sup{Re(.X) .X E a (A)}. 
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De la Proposición 2.3(d) se deduce que s(A) $ wo(T). Si, tal como ocurre para 

la matriz exponencial, se mantuviera la igualdad s(A) = w0(T) entonces para 

concluir la estabilidad uniforme del semigrupo T bastaría verificar que s(A) <O. 

Sin embargo, la igualdad anterior no es válida en general para semigrupos (Zabczyk 

[26]). Esto llevó a Triggiani [23] a introducir la siguiente clase de semigrupos. 

Definición 2.5 Diremos que un semigrupo T(-) con generador infinitesimal A ver

ifica la Condición de Crecimiento Espectral Determinado (SDGA) si vale la igualdad 

s(A) = w0 (T). (2.4) 

Una condición suficiente para que se verifique (2.4) es Ja igualdad espectral 

a(T(t)) \{O}= exp(ta(A)), t > O, (2.5) 

la cual será estudiada cuidadosamente en la sección siguiente. Para justificar que Jos 

resultados que estableceremos no se verifican en general presentemos inicialmente el 

ejemplo de Zabczyk. 

Ejemplo 2.3 Para cada n E N, sea An la matriz nilpotente de n x n definida por 

Sea H el espacio formado por las sucesiones x = (xn)n, con Xn E C", y tal que 

(
"' ) 1/2 

llxJI = ~ JlxnJI' <OO. 

Entonces H dotado con la norma 11 · ll es un espacio de Hilbert. Sea T (t) el operador 
definido por 

T(t)x = (e'"'eA" 1Xn)n, t 2 O. 

Como JI An ll "' 1, paran 2 2, cada matriz exponencial tiene norma lleA"'ll $ e'. 
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Se cleduce de est0 que T(·) es ua semigrup0 fuertemente contim10 en H tal que 

\\T(t)\\ Se'. Por otra parte, si den0t¡¡¡mos un= ),,(1, 1, · · ·, lf e0tonces 

(i) \\un\\ = 1, pa.ra todo n E J\!; 

(ii) l\e'A•un - e'un\\ -->O, n--> OO. 

En efecto, utiliza:ndo que An es nilpotente obtenemos 

En consecuencia, 

lo que muestra la afirmación. 

1 [n-'(· ti+l )']'/
2 

S fo ~ e (i + 1)' 

:S. 1 2t .¡ne 
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Por lo tanto, escogiendo x = (xk)k , Xn = Un y Xk = O, k =F n, se obtiene 

llT(t)xll 

Por lo tanto llT(t)ll = e' y "-'o(T) = l. 

Por otra parte, el generador infinitesimal de T es el operador A definido por 

Ax = ((in[ + An)xn)n en el dominio D(A) = {x = (xn)n E H : l::;'=, ll(inl + 
A,.)xnll2 < oo} . 

Si A E <C, R e(A) > O, la matriz Al - in! - An = (-' - in)! - An tiene inversa y 

como A11 es nilpotente 

11((-' - in)! - A,.)- 1 11 S I-' ~ inl -->O, n--> oo. 

Se deduce de esto que el operador >..J - A tiene inversa continua definida por 

R(A, A) = ((-' - in - A,.)-')n. Por consiguiente, a(A) está contenido en {-' E 

<C : Re(-' ) S O} y la constante espectral s(A) = O. Así, en este caso no se verifica 

(2.4) ni (2.5). 

Modificando levemente la construcción utilizada en este ejemplo puede definirse 

un semigrupo para el cual s(A) y w0(T) tengan valores preestablecidos. 

Afortunadamente la mayoría de los semigrupos que surgen en las aplicaciones 

verifican SDG A. Tanto para precisar un poco esta afirmación como para nuestros 

objetivos futuros, introduciremos algunas clases particulares de semigrupos. 

Definición 2.6 Sea T un semigrupo fuertemente continuo en X. 

(a) El semígrupo T se llama uniformemente continuo para t >a si la función T (·) 

es continua en la norma de operadores pam t > a. 

(b) El semigrupo T se llama compacto para t > a si los operador-es T(t), t >a, 

son compactos y T se llama compacto si lo es para t > O. 
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Es fácil verificair c::¡ue tod0 sem·igruJD© c0m¡¡iacto para t > a es uniformemente coatinuo 

para t > a. De mainera similla..r, 10s semigrupos diferencia:h>les, en. particular los 

holomorfos, son uni.f0rmeme:r-1.1te c0R•tinuos ¡:>ara algún a> O. En la seecióB siguiente 

mostrnremos que tod0s est0s semigrnpos verifican la iguaJda<d espectral (2.5) y por 

ta.nt0 verifican la con<dicién SDGA. 

Los semigrupos c0m¡¡iact0s tieBeH propiedades adicionales muy imp0rtantes en 

relación con la estal>ilida<d. A C0'1•tilrnación mencionamos aJguoas fil·e ellas. 

Proposición 2. 7 Sea T un semigrupo compacto con generador infinitesimal A. En

t:onces se verifican las siguientes propiedades: 

(a) El operador R(>-, A) es compacto, para todo>- E p(A). 

(b) El espectro de A consiste sólo de valores propios de A. 

( c) Si T es débilmente estable entonces T es uniformemente estable. 

Demostración. Sólo mostraremos ( c). Sabemos que T( ·) es müformemente acotado. 

Por lo tanto existe C > 0 tal q.ue \IT(t) \I S C, para todo t 2 O. Mostremos en primer 

término que T(·) es faerlemente estable. Para cada a> O el o,pera<dor T(a) es com

pacto de lo cual se ded•NCe <JNe T(a)' también lo es. Por consiguieNle, para cada 

E> O, existen x; E X', llx:ll = 1, i = l , ··· ,n, para los ctH11les se verifica la 

sigNiente propiedad: pa;ra ca©a x' E X', llx'll = 1, existe Nn índke i tal que 

llT(a)'x' - T(a)'x;\I $E. C0rno 

llT(t)T(a)xll = Sl>jl 1< T(t)T(a)x,x'>1 
Uz'llSl 

sup 1 < T(t)x, T(a)'x' > 1 
11z'llS1 

S sup 1 < T(t)x, T(a)'x' - T(a)'x' > 1 + 1 < T(t)T(a)x, x; > 1 
llz'USJ 1 

$ CE + 1<T(t)T(a)x,x;> 1 
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se deduce que T(t}x --; O, t --; oo. Análogamente se muestra que T(t) --; O, t --; oo . 

• 
3. Teoremas espectrales. 

En la sección anterior hemos visto que existe una fuerte relación entre el com

portamiento asintótico de un semi~upo y el espectro de su generador infinitesimal. 

En esta sección estableceremos los principales resultados que relacionan el espectro 

de un semigrupo y el de su generador infinitesimal. La mayoría de estos resultados 

se expresan en la forma de una inclusión espectral la cual, con hipótesis apropiadas, 

puede conducir a una igualdad espectral. En todos estos enunciados entenderemos 

que T(·) es un semigrupo con generador infini tesimal A. El resultado básico es el 

siguiente. 

Teorema 3.1 Para todo t 2'. O, 

exp(ta(A}} ~ a(T(t)). 

Demostración. Para >. E C denotamos por B, el operador definido por 

B,x =J.' e'i•- »r(s)x ds, x E X. (3.1} 

Entonces B, es un operador lineal acotado y utilizando el Corolario 2.1 sabemos 

que 

T(t)x - eMx =(A - A!)B,x, 

para todo x E X. Además, B, conmuta con A - AJ. Si suponemos que eM i a(T(t}), 

de (3.1} obtenemos que (A - A!)B, tiene inversa, de lo cual se deduce que A - Al 

también es invertible y>. E p(A). • 
Del ejemplo de Zabczyk se deduce que la inclusión opuesta es falsa en general. 

Motivado por su interés en otros problemas, en el espectro de un operador se acos

tumbra distinguir partes notables. A continuación estudiaremos algunas de ellas, 

para las cuales es posible establecer una inclusión espectra1 similar a la anterior e 



COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE SEMIGRUPOS 371 

inclusive, en ciertos casos, una igualdad espectral. En las definiciones que siguen 

siempre supondremos que A es un operador lineal cerrado con dominio D{A) denso 

en un espacio de Banach. 

Una primera clasificación de partes del espectro de A está constituida por el 

espectro puntual, el espectro residual y el espectro continuo de A, denotados por 

crp{A), cr,{A) y cr, {A), respectivamente. El espectro puntual es el conjunto de valores 

propios de A; el espectro residual de A es el conjunto formado por los elementos 

.>.E C tal que M - A es monomorlismo y 'R.(M -A) no es denso en X y, el espectro 

continuo de A es el conjunto formado por los números.>. E cr{A) tal que M - A es 

monomorfismo y 'R.(M - A) es denso en X. Es claro que esta descomposición induce 

una partición de cr(A). 

Teorema 3.2 Para todo t > O, 

exp(ta.(A)) ,;; a. (T(t)) ,;; exp(ta.(A)) U {O}. 

Demostración. De (2.2) se deduce que si x E D(A) y (A - M)x =O entonces 

T(t)x - e" x = O, lo cual muestra la primera inclusión. 

Supongamos ahora que µ E crp(T (t) ) \ {O} . Entonces existe .>. E C tal que 

µ = e''. Sea x # O vector propio con respecto a µ y x' E X' tal que < x, x' ># O. 

Es inmediato que la función f( s ) = e- ''T(s)x es periódica con período t. Del 

desarrollo en serie de Fourier de la función < J(·) , x' > en el intervalo !O, t] se 

obtiene que existe un entero n tal que 

y=!,' e- •'fn•e-"T(s)x ds # O. 

a = A+ i~n, que Por el Corolario 2.1 podemos afirmar que y E D(A) y, con t 

T(t )x - eº'x (A_ crl) J.' eº¡i-.JT(s)x ds 

eº' (A - crl)y 

o, 
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10 cual implica que a es valor prnJDi0 cle A con vector pr.opio y. Cernoµ= eªt esto 

completa la demostración. • 

Un resultado similar se verifica para el espect>© resiclual. 

Teorema 3.3 Para todo t > O, 

exp(tCY,(A))~ a,(T(t)) u",(T(t)) (3.2) 

'7,(T(t)) ~ exp(ta,(A)) U{©} (3.3) 

Demostración. Para demostrar (3.2) consideremos >. E a,(A) y seaµ= e". Uti

lizamdo (2. 2) sabemos que 

T(t)x - e>'x = (A - AJ) J,' e>l'-'lT(s)x ds, 

para todo x E X, lo cual muestra que el sttbespacio R.(T(t) - µ!) ~ R.(A -A!) no 

es denso. Si suponemos que µ ~ ",(T(t)) e1'1\onces µE '7,(T(t)). 

Para demostrar {3.3), supongamos que µ E a, (T(t)) \ {O}. Entonces existe 
.2-Trk . ' 

), E C tal queµ= e>'. Definamos °'' = >. + 't· S1 algun °'' E ",{A) aplicando 

el Te0rema 3.2 se deduce que µ = e"" E a,(T(t)) lo que es contrario a nuestra 

hipótesis. Por lo tanto, sólo falta mostrar que no todos les números °'' E a,(A) U 

p(A). El espacio Z = R.(T(t.) - µ!) no es denso en X y por tanto existe O i- x' E 

X' tal que < z, x' >= O, para todo z E Z. Utifüando (2.2) y la notación (3.1) 

podemos escribir que 

T(t)x - µx = B 0 , (A - a,I)x, 

cuando x E D(A). 

Si suponemos que '" E CY,(A) U p(A) entonces R.(A - a,J) es denso en X 

y como B0 , es continuo se deduce que R.(B0 ,) ~ Z. Para x E D(A) definimos la 

función f(s) = < e-MT(s)x, x' > . Del desarrollo en serie de Fourier de la función 
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f(-) en el intervalo [O, t] se obtiene que 

f (s) = f O J.' < e- >uT(u)x, x' > e-;'-¡'-•u du) e''fb 
k=-oo O 

º· 
para todo O < s < t. Haciendo s -t o+ en la expresión anterior se obtiene que 

< x, x' > =O. Como esta propiedad se verifica para todo x E D(A) y D(A) es denso 

en X resulta que x' = O, lo cual es absurdo. En consecuencia debe existir n E Z tal 

que ª " fÍ a,(A) U p(A), lo cual completa la demostración. • 

Una demotración diferente de esta propiedad puede efectuarse utilizando el con

cepto de semigrupo dual ([19]). 

En relación con el espectro continuo solo puede establecerse la siguiente inclusión. 

Teorema 3.4 Para todo t > O, 

exp(ta,(A)) <;; a, (T(t)) U exp(ta, (A)) U exp(ta,(A)). (34) 

Demostración. Del Teorema 3.1 se deduce que si .>. E a,(A) entonces µ = 

e" E a(T(t) ). Si suponemos que µ E a,(T(t)) U a,(T(t)) aplicando los resultados 

precedentes obtenemos que µ E exp(ta,(A)) U exp(ta,(A)). • 

Tanto para evitar las inclusiones algo complicadas que hemos presentado en 

los resultados previos como por su relevancia en algunas aplicaciones, se utilizan 

también otras partes notables del espectro de un operador. Introduciremos sólo dos 

de estas partes. 

Definición 3.1 Se llama espectro puntual aproxi.mado de A, que denotaremos 0 011(A) , 

al conjunto fonnado por los números complejos .>. E a(A) para los cuales existe una 

sucesión (xn) n con llxnll = 1, X n E D(A) y tal que lím,.~., llAxn - .>.x,.11 = O. En 
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este caso la sucesión (xn)n se llama vector propio aproximado de A con respecto a 

A. 

El siguiente resultado estalolece las p•opiedades básicas del espectro puntual 

aproximado. 

Pr0posición 3.1 Se verifican las siguientes propiedades: 

(a) a, (A) \;; a,,(A), 

(b) Fr(a(A)) \;; a,,(A); 

(c) a,,(A) = a,(A) U {A E <C • R(M - A) no es cerrado}; 

(d) a(A) = a,(A) Ua,,(A). 

Demostración. La afirmación (a) es evidente. Para m©strar (b), consideremos A E 

Fr(a(A)). Se deduce que existe u-na sucesióE (A,,),. eE p(A) que converge a A. Ob

servemos en primer término que llR(A,., A)ll --> oo, cuand© n --> oo. En efecto, si 

no fuese así1 de la descomposición 

U - A (A - A,.)! + A,J - A 

= (A,.I - A) [I + (A - A,.)R(A,., A)) 

y de la serie de Neuman obtenem0s que A E p(A). Por 10 tanlo, existen vectores 

y,, con llYnll = 1, n E J\I, taJ ~ue llR(A,., A)Ynll --> oo, n --> oo. Si definimos 

x,, = R(A,. , A)y,. y u,, = x,./llxnll entonces u,. E D(A), llunll = 1 y 

Au,. - Au,. +(A - A,.)u,. = l l ~:ll 

to cual implica que Aun - Aun ---+O, n---+ 001 y esto a su vez que ). E O"ap(A). La 

demostraciones de (e) y (d) son similares a la anteri0r, por lo cual las omitiremos . 

• 
La inclusión espectral asociada ail espectro puntuwl aproximado es la siguiente. 
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Teorema 3 .5 Paro todo t > O, 

exp(ta.,(A)) ~ a.,(T(t)). (3.5) 

Demostración. Sea .X E a,,(A). De la definición se deduce que existen vectores Xn 

con llxnll = 1 tal que llAxn - AXnll -+O, n-+ oo. Utilizando (2.2) obtenemos que 

T(t)xn - e>'xn =J.' e>(t-.)T(s)(Ax n - AXn) ds-+ o, n-+ oo, 

lo cual completa la demostración. • 

Un concepto muy útil en aplicaciones es el de espectro esencial. En la literatu

ra se encuentran varias nociones distintas de espectro esencial. Nos limitaremos a 

presentar sólo una de ellas, conocido como espectro esencial en sentido de Browder. 

Definición 3.2 Sea A un operador lineal cerrado con dominio denso . El espectro 

esencial de A, denotado por a,,,(A), es el conjunto formado por los .X E C que 

verifi can alguna de las siguientes condiciones: 

{a) El subespacio 1?.(.XJ - A) no es cerrado; 

{b) El subespacio U~1Ker(M - A)' tiene dimensión infinita; 

(c) -' es un punto de acumulación del espectro de A. 

El espacio M;(A) = U¡"=1Ker(M - A)' se llama espacio de vectores propios gene

ralizados con respecto a .X. De la condición (a) se deduce que a, (A) ~ a,,,(A). La 

propiedad fundamental del espectro esencial es que no cambia al perturbar el ope

rador con un operador compacto. Específicamente, se verifica el siguiente resultado 

([22]) . 

Proposición 3.2 Sea A un operador lineal cerrado con dominio denso y sea B tm 

operador lincol compacto. E11to11ces a,,,(A) = a ,,,(A + B). 

La inclusión espectral para el espectro esencial es la siguiente: 
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Teorem a 3.6 Para todo t > O, 

exp(ta ... (A)) !;; ap(T(t)) U a.,.(T(t)) (3.6) 

Demostración . Si A E a.,,(A) entonces µ = e"' E a(T (t) ). Supongamos que 

µ ~ a,(T (t) ). De acuerdo a la definición de espectro esencial analizaremos tres 

posibilidades: 

(i) Si R (A- M ) no es un subespacio cerrado entonces R(T(t) - µI) no es cerrado. 

En efecto, supongamos que Y = R(T(t) - µI ) es cerrado y que Axn - AXn --> y, 

cuando n --> oo. De (2.2) obtenemos que 

T (t)xn - µxn = [ e"«- •>T (s)(Axn - Axn) ds 

converge a z = J; e"(c-.)T(s)yds E Y. Aplicando el teorema de la inversa continua 

de Banach a l operador T(t) - µI : X --> Y se deduce que la sucesión (x,, )n es 

también convergenle. Si x es el límite de esta sucesión, como A es un operador lineal 

cerrado, x E D(A) y Ax - .Xx = y, lo cual implica que y E R (A - Al). En 

consecuencia R (A - Al) es cerrado, lo que es contrario a nuestra hipótesis. 

(ii) Si dim M;(A) = oo entonces dimMµ(T (t)) = oo. En efecto, volviendo a 

utilizar (2.2) es claro que K er(A - Al)!;; K er(T (t) - µ!) y, procediendo inducti

vamente se obtiene que Ker(A - Al)'!;; K er(T (t) - µ! )',para todo k E l'I. En 

consecuencia M;(A) !;; M,,(T(t)). 

(iii) Si A es un punto de acumulación de a(A) entonces existe una sucesión 

(.X,,),., An "' .X, en a(A) que converge a .X. Por lo tanto µ. = e"· ' E a(T(t) ) y 

µn -t µ1 n -t oo. Como, al menos paran suficientemente grande, µn '# µ podemos 

afi rmar queµ es un puuto de acumulación de a(T(t)) . • 

Con el desarrollo anterior hemos conseguido obtener inclusiones espectrales. Re

tornando a nuestro objetivo inicial de establecer la igualdad espectral (2.5) deseamos 

estudiar algunas si tuaciones especiales en las cuales puede caracterizarse p(T (t)). 

Para presentar estos resultados necesitamos algunos conceptos y propiedades adi

cionales sobre convergencia de series de Fourier. 
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Una serie L Xn es Cesara sumable ax, lo que denotaremos (C, 1) I:::"=-oo Xn = 
n= - oo 

x, si ~~~ an = x, donde 

i=k 

son t1lamados promedios de Ces&rn y sk = L X¡ es la k-ésima suma parcial. 
i= - k 

(3.7) 

Es bien conocido que toda se.rie convergente es Cesara sumable. Utilizaremos 

también la siguiente propiedad básica de este concepto de sumaibilidad. 

Lema 3.1 Sean Xn E X, n E Z tal que (C, 1) I:::"=-oo < x., x' > existe para cada 

x' E X'. Entonces A : X' --; IC definido por Ax' = (C, 1) I:::"=-oo < x., x' > es 

una fo rma lineal continua. 

Demostración. Siª" son los puomedios de Cesara definidos por (3.7), del Principio 

del Acotamiento Uniforme se deduce q~e M = SUPneN llan 11 < oo y por lo tanto 
00 

l(C, 1) ~ < x.,x' > 1 = l Iím < a., x' > 1 ~ Mllx'll, 
L..,¡ n-+co 

para cada x' E X '. • 
En relación con este concept0, si f: S' --; X es una función integraible, sn(f, z) 

denotan las sumas pairciales de su serie de Fourier en z E S' y an(f, z) son 

los promedios de Cesár0 correspondientes, utilizaremos la siguóerite versión de un 

teorema de Lebesgue. 

Si para Zo E S' existe 

L = lím f (zoeih) + f(zoe-ih) 
11-1-0+ 2 

enLonces an (f 1 zo) 4 L, n ---too. 

En el resultado que sigue establecemos una caracterización del conjunto resol

vente de T(t) . Para simplificar las afirmaciones observemos previamente que por la 
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Proposición 2.4 si A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente con

tinuo T(-) entonces el operador aA - (31 , con <> > O, es el generador infinitesimal 

de un semigrupo fuertemente continuo S(-) tal que S(t) = e-P'T(at). Si para t >O 

escogemos <> = t/27r y f3 = >.t/27í se deduce que 1 E p(S(27r)) si, y solamente 

si, e" E p(T (t)). Es decir, para caracterizar p(T(t)) es suficiente con caracterizar 

la inclusión 1 E p(T(27r)) . 

Por otra parte, si ik E p(A), k E Z, de (2.2) se deduce que para cada k E Z el 

operador lineal Q, definido a través de las expresiones 

1 1 !,'' . Q,x = - R (ik , A )(I - T(27í)) = - e-" ' T (s)x ds , x E X, 
211'" 21T o 

(3.8) 

es acotado y Qkx representa el k-ésimo coeficiente del desarrollo en serie de Fourier 

de la función T (· )x en el intervalo [O, 27í). Por la observación precedente aplicada a 

la función J(e'°) = T (O)x, O :S O< 27í, podemos afirmar ~ue 

"" 1 
(C, 1) L Q.x = 2(1 + T(27r))x. (3.9) 

k=-oo 

El Siglliente resultado se conoce como teorema de Greiner. 

Teorema 3.7 Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) 1 E p(T(27í)); 

(b) iZ s;; p(A) y ¿;;;,_,,, R(i k,A)x es Cesaro sumable para todo x E X ; 

(c) iZs;; p(A) y ¿;;;,_,,, < x' , R (ik,A)x > es Cesaro sumable paratodox E X y 

todo x' E X'. 

Demostración. Si suponemos que 1 E p(T(21í)) aplicando el Teorema 3.1 deduci

mos que iZ s;; p(A) y utilizando (3.8) obtenemos la resolvente 

R (ik , A) = 27í(I - T(27í)t 1Q,. 
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Sustituyendo en (3.9) 00tenem0s ~ue 
00 

(C, 1) L R(ik,A)x = "(! - T(27rW 1(I + T(27r))x. 
k=-oo 

lo que muestra (IJ). La afirmaoión (b) => ( c) es inmediata. 

Para mostrar que (c) => (o), ooservemos que por el Lema 3.1 para cada x E X 

existe A, E X" tal que J\,(x') = (C, 1)2::;%':,_00 < x', R(ik, A)x >, para todo 

x' E X' . Del Principi0 <iel Acotamiento Uniforme se deduce qme el opera<ior ¡\ : 

X -t X" definido por J\(x) =A, es l·ineal y acotado. 

Denotemos p0r Y el espaci0 R.(! - T(21f)). Como todo y E Y se representa en 

Ja forma y =(! - T(27r))x, se deduce de (3.9) que Ay= 7r(/ + T(21r))x E X . Por 

otra parte, volviendo a mtilizar (3.9) podemos mostrar que Y es denso en X . 

En efecto, si x' E X' n Y \ es decir (1 - T(27r))'x' =O, ennonces 

O = A, ( (J - T(21r))'x') 

00 

(C, 1) L < (! - T(27r))'x', R(ik, A)x > 
k=-00 

00 

(C, 1) L <x', R(ik, A)(I - T(27r))x > 
k=-oo 

27r(C, 1) L < x',Q,x > 
k= - oo 

27f<x',(C,l) L Q,x> 
k=-oo 

7f < x', (I + T(27r))x >, 

para todo x E X. Por Jo tant0, (! +T(27r))'x' =O, de Jo cuail se deduce ~ue x' =O, 

lo que a su vez muestra la afirmación. Finalmente1 si x E X y escogemos u~a 

sucesión (Yn )n en Y CiJUe converge ax, entonces, por nuestras afirmaciones previas, 

J\(x) = límn- oo A(y.) E X y (C, 1) I:%':,_00 R(ik, A)x = J\(x). 

379 
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Verifiquemos finalmente que (b) ~ (a). Procediendo como en la parte anterior, 

J\(x) = (C,I)L;~_00 R(ik,A)x define un operador lineal acotado de X en X . 

Utilizando {3.9) obtenemos 

_!_J\(1 - T(27r)) = ~(! + T(27r)) 
27r 2 

de lo que se deduce 

(J\ + 7r f)(J - T{27r)) = 27rl. 

Corno J\ y T(27r) conmutan, resulta que 1 - T(27r) tiene inversa acotada. • 

El siguienle corolario establece que las condiciones de sumabilidad en sentido de 

Cesa.ro en el teorema anterior pueden sustituirse por condiciones de acotamiento de 

la resolvente. 

Corolario 3.1 Si se verifican las condiciones: 

(a) iZ <;; p(A) y SUP>ez llR(ik, A)ll < oo; 

{b) Existe w > wo(T) tal que 
00 

L llR(w + ik, A)xll2 < oo, x E X , 
k=-oo 

L llR(w + ik, A')x'll' < oo, x' E X', 
k=-oo 

entonces l E p(T(27r)). 

Demost ración. Por la Proposición 1.2 podemos afirmar que e2' w > r,(T(27r)) 

por Jo cual e"w E p(T(27r)). El semigrupo S(t) = e-w'T(t) tiene genera

dor infinitesimal A - wf y 1 E p(S(27r)) . Del Teorema 3.7 se deduce que 
00 

(C, l) L R(w + i k, A)x existe, para todo x E X 
k=-

Por otra parte, de la ecuación de las resolventes 

R(ik, A) - R(w + ik, A) = wR(w + ik, A)R(ik, A) 
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y de las hipótesis (a) y (b) se obtiene que 
00 

L llR(ik, A)xll2 < oo, x E X , 
k= - oo 

y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene que la serie 
00 

L < R(w +ik,A')x' , R (ik ,A)x > 
k=-oo 

es absolutamente convergente, para todo x E X , x' E X '. Volviendo a utilizar la 

ecuación de las resolventes, obtenemos 

(C, 1) L < x',R(ik , A)x > (C, l ) L < x', R(w + ik , A)x > 
k=-oo k=-oo 

+ w L < R(w + ik, A')x', R(ik, A)x > 
k= - oo 

existe y aplicando el Teorema 3.7 obtenemos la afirmación. • 
Cuando X es un espacio de Hilbert el enunciado puede simplificarse más aún. El 

siguiente resultado se conoce como teorema de Gearhart. 

Corolario 3.2 Si X es un espacio de Hilbert, las siguientes condiciones son equiv

alentes: 

(a) 1 E p(T (27r)); 

(b) iZ ~ p(A) y SUP•ez llR(ik, A)ll <OO. 

Demostración. Para demostrar que (a) =} (b) observemos que de la inclusión 

espectral establecida en el Teorema 3.1 obtenemos que iZ ~ p(A). Además, de 

(2.2) sigue que 

R(ik , A)x = (I - T (27r}¡- 1 J.'" e- ;"T(s)x ds, x E X , 

y de esta expresión es evidente que SUPtez ll R (ik , A)ll < oo. 
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Supongamos ahora que se verifica {b). Para w > w0 (T) procedemos como en 

la demostración del Corolario anterior y definimos el semigrupo S(t) = e-w•T(t). 

Aplicando la fórmula (2.2) al semigrupo S obtenemos que 

R(w + ik, A)x = (! - e- 2•wT(2ir)t 1 J.2
' e-"•e-w•T(s)x ds 

de modo que, excepto por un operador independiente de k, R(w + ik, A)x son 

los coeficientes de Fourier de S(s)x, O < s < 2ir. De la fórmula de Parseval se 

obtiene que ¿;~_., [I R(w + ik, A)xfl2 < oo. Utilizando este mismo argumento con 

el semigrupo dual T(t)' se obtiene que también ¿;~_., [IR(w + ik, A')x'[l2 < oo 

de modo que la afirmación (a) se obtiene del Corolario 3.1. • 

Este resultado nos permite caracterizar el espectro de T(t) . 

Corolario 3.3 Si X es un espacio de Hilbert, entonces 

u(T(t)) \ {O} = {e'':-'•= A+ }fk E u(A), para algún k E Z, 

o sup[IR(A.,A)fl = oo}, t > O. 
kEZ 

Demostración. Caracterizar los elementos e" que pertenecen al espectro de T(t) 

es equivalente a caracterizar la inclusión 1 E u(S{2ir)), donde S es el semigrupo 

definido por S (u) = .-• f.; •T(;,;u). La afirmación es ahora consecuencia directa del 

corolario precedente apbcado al semigrupo S. • 

El teorema de Gearhart ha sido generalizado por Latushkin y Montgomery

Smith ([16J) a espacios de Banach arbitrarios mediante el concepto de semigrupo 

de evolución en espacios de funciones. A continuación presentamos algunos de estos 

resultados. 

Sea T(-) un semigrupo fuertemente continuo con generador infinitesimaJ A en el 

espacio de Banach X. Sea F cualquiera de los espacios V{[O, 2irj; X) , 1 ~ p < 
Se define S(t) en F por 

[S(t)J j(() = T(t)/([( - t j), ( E [O, 2irj, 
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donde /([~ - t)) representa el valor de f en~ - t, módulo 27r. 

La.aplicación S(-) es un semigrupo fuertemente continuo y ha sido llamado se

migrupo de evolución por Latushkin y Montgomery-Smith. Si denotamos por B su 

generador infinitesimal y Lk representa el operador multiplicación por eikE" , k E 

Z, en F entonces BL, = L,(B - ikl). Se deduce de esto que si ik E CT(B) 

entonces también O E CT(B). Una propiedad fundamental del operador B se establece 

a continuación sin demostración ({16]). 

Lema 3.2 Si 1 E "•p(T(27r)) entonces O E CT4, (B). 

Se deduce de esta propiedad el siguiente resultado. 

Lema 3.3 Las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) 1 E p(T(27r)); 

(b) 1 E p(S(27r)); 

(c) O E p(B). 

Demostración. Para mostrar que (a) ~ (b) observamos que 

S(27r)fü) = T(27r)/ (0, ~E {O, 27r). (3.10) 

Por lo tanto, si 1 E p(T(27r)) el operador de multiplicación en F por (! -T(27r)J-1 

muestra que l E p(S(27r)). La afirmación (b) ~ (c) es consecuencia directa del 

Teorema 3.1. Pare demostrar que (c) ~ (a), supongamos que 1 E CT(T(27r)). Como 

por el lema anterior 1 <f. CT.,(T(27r)) sólo queda la posibilidad que 1 E CT,(T(27r)). 

En este caso, de (3.10) se deduce que 1 E CT, (S(27r)) y, aplicando el Teorema 3.3 

obtenemos que existe ik E CT, (B), k E z. Por la observación previa podemos 

afirmar que O E CT(B), lo que completa la demostración. • 

Estarna en condiciones de establecer el teorema de Latushkin y Montgomery

Smith . En ste enunciado 11 · ll, indica la norma en F . 
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Teorema 3.8 Sea T(·) un semigrupo fuertemente continuo con generador infinite

simal A en un espacio de Banach X. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

{a) 1 E p(T{27r)); 

{b) iZ ~ p( A) y existe una constante C > O tal que 
n n 

11 I: R(ik, A) e;•¡ Xkllp se 11 I: e"1x.11p {3.11) 
k= l k=l 

para todo n E JI! y x, E X, k = 1, . · · , n. 

Demostraci~n. Observemos inicialmente qN; si iZ ~ p(A) y x• E X, las funcio

nes !(€) = L R(ik, A) x• e;•¡ y g(~) = - L x•e;•i satisfacen 
k=I k=I 

S(t)fü) 

n 

L T(t)R(i k, A) x, e"<i-tl 
k= I 

de lo que se deduce Bf = g. 

Para mostrar que (a)=} (b), si 1 E p(T{27r)) entonces del Teorema 3.1 sabemos 

que iZ ~ p(A) y utilizando la implicación {a) =} (c) del lema previo obtenemos 

que B tiene inversa acotada. Si definimos C = 11 B- 1 11 , para las funciones f y g 

consideradas inicialmente se verifica que f = B - 19 y por lo tanto 11/llp S Cllgll,,, 
lo que establece {3.11) . 

Supongamos abara que se verifica {b). Mostremos en primer término que O ~ 

ªª''(B). En efecto, el conjunto formado por las funciones de tipo ges denso en F, 

de lo cual se deduce que el conjunto formado por las funciones de tipo f también 

es denso en F. De {3.11) obtenemos que llB f llv = 11.qllP e: c- 111/llp y, usando la 

densidad de las funciones de tipo f poclemos afirmar que llBullp e: c-1 llullp, para 

todo u E D(B). Una consecuencia inmediata de esta propiedad es que O~ a,p(B). 
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Si suponemo.s que l E a(T(2ir)) = a, (T(27r)) U a •• (T(2ir)) se presentan las 

posibilidades l E u •• (T(2ir)) o l E u, (T(27r)). En el primer caso, por el lema 

previo, O E u •• (B) lo que contradice la observación precedente. En el segundo 

caso, por el Teorema 3.3 existe k E Z tal que i k E u,(A) lo que es cont rario a la 

hipótesis. • 

Para demo.strar el Teorema Espectral para semigrupo.s necesitamos establecer 

las propiedades esencia1es de una técnica general para convertir vectores propios 

aprox.imados en vectores propios, lo que se consigue extendiendo Jos operadores a 

espacios de sucesiones. 

Sea T (t) un semigrupo fuertemente continuo en el espacio de Banach X . De

notaremos por l""(X) el espacio formado por las sucesiones acotadas (x. )0 en X 

dotado con la norma 

ll(x.).,11 = sup llx.11. 
nEN 

Sea t'f(X) el subespacio de l""(X) formado por las sucesiones (x.) ., tal que las 

funciones T(-)x. , n E 1\1, son equicontinuas. Si eo(X ) es el espacio de las sucesiones 

en X que convergen a cero, es fácil verificar que eo(X) ~ fg"(X). Denotaremo.s por 

éjiO(X) el espacio cociente t'f(X)/eo(X) y por ir a la aplicacié!l cociente respectiva. 

La clase de equivalencia ?r(xn)n la representaremos por X. 

g¡ siguiente resultado resume algunas propiedades de esta construcción: 

Proposición 3.3 En las condiciones precedentes: 

(i) t'f(X) es un subespacio cerrado de F(X); 

(ii) El operador T(t) : Fo(X ) --> t'f(X) , T(t)(x.). = (T(t)x.,)., es un semigrupo 

fuertemente continuo c.:on 9enerodor infinitesimal A definido por 

.4(x.,). = (Ax. ). 

en el dominio 

D(A) = ((x.,) ., E t'f(X) : x. E D(A), (Ax.,)., E fg"(X)). 
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(iii) La aplicación T(t): Fo(X) ....¡ Fo(X) inducida en el cociente por T(t) define 

un semigrupo fuertemente continuo cuyo generador infinitesimal A es el ope

rador definido por 

en el dominio 

D(A) = {x E Fo(X) : x = ir(xn)n, (xn)n E D(A)}. 

(iv) u,(Á) <;; u 0 , (A); 

(v) Si T(-) es un semigrupo. uniformemente continuo en (a, oo), a 2 O, 
entonces u0 ,(T(t)) \{O} <;; u,(T(t)), t > O. 

Demostración. Sólo demostraremos las dos últimas propiedades. 

(iv) Observemos inicialmente que si O of x E Fo(X) , para cada O < < < llx ll 

existe una subsucesión (u,J. de (x,,). tal que llu•ll 2 llxll - " En efecto, si no 

fuese así existiría N E !ll tal que llx.11 < llxll - <, para todo n 2 N. En este caso 

y= (x , , x2, .. · , XN-1, O, O, .. ·) Eco(X) y llxll ~ llx-yll = supn~N llxn ll ~ llxll- <, 

lo cual es absurdo. 

Si A E u,(A) existe O of x E D(A) tal que Ax = Ax. Podemos suponer que 

llx ll > 1 y, utilizando la observación precedente, que cada llx.11 2 l. Aplicando las 

definiciones, obtenernos que 7r(Ax,,). = 7r(Ax.) •. Se deduce de esta igualdad 

que Ax. - Ax,, ....¡O, n ....¡ oo, lo cual muestra que A E u0 ,(A). 

(v) Sea O ,,¡, µ E u0 ,(T(t)). Por la Definición 3.1, existe una sucesión (x.). , llx. 11 = 

! , tal que T(t)x. - µx • ....¡O, n ....¡ oo. De la definición de convergencia y procedi

endo inductivamente puede mostrarse que para cada k E N existe N, E !ll tal que 

llT(kl)x. 112 (~) ', para todo n 2 N,. Escogemos k tal que kt > a y definimos 

la sucesión u,, = T (kl)x • . Claramente u E l°"(X) y corno 

llT(h)u. - u.11=11 (T (kl + h) - T(kt)) x,,11 .... O, h....¡ o+, 
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unifonnenmente en n, entonces u E t'g°(X). De la construcción de Un es inmediato 

también que T(t)u,. - µun --> O, n--> oo y que llüll ~ (~)'. Finalmente, 

T(t)ü = 7í(T(t)un)n =µu, lo que completa la demostración. • 

Teor ema 3.9 Si T(t) es un semigrupo uniformemente continuo en (a, oo), a ~ O, 

entonces 

a(T(t)) \ {O} = exp(ta(A)) , t > O. 

Dem ostr ación . Por el Teorema 3.1 de inclusión espectral sólo falta mostrar que 

a(T(t)) \{O} ~ exp(ta(A)) , t > O. 

y por la Proposición 3.1 relativa a las propiedades del espectro puntual aproximado, 

es suficiente veri ficar que 

a,,(T(t)) \{O} ~ exp(ta(A)), t > O. 

Por este motivo, supongamos que O 1' µ E a,,(T (t )). De la propiedad (v) anterior 

deducimos que µ E a,(T(t)). Aplicando el Teorema 3.2 de inclusión espectral del 

espectro puntual al semigrupo T obtenemos que µ E exp(l ,,(A)) y, utilizando la 

propiedad (iv) anterior, concluimos que µE exp(ta,,(A)). • 

Para obtener la igualdad (2.4} no es necesario que se verifique la igualdad espec

tral (2.5). Por ejemplo, es suficiente con la igualdad 

a(T(t)) \{O} = exp(ta(A )), t > O, 

conocida como igualdad espectral débil. Para un estudio sobre esta y otras relaciones 

entre (2.4) y (2.5} mencionarnos a [18,19]. 

A continuación vamos a utilizar estos resultados espectrales para estudiar el 

comportamiento asintótico de las soluciones del problema abstracto de Cauchy. 

La Proposición 2.6 nos permite establecer el siguiente resultado. 

Corolario 3.4 Las si!}uientes condiciones sori equivaleutes: 
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(a) El semigrupo T (·) es uniformemente estable; 

(b) La constante espectral s(A) < O y existe t > O tal que 11'1 < 1 para todo 

µE a0 ,(T(t)). 

Sea T un semigrupo holomorfo uniformemente acotado ([20]) con generador infi

nitesimal A. En este caso existe una constante C >O tal que llAT(t)ll '.5 C/t, t >O. 

Por Jo tanto, T(t)y -+ O, t -+ oo, para todo y E R (A). Se deduce de esto la 

siguiente propiedad. 

Proposición 3.4 Sea T ( ·) un semigrupo holomorfo uniformemente acotado con ge

nerador infinitesimal A. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) O~ a,(A) U a,(A); 

(b) T es fuertemente estable. 

Demostración. Si suponemos que O~ a,(A)Ua,(A) entonces R(A) es denso y de 

la observación precedente se deduce que Tes fuertemente estable. Recíprocamente1 

si se verifica (b) y suponemos que O E a,{A) entonces existe O oF x E D(A) tal que 

Ax= O. Por lo tanto T(t)x = x, para todo t 2: O, lo que contradice la hipótesis. Si 

suponemos que O E a,(A) entonces existe O oF x' E X' tal que x' E R(A)~ . De 

(2.2) se deduce que < T(t)x - x,x' >=O, para todo x E X , lo que nuevamente 

contradice la hipótesis. • 
Consideremos el problema de Cauchy abstracto no homogéneo 

x'(t) = Ax(t) + f(t), x(O) = xo, (3.12) 

donde f es una función localmente integrable. La solución en sentido débil de (3.12) 

se defi ne por 

x(t, xo) = T(t)xo + l T(t - s)f(s) ds. (3.13) 

Proposición 3.5 Sea T (· ) un semigrupo fuertemente estable con generador infini

tesimal A. Si existe y E R (A) tal que /,"" llf(s) - Yll ds < oo entonces la soluci6n 

débil x(t, x0 ) -tu, t-+ oo, para u E D(A) tal que Au = -y. 
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Demostración. De la expresión (3.13) se deduce que 

x(t, xo) = T(t)xo J;T(t-s)Auds + f~T(t-s)(f(s)-y)ds 

T(t)xo T(t)u + u + J;T(t - s) (f (s) -y) ds 

y como T(-) es fuertemente estable es suficiente verificar que el término integral del 

segundo miembro converge a O. Si g(s) = f(s) - y podemos descomponer 

J;r(t-s)g(s)ds = J,°T(t -s)g(s) ds + J:T(t-s)g(s)ds 

T(t - alfo" T (a - s)g(s) ds + J: T(t - s)g(s) ds 

para a 2: O. En esta descomposición, el primer término del segundo miembro con

verge a O ya que T( ·) es fuertemente estable y el segundo término converge a O 

cuando a, t -+ oo por la hipótesis. • 

En los resultados que siguen denotemos por r el conjunto formado por los 

números reales a para los cuales {llR(a + i{J, A)ll : fJ E 11.} es acotado. Sabemos 

que r es no vacío y si T{·) es un semigrupo con generador infinitesimal A definido 

en un espacio de Hilbert, como consecuencia del Corolario 3.2 '>e obtiene la siguiente 

propiedad. 

Corolario 3.5 Sea X un espacio de Hilbert y sea T (- ) un semigrupo fuertemente 

continuo con generador infinitesimal A . Entonces 

wo(T) = inf f . 

Demostración. Sea a E r y sea µ E C, µ = e",.; tal que lµI = e2'ª. Definimos el 

semigrupo S(t) = e_,, T(t). Entonces el generador infinitesimal de S es B = A->.J 

y la resolvente R(ik, B) = R(>, + ik, A). Como Re(>.) =a E r podemos afirmar 

que sup ll R(ik , B)ll < oo y aplicando el Corolario 3.2 obtenemos que 1 E p(S(2ir)). 
•ez 

Por la definición de S esto es equivalente a que µ = e2', p(T(2ir)). Como µ fue 

escogido arbitrariamete se deduce que r,(T(2ir)) :,; 11•1 y por la Proposición 2.2 

obtenemos que e:i"wº :5 e1"'º. En consecuencia Wo :5 0: 1 lo que muestra que wo :5 
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infr. Por otra parte, de la Proposición 2.3(d) se deduce que w0(T) no puede ser 

menor que inf r. • 

Corolario 3.6 Sea X un espacio de Hilbert y sea T(·) un semigrupo fuertemente 

continuo con generador infinitesimal A. Si el operador resolvente de A es uniforme· 

mente acotado en el semiplano p E C : Re(>.) > O} entonces T es uniformemente 

estable. 

Demostración. Por el resultado previo es suficiente mostrar que inf r < O. Sea 

M = sup{llR{>., A)ll : Re(>.) >O}. Específicamente mostraremos que infr .,::; -f¡. 
En efecto, si Re(>.0 ) > O de la descomposición 

>.! - A = (>. - >.o)I + Aol - A 

(Aol - A) 1 (>. - >.o)R(>.o, A) + I) 

y de la serie de Neuman se deduce que >. E p(A) cuando [>. - >.0 / < f¡ y que, en 

este caso, R(>., A)= (1 + (>. - >.0)R(>.0 , AW' R(>.0 , A). Así, si - -/.¡<a< O, fJ E 

IR y escogemos >.0 = a0 + i/3 de modo que a0 > O y fa0 - a/M = 1 - e entonces 

llR(a + i/3, A)ll .,::; M /<, independiente de /3, lo cual muestra que a E r. • 

Retornado a Ja teoría general en espacios de Baoach1 podemos utilizar el Teo

rema 3.8 para obtener una caracterización de estabilidad uniforme. En el resultado 

siguiente mantenemos las notaciones utilizadas en el Teorema 3.8. 

Corolario 3.7 Sea T (·) un semigrupo fuertemente continuo con generador infini

tesimal A en un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) wo(T) <O, 

{b) p E C: Re(>.)?: O}<;; p(A) y para cada>. con Re(>.)?: O existe una constante 

e, > o ta/ que 
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para todo n E N y x, E X, k = 1, · · · , n. 

Demostración. Mostremos inicialmente que (a) ~ (b). Sea .X= a+ i/3, a, f3 E R 

y " 2': O. Entonces por la Proposición 2.3(d) sabemos que .X + ik E p(A) y 

como ie<>+lkl"I 2': 1 entonces e<>+lk)h E p(T(21í)) o, equivalentemente, l E 

p(e- "'T(21r)). Aplicando el Teorema 3.8 al semigrupo S(t) = e-" T(t) cuyo 

generador es A - Al se obtiene (b). 

Recíprocamente, si suponemos que vale {b) , manteniendo las notaciones del 

párrafo anterior, obtenernos que i k E p(A - AJ), k E Z y de (3.14) 

lit, R(ik , A - Al) e''¡ x•\\P ~e, \\t, e" ix{ . 

Volviendo a utilizar el Teorema 3.8 con el semigrupo S(t ) obtenernos que l E 

p(S(21r)) , de lo cual se deduce que e"' E p(T(21í)). Si µ E <C con lµI 2': 1, 

entonces existe A tal que µ = e"' y Re(.X) 2': O. Por la observación precedente 

µ E p(T(21í)) y por lo tanto r,(T(21í)) = e""'(T)» < 1, lo cual muestra que 

wo(T) < O y completa la demostración. • 
El resultado que sigue es una aplicación del concepto de ' ;pectro esencial. Ver

siones más generles se encuentran en [12). 

Teorem a 3 .10 Sea T un semigrupo débilmente estable con generador infinitesi

mal A y sea D un operador lineal compacto. Si el se1n.igrupo S generado por 

A + D es uniformemente estable entonces T tambibi es unifon nemerite estable. 

Demostración. De la solución del problema abstracto de Cauchy no homogéneo se 

deduce que el semigrupo S(-) satisface 

S(t)x = T(t)x + J.' T (t - s) D (s)x ds. 

El operador defi nido por el término integral del segundo miembro de la expresión 

anterior es compacto de modo que aplicando la Proposición 3.2 obtenemos que 

u,., (T(t)) = u..,(S(t)). Escojamos t > O tal que llS(t)ll < L Como u,(T(t)) \;; 
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cr,,.(T(t)) entonces cr(T(t)) ~ cr,(T(t)) U cr,(T(t)) U au,(S(t)). Utilizando los 

Teoremas 3.2 y 3.3 y procediendo como en la demostración de la Proposición 3.4 

obtenemos que si µ = e"' E cr,(T(t)) U a,(T(t)) entonces Re(>.) < O y lµI < l. 
Como a(T(t)) es un conjunto compacto obtenemos que r,(T(t)) < 1, lo que 

muestra que w0 (T) < O y Tes uniformemente estable. • 
4. Aplicaciones 

Presentamos inicialmente una aplicación a la estabilización de sistemas de control 

distribuidos. Los sistemas de contr0l ~ajo consideración serán aquellos que pueden 

se modelados por la ecuación 

x'(t) = Ax(t) + Bu(t), (4.1) 

donde el estado x(t) pertenece a un espacio de Banach de dimensión infinita X, el 

control u(t) pertenece a un espacio cle c0ntroles U, A es el generador infinitesimal 

cle un semigrupo T en X y B : U ....¡ X es un operador lineal continuo. Conside

raremos como controles admisibles a las funciones u(·) localmente integrables en 

sentido de Bocbner y como trayectorias admisibles a las soluciones débiles de (4.1). 

Es decir 

x(t) = T(t)x0 + [ T(t - s)Bu(s) ds 

representará a la trayectoria que se inicia en x0 con función de control u(·). 

Los aspectos generales de la teoría de c0ntrol para este tipo de sistema se en

cuentran en [6J. En este trabajo sólo estudiaremos la estabilizabilidad en sentido 

uniforme. Para resultados generales relativos a estabilizabilidad en sentido fuerte 

en espacios de Hilberl puede consultarse Balakrishnan [2) y Levan y Rigby [l 7J, 

mientras que la relación entre controlrubilidad y estabilizabilidad en sentido débil en 

espacios de Hilbert fue estudiada por Benchimol [4J. 

Definición 4.1 Diremos que el sistema (4-1) es {uniformemente ) estabilizable si 

ex·iste un operador lineal acotado F : X -+ U tal que el semigrnpo generado por 
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A + B F es uniformemente estable. 

En problemas concretos el espacio de controles U es un espacio de dimensión finita 

de modo que el operador B es compacto. El siguiente resultado ([12]), cuya de

mostración es consecuencia directa del Teorema 3.10, extiende un resultado previo 

de Gibson [BJ y establece que para sistemas distribuidos la estabilización es difícil 

de conseguir. 

Teorema 4.1 Sea T un semigrupo débilmente estable y no uniformemente estable 

con generador infinitesimal A. Si U es un espacio de dimensi6n finita entonces el 

sistema {4-1} no es estabilizable. 

No obstante lo anterior, introduciendo el concepto de controlabilidad aprox:imada 

puede mostrarse que la mayoría de los sistemas concretos son estabilizables. Para 

resultados de este tipo asi como numerosas referencias sobre el tema ver [13J. 

Como segunda aplicación consideremos las ecuaciones diferenciales funcionales 

con retardo r > O. Estas ecuaciones son estudiadas en el espacio de las funciones 

continuas C := C([-r,OJ;C"). Se introduce la notación x, [- r,OJ -> C" para 

representar la función definida por x, (O) := x(t + O). Nuesti u objetivo es estudiar 

la estabilidad asintótica de las ecuaciones que se representan en la forma 

x'(t) = L(x, ) + f (t) 

donde L : C -> C" es una aplicación lineal continua. 

Consideremos inicialmente el problema homogéneo 

x '(t ) L(x,) , t 2: O, 

Xo cp, 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

cuya solución la denotaremos por x(· , cp). Se define el operador V(t) : C -> 

denominado operador de solución, por V(t)cp := x,(·,cp). 

En consideración a los resultados de la sección 3 es suficiente establecer las propiedades 

espectrales del operador V (t) . 

El sigui nte resultado se encuentra en Hale jIOJ, Hale-Lunel [llJ. 
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Teorema 4.2 En las condiciones precedentes: 

(a) La aplicación V e.s un semigrupo fuertemente continuo en G cuyo generador 

infinitesimal Av es el operador definido por 

Av<p:= <p' 

en el dominio D(Av) ={<pE C :<p' EC, <p'(O)=L(<p)) . 

{b) El semigrupo V(t ) es compacto para t 2: r y diferenciable para t > r. 

(c) El espectro de Av coincide con su espectro puntual y A E CT(Av) si, y solamente 

si, dett.(A) = O, donde t.(A) es la matriz 

Lí(A) =AJ - L(e;o !). 

( d ) Si A E cr(Av) entonces el espacio de vectores propios generalizados 

M;(Av ) := u¡:;1K er(AJ - A v )' 

tiene dimensión finita, el ascendente de AJ - A v es finito ( = k) y 

C = Ker(AJ-Av)• 9l "R.(AI - A v )'. 

(e) Para todo 'YE R el conjunto {A E<T(Av): R e(A) 2'.'Y} es finito. 

Els decir, el semigrupo V(·) es uniformemente continuo, el espectro esencial de Av 

y V(t ) es vacío y la estabilidad asint0tica del sistema depende unicamente de los 

valores propios de A v. Lo anterior no 0curre si (4.2) es una ecuación con retardo no 

acotado ([14)) ni tampoco para ecuaciones diferenciales parciales con retardo {[13, 

25) ). 

Como tercera aplicación observemos que para implementar métodos numéricos 

en el problema de Cauchy abstracto es necesario considerar una sucesión (Tn )n 

de semigrupos fuertemente continuos, usualmente provenientes de esquemas de disM 

cretización 1 que aproximan un semigrupo T . En este caso es muy importante conocer 

si los semigrupos 1;1 son uniformemente estables y si Ja propiedad de estabilidad es 
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independiente den, es deci.r1 si los semigrupos Tn verifican una desigualdad expo

nencial !ITn(t)ll :5 M e- 0 1, para todo t !". O y para ciertas constantes M y cr > O 

independientes den. Recientemente B. Z. Guo (9) ha mostrado que el Corolario 3.2 

puede extenderse para familias de semigrupos. Para demostrar este resultado es

table1.carnos un resultado previo que generaliza la Proposición 2.6. 

Teorema 4.3 Sean T;(·}, j E J, semigrupos fuertemente continuos en un espacio 

de Banacl1 X. Si se verifican las siguientes condiciones: 

(a) Existen M !". 1 y w > O tal que 

11'.Ii(t}!I :5 Mew• , t !".O, j E ./; 

(b) Existen 1 :5 p < oo y C > O tal que 

[ " llT;(t}x!IP dt :5 C•!lx !I', x E X, j E J. 

Entonces existen constantes K !". 1 y cr > O tal que llT;{t)ll :5 K e- 0 ', para todo 

t !".O y j E J . 

Demostración. Procediendo como en la demostración de la Proposición 2.6 se 

verifica en primer término que los semigrupos T;(t) son acotados en norma uni

formemente en j E .J. Utilizando esta propiedad se verifica que ex.iste t0 > O tal 

que !IT,(to) ll :5 1/2 para todo j E J . Una estimación estandard con semigrupos 

muestra la afirmación. • 
Si T (·) es un semigrupo íuerlemente continuo con generador infinitesimal A 1 por 

la Proposición 2.3 sabemos que R(o +ir, .4)x , para o > w0(T} , es la transformada 

de Laplace de T(t)x, x E X. En el caso que X sea un espacio de Hilbert podernos 

relacionar la transformada de Laplace con la transformada de Fourier para obtener 

1 llR(o + ir, A)xll2 dr = 211" [ e- '"'llT(t)xll'dt, 

para todo x E X . 

(4.5} 
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Teorema 4.4 Sea X un espacio de Hilbert y sea T;(·), j E J, una familia de semi

grupos , con generador infinitesimal Ai . Si existen constantes M ~ 1, w >O tal 

que 

(4.6) 

entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) Existen constantes K 2: 1, a> O tal que l/T;(t)I/ 5 Ke-•', para todo 

t 2: O y todo j E J. 

(b) El semiplano (.X E C: Re(.X) 2: O} <;; p(A;) y C = sup(llR(.X,A;)I/ : 

Re(>.) 2: 0, j E J} < oo. 

Demostración. Sea w0 el infirno de las constantes w para las cuales se verifica 

(4.6). Supongamos que w0 2: O. Entonces, para w0 < w < u, de la ecuación de las 

resolventes se deduce que 

R(w0 +ir, A;) = R(u + iT, A;)+ (u - wo)R(wo +ir, A;) R(u +ir, A;) . 

De esta expresión obtenemos la est imación 

l/R (wo +ir, A;)xll 5 (1 + C(u - wo)) l/R(u + iT, A;)xl/. 

Como por el Corolario 3.2 cada semigrupo T;(-) es uniformemente estable, usando 

(4.5), para cada j E J , podemos afirmar que 

{"° e-""°'l/T;(t)xl/2 dt ~ f "° l/ R(w0 +ir, A;)xl/' dr 
Ío 2n } _00 

5 ~ (1 + C(u - wo)) 2 ["° l/R(u +ir, A;)xl/' dr 
271" } _ oo 

(1 + C(u - wo))2 J.00 
e- 2•'1/T;(t)xJl2 dt 

5 (1 + C(u - wo))' J.00 e-2•'M'e""' llxll' dt 

l 2 M 2 2 
2 (1 + C(u - wo)) ~llxll . 

Uti lizando ahora el Teorema. 4.3 se deduce que existen constantes K C. 1, a > O tal 
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que e-""'' llT¡(t)ll ~ Ke-•', para todo t;::: O y todo j E J. Como esto es contrario 

a Ja definición de Wo obtenemos que w0 < O. • 
De manera similar a lo que efectuamos para eJ Teorema de Gearhart, las condi

ciones de acotamiento (b) en el Teorema anterior pueden sustituirse por acotamiento 

de la resolvente, en este caso uniformemente en j E J , en líneas verticales ([9Jl. 

En la sección 3 hemos justificado la importancia de estudiar semigrupos unifor

memente continuos considerando que este tipo de semigrupos representan muchas 

situaciones concretas. Otra clase de semigrupos que surgen frecuentemente en aplica

ciones son los sernigrupos positivos. Como no disponemos de espacio para presentar 

resultados generales respecto de esta clase de semigrupos, nos limitaremos a estudiar 

como aplicación de los resultados previos un par de casos especiales. En estos casos, 

(n, µ) es un espacio de medida positiva. Los resultados estan basados en la siguiente 

propiedad de la transformada de Laplace ([5Jl. 

Lema 4.1 Sea T(·) un sernigrupo fuertemente continuo positivo eri V'(n), 

J ~ p < con genemdor infinitesimal A. Entonces s(A) = sup(A E IR : A E 

u(A)) y 

R(A, A)J = [º e-"'T(t)f dt, 

donde la integral converge absolutamente, para todo f E V'(n) y A E C, Re(A) > 
s(A). 

Observamos también que para mostrar la igualdad (2.4) para semigrupos positivos 

es suñciente verificar que si s(A) < O entonces w0(T) < O. En efecto, si para 

un semigrupo positivo T con generador infinitesimal A se tuviera s(A) < w0(T) 

entonces escogiendo A tal que s(A) < A < wo(T) y definiendo el semigrupo 

S(t) = e- "'T(t) , t ;::: O, cuyo generador infinitesimal es B = A - Al tendríamos 

s( B) = (A) - A< O y w0(S) = w0 (T) - A > O. 

Teorema 4 .5 Sen T(·) un semigrupo fuertemente continuo positivo en U'(r!) , p = 

1, 2, con generador infinitesimal A. Entonces s(A) = w0 (T) . 
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Demostración. Supongamos que s(A) <O. En el caso p = 1, por el lema previo 

f0
00 T (t)f dt existe como integral impr0pia absolutamente convergente para todo 

f E L'(O). En consecuencia f0
00 llT(t)/11 dt < oo para todo f E L' (O) y de la 

Proposición 2.6 se deduce que w0 (T) < ©. 

En el caso p = 2, si s (A) < " < O y f3 E IR volvemos a utilizar el lema previo 

y obtenemos que 

R(z, A)J = /,
00 e-"T(t)f dt , 

donde z = " + if3. Como T es un semigrupo positivo puede verificarse fácilmente 

que 

ll R(z, A)Jll 5 llR(a, A) lllJI, J E L'(O) . 

Por lo tanto llR(z , A) ll '.5 llR(a, A)ll lo que por el Corolario 3.5 muestra que wo(T) < 
~ . 

El resultado anterior se mantiene para 1 ::; p < oo. Una demostración se encuen

tra en [24]. 
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