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R esumen 

Se considera un algoritmo usado por los Babilonios para resolver un prob
lema geométrico con la ayuda de la teoría de sistemas dinámicos discretos. 
El problema consiste en encontrar un cuadrado con área igual al área de wi 

rectángulo dado. Se brindan algunas ideas básicas de la teoría de sistemas 
dinámicos discretos y con su ayuda se generalizan tanto el algoritmo como el 
problema geométrico. 

1 Introducción 

Los Babilonios vivieron en Mesopotamia hacia finales del siglo IV A.C. Desarrollaron 

una forma abstracta de escritura basada en símbolos cuneiformes, los cuales fueron 

escritos en tablas de arcilla mojadas cocidas al sol. Aproximadamente unas t rescien

tas tablas se relacionan con la matemática y unas d.oscientas de estas representan 

tablas de multiplicar, de recíprocos, de cuadrados, cubos, raíces cuadradas, raíces 

cúbicas, etc. Muchas de sus tablas matemáticas son resultado de combinaciones de 

pesos y medidas, las cuales eran necesarias para su vida diaria. Los Babilonios fueron 
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pioneros en el sistema de medición del t iempo; introdujeron el sistema sexagesimal, 

el cual sigue vigente en la actualidad. El sistema de numeración babilónico tuvo 

una gran desventaja debido a la carencia del número cero. Los Babilonios usaban 
la formula ab = (a+ bl2; ª2 - b2 para multiplicar. La división fue un arduo proceso para 

ellos pues no tenían un algoritmo completo, en su lugar se basaron en el hecho de 

que ~ = ab- 1 , por lo que les fue necesario tener una tabla de recíprocos y dado que 

su notación numérica es en base 60, la tabla consta de los reciprocas del 2 hasta 

el 58. Esta tabla tiene a lgunos espacio~ vacios, por ejemplo no hay reciproco de 7, 

11, 13, 14, 17, etc. La razón es que si se quiere calcular ~ en la base sexagesimal 

se obtiene la sucesión 8, 34, 17,8, 34,17,. Es decir es una repetición infinita de 

tres números1 la cual origina lo que se llama una órbita periódica de período tres 

de cierto sistema dinámico. A continuación se plantea un problema que de manera 

natural permite introducir conceptos básicos de la teoría de sistemas dinámicos. 

2 Problema 

Los Babilonios usaban un método interesante de extracción de raíces cuadradas. Su 

método lo p~demos estudiar geométricamente al analizar el problema de encontrar 
un cuadrado con á rea igual a l área de un rectángulo dado. Este problema puede 

ser resuelto mediante un proceso que contiene una sucesión· de rectángulos con área 

igual al á rea del rectángulo inicial. El proceso consiste en: 

A partir del rectángulo inicial se construye un nuevo rectángulo con las siguientes 

características 

1) La longitud de su base es el promedio de las longitudes del rectángulo inicial. 

2) Su altura es el cociente del á rea del rectángulo inicial y la longitud de la base. 

Si este rectángulo no es un cuadrado, se procede a construi r otro rectángulo siguiendo 

los pasos l y 2 tomando como rectángulo inicial, el previamente obtenido. 

El proceso anterior da origen a las siguientes preguntas: 

a) ¡,Las sucesión de rectángulos convergerá a un cuadrado? 

b) En caso de convergencia, ¿la longitud del cuadrado será igual a la raíz cuadrada 

del á rea del rectángulo inicial? 
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c) ¿Para que reclánl'i\ll©s es ciert© esto? 

El proceso ainteri0rmente cdescrit01 ¡¡iuede ser puesto en térnün0s matemáticos 

como sigue: 

Sean x0 y Yo las ¡¡fomensi0nes @el rectángulo inicial y sea A = x0 y0 su-área. En 

cada paso, el rectángul0 0IDtenifil0 tiene como dimensiones: 

Xn + Yn 
Xn+ L = --2-

>. 
Yn+l = - 

Xn+ 1 

Sustituyend© la ecNa.ción (2.2) en (2.1) se obtiene que 

1 >. 
Xn+l = 2Xn + 2Xn 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Jo cual genera un sistema diiNáimoico discreto. La teoría de sistemas dinámicos es 

muy extensa} a contim1aci6Fl se brinda una breve introducción cde esta teoría que 

facilita la solución del )DF©IDlema así como la respuesta a las )Dregmntas de interés 

mencionadas anteri©rmente. 

3 Sistemas Dinámicos Discretos 

La evolución temporail ©e m1 sistema está descrita por las iteraeior.J.es de una sola 

función / , donde f : X --+ X clefi.nicla en cierto conjunto X qNe Feci11De el nombre de 

espacio fase. Un sistema doir1áimico cl>iscreto es definido por el l'"'' (X, f). 
Si el sistema se encuent ra en estad© inicial x0 1 su evolucién temJ!l0ral corresponde 

a la sucesión { x01 x 1, :z;21 . .. } tarnbién llamada órbita de x0 la cual se obtiene recur

sivamente: 

Xk+I = f(Xk) k = Ü, J, 2, . 

es decir X¡ = f(x,), x, = f(x1) = f(f(x,)), etc. 

Para un sistema cli•máimico cla~o ~or Xk+1 = f(xk) con f : X --+ X se dice que 

,P E X es un punto fije clel sistema si f ( ,P) = ,P. Por lo que la orbit a de ,P esta dada 

por la sucesión constamle { ,P} r'=o· 
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Les puntos fijos se clasifican de acuerdo al c0mportamiento de las órbitas <le 

puntos iniciales cercanos a ellos1 por ejemJillo si 1f; es un punto fijo de Xk+ • = f (xk), 

se dice que ..Pes un punto fijo aitractor si lf'(..P) I <l. 

Si 'ljJ es un punto fijo atractor entonces existe una vecindad abierta (un intervalo 

alDierto) de este punto con la prepiedad de que las órbitas de sus elementos convergen 
a,¡,. 

Sea .,P un punto fijo de f y consideremos el conjunto de puntos 

C(.,P ) = { x E X 1 l'i·m J'(x) = ..P} 
•~oo 

doncle J'(x) representa J(J'- 1(x)). Al intervaln abierto que contenga a C denotaolo 

por C(.,P)º se le llama la cuenca de atracción de .,P (en términos más estrictos se 

defüi:ie a la cuenca de atracción usando coni.jm·i•tos abiertos pero para nuestros ffo;ies 

esto no es necesario). La cuer.ica de atracción de 'ljJ es .el conjunto de condiciones 

(estados) iniciales que convergen al plinto lijo ,P. 

Sea 'l/J un punto fijo de Xn+ 1 = f(xri)) con f una fl!lnción cuya derivada es continua 

y tal que l/'(..P)I < K < l. Usa.ndo el teorema del va,lor medoo, regla de la ca.dena y 

el hecho de que la derivada de fes continua se obtiene qMe: 

Si é > O es suficientemente pequeño y si x está sHficientemente cerca de '1jJ {es 

decir lx - ..PI < 6(,)) entonces 

lx - ..Pl(K - ')" < IJ"(x) - ..PI < (K + ')"lx - ..PI (3.4) 

4 R esultados 

El único punto fijo del sistema 

1 .\ 
Xn+I = J(xn) = ;¡xn + Zxn 

con f: (O,oo) -t (O, oo) es x =Y>.. Como l!'(Y>.)I =O entonces dicho punto fijo 

es atractor. Por lo que en una veciNdad de x = ./>.. se t;.iene que la sucesión { xn} 

converge a ../).. De este hecho se puede concluir que pa:ra rectángulos con longHudes 

de bases cercanas al punto fijo siem¡:Jre se obtiene un cuadrado con longi tud igual a 

la raiz cuadrada del área del rectángulo inicial. 

( 
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El punto fijo x = .,/>. acdemás de ser atractor satisface que IJ'(.,/>.) I = O. A este 

tipo de puntos fijos se les c0noce como superatractores, lo cual significa que las 

órbitas convergen de manera exponencial, ver (3.4). Si se considera una condición 

inicial cercana (menor que un'> O dado) al punto fijo la aproximación cumple que 

lf"(w) - v'\.A)I < <"lx - ..;>.¡ (4.5) 

lo cual da una buena c0ta paira el número de iteraciones. 

Afortunadamente la cuenca de atracción del sistema dinámico consiste del inter

valo (O, oo) por lo curul no es necesario escoger longitudes de base cercanas al punto 

fijo. De hecho cualquier longitud inicial convergerá al cuadrado requerido. 

Dado que el proceso de cuadrar un rectángulo requiere relativamente de pocos 

pasos, dicho proceso es ffiuy rá:Jllido cuando se requiera una precisión determinada. 

Por ejemplo, si se tiene un rectángulo de dirneusiones dos y UNO, y se requiere 

una precisión en milésimas, en teoría solo se necesitan pocas iteracciones. En la 

Figura l se muestra el n1úrnero exacto de iteracciones necesarias en la práctica para 

condiciones iniciales en el intervalo (0,400) con una precisión de 10- '. Nótese que 

este número exacto es la c0ta ideal que difiere de la cota dada por (4.5) . 

j111d0Homclonas 

10 t 

! -

pondldonoslnlclnles 

Figura IJ.. Número de iteraciones para cuadrar rectángulos 
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4.1 G eneralización 

El problema de cuadrar un rectángulo puede ser generalizaclo si se observa que 

el sistema dinámico obtenido surge de aplicar el método de Newton a la función 

f(x) = x2 - >.. Es decir se buscan los ceros de la ecuación x2 - >.=O. El método de 

Newton aplicado a la función f( x ) es un sistema dinámico dado por 

El problema de cuadratura se puede generalizar considerando ahora la función 

!N(x) = xN - >.de la cual obtenemos el sistema dinámico: 

Xn+I = (i -~) Xn + >.xt 

El proceso anterior puede ser descrito geométricamente al querer obtener un 

cuadrado de longitud igual a la raíz N-esima de cierto número1 digamos .\. Se toma 

un rectángulo inicial de altura arbi.traria1 x·0 , entonces la base estará dada por >..x~- 1 . 

A partir de este rectángulo inicial se construye una sucesión de rectángulos con 

la propiedad de que la altura de cada rectángulo sea el promedio N¡;' veces la 

suma de la base y altura del rectángulo anterior y la base esta dada por el cociente 

de ), y N - l veces el volumen del N-lcubo de longitud ia altura del rectángulo 

anterior ( es decir (N-t~x~ - J ). Este sistema dinámico general conserva las mismas 

propiedades que el particular; se tiene un solo punto fijo superatractor cuya cuenca 

de atracción cosiste de todas las posibles condiciones iniciales. Es decir el cuadrado 

requerido siempre se puede obtener con un número pequeño de iteracciones. 

5 Conclusiones 

Los Babilonios tenían procesos prácticos involucrando sistemas dinámicos para re

solver problemas concretos. Se ha mostrado que su proceso de cuadrar un rectángulo 

tiene la propiedad de tener un atractor global, lo que muestra que el proceso siempre 

collverge. También se ha puesto de manifiesto que al aplicar el método de Newton 

se obtuvo una generalización del problema planteado. De hecho, el método de New

ton da origen a numerosos sistemas dinámicos con orden de complej idad basta nte 

( 
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elevado. Se invita al lect0r a aplica:r este método a funciones reales sin raíces y a 

observar el comp0rtamienU0 file sus órbitas. 
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