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ABSTRACT 
El concepto de atractor global se ha convertido en una herramienta 

muy útil para el estudio del comportamiento asintótico de las ecuaciones 
diferenciales autónomas durante las últimas tres décadas. Sin embargo, 
la correspondiente generalización al marco no autónomo ha sido realizada 
muy recientemente. En este t rabajo vamos a describir las ideas básicas que 
han motivado la aparición de este concepto, prestando especial atención a 
la comparación con los resultados clásicos de la teoría de atractores para 
sistemas dinámicos autónomos. En particular, explicaremos cómo puede 
justificarse que el a.tractor pullback (o no autónomo) es una buena genera
lización del concepto análogo del caso autónomo, y resaltaremos algunas de 
sus propiedades. Algunos ejemplos y gráficas ilustrarán nuestro trabajo. 

1 Introducción: m odelos d e sistem as diferenciales 

Es bien conocido que las Matemáticas vienen siendo ut ilizadas como una herra
mienta muy potente en el estudio de múltiples fenómenos naturales que apare
cen en diversas ramas de la Ciencia durante los últimos cientos de años. E n los 
dos últimos siglos, y más concretamente en el último de ellos, hemos asistido a 
un espectacula r desarrollo de uno de los principales campos dentro de las Ma
temáticas para describir el compor tamiento de fenómenos reales: la Teoría de 
los Sistemas Diferenciales. Hoy día, se cuentan por cientos de miles los t raba
jos de investigación sobre este terna, en los cuales se ven también involucrados 
cientos de publicaciones internacionales y miles de investigadores. 
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Supongamos que tenemos un sistema diferencial 

dx(t) dt = F(x(t)), x(t) E IR", t E IR, (1) 

que representa, algunas veces en una forma simplificada, algún fenómeno real. 
La primera cOndición que hemos de asumir es que se verifique unicidad de so
luciones para el sistema (1), pues en caso contrario tendríamos que comenzar a 
pensar si nuestro modelo es sensato o no. Uno de los principales objetivos pa
ra construir un modelo es el poder predecir el comportamiento del fenómeno , 
es decir, confiamos en que con nuestro sistema de ecuaciones sererrios capa
ces de conocer la estructura básica del fenómeno, de manera que podremos 
conocer sobre su dinámica simplemente resolviendo el sistema. Más aún, en 
muchas situaciones no estaremos interesados en el futuro inmediato, sino en 
todo el futuro del sistema. En es te último caso estudiaremos el comporta
miento asintótico del sistema cuando el tiempo t crece hacia +oo. Notemos 
la potencia e interés de esta idea: si el modelo es correcto y si tenemos herra-· 
mientas apropiadas para el análisis asintót ico del sistema, podríamos ir desde 
las Matemáticas hasta el futuro real del fenómeno. 

A título de ejemplo, consideremos el sistema clásico de tipo Lotl<a-Volterra 
para las especies (u, v) 

{ u=u(.X-au-lro) 
v = v(µ.- cv-du) 

(2) 

donde a,b,c,d > O. El par (u(t),v(t)) representa la densidad de dos espe
cies biológicas en un cierto hábi tat. Los términos Au, µv hacen referencia al 
crecimiento positivo (exponencial) de las especies, que es roto por el proceso 
de competición intrínseco entre las mismas especies (términos - au.2 para la 
primera de ellas y - cv2 para Ja segunda) y por la competición entre ambas 
(té rminos - bu.v , - duv respectivamente) . Por lo tanto, la resolución de este 
problema va a proporcionarnos información sobre la dinámica de las dos es
pecies. Por supuesto, este ejemplo podría extenderse para cubrir el caso de 
N especies. El estudio del comportamiento asintótico de este sistema depen
diente de los parámetros introducidos se lleva a cabo para predecir las futuras 
sit uaciones de las especies en competición y, en estos momentos, se puede 
entender casi tota lmente (cf., por ejemplo, Murray [22J). 

Observemos que nos interesamos por la evolución en el t iempo de las so
luciones de nuestro problema. En concreto, nos interesa el comportam iento 
lími te de éstas. El concepto de atractor global se ha convertido en una de 
las herramientas básicas para esta clase de análisis durante las últimas tres 
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décadas. Grosso modo, un atractor es un conjunto compacto hacia el que to
das las soluciones del sistema se aproximan cuando el tiempo se hace grande. 

No obstante, importantes cambios se producen en la dinámica cuando apa· 
recen en las ecuaciones del modelo algunos términos con dependencia explícita 
del tiempo. En efecto, si consideramos por ejemplo 

{ u= u(>. - a(t)u - bv) 
v = v(µ - cv - du) , 

(3) 

con a{t) E Cº(IR), notemos que cuando movemos el tiempo en las soluciones, 
estamos cambiando también la influencia del coeficiente de competición in
trínseco a(t) sobre la especie representada por u, la cual se encuentra también 
acoplada con la otra especie v. Si deseamos utilizar los resultados conocidos so
bre (2) en el estudio de (3), habríamos de considerar una familia de problemas 
como (2) con distintos coeficientes a para cada instante de tiempo, haciendo 
el estudio considerablemente más complejo en algunos casos ( cf. Chepyzhov 
& Vishik [7J o Kloeden & Schmalfuss [15]) . 

En este trabajo describiremos el concepto de atractor no autónomo o pu
llback y algunas de sus propiedades. Trataremos de explicar las razones que 
justifican el que este concepto se haya convertido en una de las herramientas 
básicas para el estudio del comportamiento asintótico de los sistemas dife
renciales no autónomos. Nuestra intención es, al mismo t iempo, motivar y 
explicar las ideas que hacen de este concepto algo sensato comparándolo con 
la teoría clásica de atractores globales que esquematizaremos en la Sección 
2. Matemáticamente, no profundizaremos demasiado, sino que hemos pre
ferido escoger algunos ejemplos simples y algunas ilustraciones para explicar 
las principales ideas. En la Sección 3 introduciremos el concepto de sistema 
dinámico para ecuaciones diferenciales no autónomas. El concepto de atractor 
no autónomo y sus propiedades los describiremos en la Sección 4. Finalmente, 
algunos comentarios y conclusiones se incluyen en la última Sección. 

2 Atractores de sistemas dinámicos 

2.1 El concepto de atractor global 

En muchas situaciones reales suele tener lugar algún tipo de disipación de, 
por ejemplo1 energía, cuando el tiempo pasa. Esto, entre otras cosas, implica 
que el valor de ciertas variables no puede hacerse tan grande como se quiera, 
es decir, no pueden explotar en tiempo finito. En otras palabras, y de forma 
matemática, se puede decir que existe una cota superior para la solución del 



308 Tumás Caraballo, Peter E. Kloedeo, José A. Langa 

sistema, uniformemente en tiempo, para valores grandes de t. El concepto 
matemático de disipación está íntimamente unido al concepto de absorción: 

Definición 1 Se dice que un conjunto acotado B e IR" es absorbente para 
el problema (1) si, dado cualquier otro conjunto acotado D C IR", existe un 
tiempo T(D) (que puede depender del conjunto D) tal que 

x(t;xo) E B, para todo t ::". T(D), y todo xo E D , 

donde x(t¡ xo) denota la solución de {1) que pasa por xo en el instante t =O. 

u, 

. ~--.··. ···.:,,,, 
- -~- -- -

v, 

time T(u) T(>¡;) 

Figura l : Conjunto acotado B e IR que absorbe soluciones del sistema (1) que 
comienzan en uo , vo 

En Ja Figura 1 reprE::!sentamos la idea de la existencia de un conjunto absor
bente. Notemos que si la función x( ·) es continua , podemos obtener aco~ación 

uniforme para todos los instantes t E JR:+ , uniformemente en cada acotado 
de IR:". Además, debemos resaltar Ja importancia de esta propiedad 1 ya que 
confina todo el comportamiento releva nte del sistema a l que tiene lugar dentro 
de un conjunto acotado fijo B, puesto que el t iempo de t ransición hasta T(D ) 
puede considerarse como no muy interesante para el estudio de todo el futuro 
del sistema. De esta form a, los sistemas dis ipat ivos admi ten una simplifica
ción crucial en su comportamiento as intótico. Pero, por otra parte, todavía 
disponemos de poca información sobre la diná mjca del fenómeno, pues dentro 
del conjunto B és ta puede ser todavía bastante irregular e incluso caótica. En 
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efecto1 existen algunos modelos muy simples que muestran una dinámica muy 
rica y compleja (cf. Glendinning [10}), incluyendo comportamientos caóticos, 
es decir 1 una muy sensible dependencia de las condiciones iniciales que hacen 
la predicción del futuro casi imposible. 

Hace ya más de treinta años se introdujo el concepto de atractor global, 
proporcionando algo más de luz a estos problemas. Un atractor global A es 
un conjunto compacto que se encuentra dentro del conjunto absorbente B , 
en general1 mucho más pequeño que B 1 y que describe el comportamiento 
asintótico de las soluciones de una rhanera mucho más precisa. 

Definición 2 Se dice que A e !R:n es el atractor global asociado al sistema 
( 1) si satisface las siguientes condiciones: 

i) A es compacto 

ii) x(t ;A ) = A , para todo t E Ill., donde x(t;A ) = UaeAx(t;a) . 

iii) 
lim dist(x(t; D), A) = O, para todo acotado D e Ill.", 

t~+oo 

donde 'dist' denota la semidistancia de Hausdorfl en !R:n definida para 

C, K e !R:11 
1 como 

dist(C, D) = sup inf le - kl. 
ceckEK 

Nota 3 Observemos que esta semidistctncia se puede definir en un espacio 
métrico (X ,d) de forma análoga, i. e. dist(C, D ) = sup<EC infkeK d(c, k). 

Analicemos brevemente las tres propiedades de la definición de atractor 
global. El apartado i) significa que el atractor es completo, esto es, podemos 
extraer subsucesiones convergentes de cada sucesión en A. Esto es realmente 
fuerte e interesante cuando A es un subconjunto de un espacio de dimensión 
infinita (cf. Temam [27), Hale [12)). La propiedad iii) significa que todo 
el comportamiento asintótico del sistema tiene lugar cerca de A, y no sólo 
dentro de B como en la propiedad de absorción. Finalmente, la propiedad 
ii) es determinante ya que dice que toda la dinámica sobre el atractor A es 
invariante, i.e. A trabaja como un objeto dinámico independiente. 

Todas estas ideas son más comúnmente escritas dentro del marco de los 
s1slemas dinámicos(cf. entre otros, Hale !12), Temam j27], Guckenheimer & 
Holmes 111], Babin & Vishik [2)): 
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Definición 4 Se dice que la aplicaci6n S R x IR:n -+ IR" es un sistema 
dinámico si se satisfacen las siguientes propiedades: 

i) S(t) : IRn -+ IR." es continua para todo t E IR+. 

ii) S(O)x = x 1 para todo x E lR". 

iii) S(t + s)x = S(t)S(s)x, para todos t,s E R+, x E llli" . 

Resulta obvio que si definimos S(t)xo = x(t; xo) 1 entonces Ses un sistema 
dinámico asociado a (1). Notemos que los conceptos de invarianza, absorción 
y atracción se pueden escribir fácilmente en términos del sistema dinámico S. 
A título de ejemplo, la propiedad iii) de la definición de atractor global se 
convierte en 

,.!/'foo dist(S(t)D,A) =O, para todo acotado De llli" y S(t)D = LJ S(t)d. 
dED 

2.2 Estructura del atractor y dinámica en él 

De la definición de atractor global resulta claro que todo el comportamiento 
asintótico del sistema se produce cerca de este conjunto. Pero esta dinámica 
puede llegar a ser extremadamente compleja, incluso totalmente caótica. Así, 
toda la información sobre la estructura geométrica de los atractores llega a ser 
crucial junto con las propiedades de estabilidad e inestabilidad de subconjuntos 
especiales del mismo. 

Consideremos el problema (2) en ausencia de una de las especies, por 
ejemplo, v = O. De esta manera, el modelo para Ja componente u queda 
descrito por la ecuación logística 

(4) 

Observemos que, si fijamos un dato inicial u(O) = uo, la ecuación puede resol~ 
verser de forma explícita y podemos conocer su única solución 

e" 
u(t; uo) = 1 a a ).I ' 

Uo - x + xe 

que está siempre bien definida para valores grandes de t. Así1 cuando ,.\ < O, 
lim1-t+oo u(t¡ u.o) = O, mientras que para >. > O, limH +oo u(t ¡ uo) = >.Ja. 
Notemos que las funciones {O} y {>./a} son soluciones de (4) y determinan el 
comportamiento límite del sistema; además son también invariantes respecto 
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del correspondiente semigrupo S(t)uo = u(t;uo), es decir, S(t)O =O, S(t)~ = *' para todo t E JR.+. Por otra parte, observemos el importante cambio que 
se produce en la dinámica cuando el valor del parámetro ..\ cruza el valor 
>. ::: O. Para valores negativos de ).., el atractor global es el conjunto {O}, y se 
verifica que es globalmente asintóticamente estable¡ para valores positivos de 
,\, {O} pierde su propiedad de estabilidad y es ahora la solución A/a la que 
pasa a ser un conjunto invariante y globalmente asintóticamente estable, con 
lo que el atractor es ahora el intervalo [O, A/ aJ. Esto se suele conocer en la 
literatura corno bifurcación transcrítica (cf. por ejemplo, Glendinning [10]) y 
se encuentra esquematizada en la Figura 2. 

U=A/a 

----------!'·-·········-····················-········ 

Figura '2: Bifurcación transcrítica. en A :::: O. La estabilidad global asintótica 
de la solución nula. es transferida. al punto estacionario {A/ a}. 

En este ejemplo aparecen algunos de los conceptos básicos para el estudio 
de la estructura de los atractores. 

Definición 5 Se dice que el punto zo E IR" es estacionario (o fijo) para la 
ecuaci6n (1) si, para todo t E JR.+ se tiene que 

x(t; zo) = zo . 
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Definición 6 Sea J C n:tn un conj~nto eJ:trictamente invariante para el se
migrupo S asociado al sistema (1). Se dice que J es globalmente atrayente si, 
para todo xo E IR:" se verifica que 

lim dist(S(t)xo, J) = O. 
t-..+oo 

Diremos que es globalmente asint6ticamente estable si es globalmente atrayente 
y estable. 

Nota 7 Resaltemos que todo conjunto acotado y estrictamente invariante ha 
de ser subconjunto del atractor global. Sin embargo, no todo conjunto inva
riante tiene que ser asintóticamente atrayente. En realidad, es posible que el 
atractor contenga subconjuntos no atrayentes¡ es más, puede que incluso con
tenga subconjuntos que repelen (en (4), y para >. > O, es lo que ocurre con 
la solución nula}. Este hecho hace más necesaria la localización de las partes 
estables e inestables del atractor. 

Consideremos ahora el sistema (2) para valores iniciales positivos uo 1 v0 . 

En este caso, la situación es un poco más compleja, y la podemos resumir 
como sigue: 

Los puntos estacionarios son 

(0, 0), (O,µ/c), (>./a, O), - 1- (>.e - bµ , aµ - >.d). 
ac-bd 

Las propiedades de estabilidad de dichos puntos y el comportamiento asintótico 
global de las t rayectorias son bien conocidos (cf. Murray [22] y la Figura 3). 
A este respecto, se verifican: 

i) Para>., µ $ O, (0,0) es el único punto fijo en P = {(u, v) E IR:2 con 
u,v ~ 0} 1 y además es globalmente asintóticamente es ta ble. 

i i) Para >. < O, µ > .O, (O, O) se convierte en inestable y el otro punto fijo en 
P, (O, µfe) es globalmente asintót icamente estable. 

iii ) Para >. > O, µ. .:=:; O, (01 O) se convier te en inestable y el otro punto fijo en 
P, (>. f a, O) es globalmente asintóticamente estable. 

iv) Para >. > O, µ > O, se tienen diversas posibilidades. Supongamos que 
ac - bd > O, entonces: 

• Pa ra ¡>. < µ , (O , O) y (>. / a, O) son ines la bles y (O, µ/e) es g lobal
mente asintóticamente es table. 
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• Para~>. > µ, (0,0) y (0, µ/c) son inestables y (>./a,O) es global
mente asintóticamente estable. 

v) Para 
d>. CA 
-;- < µ < b' (5) 

existe un cuarto punto fijo positivo en P, ~ {Ac - bµ 1 aµ - Ad), que es 
globalmente asintóticamente estable cuando los datos iniciales se toman 
en int(P). 

Por otra parte, de la propiedad de in varianza del a t ractor, éste posee su 
propia dinámica1 es decir, podemos definir con éxito el sistema dinámico sobre 
el atracLor SA : A --+ A. ¿Existirá alguna relación entre S y SA? La respuesta 
es, como cabe esperar, positiva, y sus consecuencias son muy importantes 
yn que en muchos casos podemos simplificar substancialmente el análisis del 
comportamiento asintótico del sistema estudiándolo sólo sobre A . Este hecho 
llegan ser realmente importante cuando, por ejemplo, la dinámica evoluciona 
cm un espacio de dimensión infinita, el marco habitual cuando uno estudia 
ecuaciones en derivadas parciales ( cf. Robinson ¡23} para una extensa, rigurosa 
y a la vez amena discusión sobre este tipo de cuestiones para EDPs). 

(0,J.llc) 

d/b 

_ 1 _ (~-b"aµ A,d) 
ac-bd 

( N'a,O) 

d}J, 

Figura 3: Comportamiento asintótico global del problema (2) dependiente de 
los parámetros A y µ . Para A,µ > O se obtienen tres regiones diferentes para 
este comportamiento; hemos escrito los puntos fijos asintóticamente estables 
en cada una de estas regiones. 
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3 Ecuaciones diferenciales no autónomas 

3.1 El concepto de sistema dinámico 

Antes de comenzar con las definiciones de todos los conceptos propios de las 
situaciones no autónomas1 vamos a describir un ejemplo muy senci llo que nos 
va a servir para motivar el concepto de atractor no autónomo para ecuaciones 
diferenciales no autónomas del tipo 

x(t) = F(t,x(t)). 

Ejemplo: una ecuación difere ncial no autónoma 
Consideremos el siguiente problema 

donde a , xo E !Ii.. 

{ x(t) = -ax(t) + t 
x(s) = xo , 

(6) 

(7) 

Es inmediato resolver dicho problema de valores iniciales y comprobar que 
su única solución viene dada por la expresión 

x (t,s;xo) = (xo + _l_ _ .'..s)e-a(t-.) + .'..t - _I__ 
a 2 o o a 2 (8) 

Podr íamos entonces dar la definición de la genera lización del concepto desiste
ma dinámico. Sin embargo1 en este caso, el semigrupo {S(t)}t>O se convierte 
en un proceso {S(t, s)}t>,, 1 es decir , una familia de operado;es dependien
te de dos parámetros (i;stante in icial s e instante final t ) y definida como 
S(t , s)xo = x(t, s; xo ) (cf. Sell [26]), ya que los valores iniciales del tiempo son 
ahora tan importantes como los finales. Notemos que es to mismo podríamos 
haberlo hecho en el caso autónomo1 y hubiésemos tenido 

S(t , s)xo = S(t - s,O)xo , para todo xo E IR". (9) 

Si ahora hacemos tender t hacia +oo en (8) , la solución1 que existe para 
todo t E R1 se va también hacia +oo¡ es decir , no ex isten conjuntos absorben
tes aco tados para este problema. Así1 a unque la presencia del término -ax(t ) 
proporc iona cierta d isipatividad al sistema, la teoría clásica de atractores no 
proporciona ninguna información de cómo es te hecho influye en el compor
tamiento as intótico del sistema. No obstante, el efec to disipativo puede ser 
observado de alguna manera. En efecto1 si efectuamos la diferencia entre dos 
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soluciones :r(t), y(t) de la ecuación correspondiente a diferentes datos iniciales 
:ro, 110. se verifica que 

y por tanto 

~(x(t) - y(t)) = -a(x(t) - y(t)), 
dt 

x (t) - y(t) = . - • (•- •>(xo - Yo). 

Esto pone de manifiesto quc1 aunque las soluciones se van a +001 en realidad 
crecen juntas en cierto sentido, de manera que limr-++oo j:r(t) - y(t)I ::::: O. 

Volviendo de nuevo a (8), podemos observar el efecto disipativo producido 
por el primer término de la ecuación y la perturbación producida por el término 
no autónomo de (7). Consideremos ahora la familia de conjuntos dependientes 
del tiempo 

{ A(t) = ~t - ~ } 
a o t~O 

Entonces, se verifica fácilmente que 

i) x(t,s; A(s)) = A(t) 

ii) 

lim dist(x(t,s;xo ),A(t)) = O (atracción hacia delante). (10) 
1-++oo 

Podríamos definir entonces un atractor no autónomo como una familia de 
conjuntos que satisfacen las propiedades i) y ii) precedentes. Notemos que, con 
la terminología de los sistemas dinámicos y gracias a (9) 1 en el caso autónomo 
se podría haber definido también el atractor global como un compacto estric
tamente invariante que verificase 

lim dist(S(t ,s)xo,A) = O. 
1-+-00 

Esto, que puede parecer simplemente un truco a primera vista, se convertirá 
en un hecho crucial para la generalización del concepto de atractor para las 
ecuaciones no autónomas. Siguiendo con nuestro ejemplo, observemos que 
también se verifica para nuestra familia {A(t)} que 

lim dist(S(t,s)xo,A(t)) =O. 
8-+-oo 

(11) 

La atracción en ( 11) está definida respecto al instante inicial, con la ventaja 
de que podemos fijar el tiempo final t , de manera que A (t ) es un conjunto 
atrayente fijado de antemano. El punto i) precedente y (11 ) nos van a conducir 
al concepto de atractor global para ecuaciones no autónomas. Merece la pena 
resaltar que (10) y (11) no son equivalentes en general (cf. Cheban et al. IS)). 
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3.2 Atractores no autónomos o "pullback" 

Ahora vamos a introducir el conjunto de definiciones principales de la teoría 
de a tractores para sistemas no autónomos. Aunque escogeremos un marco 
general para ello1 se puede observar que dichos conceptos se corresponden con 
los aparecidos en el ejemplo precedente. 

Sea (H, d) un espacio métrico completo y sea {S(t,s)}t>a. t,s E IR una 
familia de aplicaciones que verifican: -

i) S (t1 s )S(s , T)u = S(t, r)u, para todos r ::; s ~ t, u EH, 

ii ) S(t , r ) es continua en H, para todo r 5 t. 

En general, interpretaremos S(t , r)u como el valor de la solución de un 
sistema no autónomo en el instante t que estaba en u en el instante inicial r. 

D efinic ión 8 Dado el instante t E IR, se dice que K (t ) C H es atrayente en 
el tiempo t si para cada conjunto acotado D C H se verifica que 

r~'.'100 dist(S(t, r)D, K(t) ) = O. 

Una fa milia {K(t)}teJR: es atrayente si I<(t) lo es en tiempo t, para todo t E IR. 

Nota 9 En el concepto anterior se considera un instante de tiempo final fijado 
y se hace mover el instante inicial hacia - oo. Notemos que esto no significa 
que nos es tamos moviendo hacia atrás en el tiempo, sino que consideramos el 
estado del sistema en el instante t que había empezado en instantes iniciales 
T cada vez más lejanos, i.e. T -+ - oo. Esto se suele llamar en la literatura 
atracción desde atrás {del inglés "puliback "}(cf. {17}, {5} y la Figuro 4). 

Definición 10 Dado t E IR, se dice que el conjunto B(t ) C H es absorbente 
e11 el tiempo t si para cada acotado D C H existe un t iempo T == T(t , D) E IR 
tal que 

S(t , r)D e B(t) , para todo T <:; T . 

U11a fam1~lia {B(t)}ceR. se llama absorbente si cada B(t ) es absorbente en tiem
po t E IR. 

Observemos que cada conju nto absorbente en liempo l es atrayente. 
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R 

x(t;p , l 

-:------+-~--~--~-~--~---·x;~¡~~~~;~) 
_____ _____ _¡ K(t¡ 

1, 

Figura 4: Atracción "pullbacknhacia el conj unto K(to) de las trayectorias que 
comienzan en el punto xo en una sucesión de instantes iniciales { Tn} que t iende 
{\ - oo. 

Definición 11 Sea {B(t)}teR una familia de subconjuntos de H . Se dice que 
dicha familia es invariante respecto del proceso S si para todo t E IR se tiene 
quo 

S(t, r)B(r) ~ B(t), para todo r :S t . 

Esta propiedad es una generalización de la propiedad de invarianza clásica 
ele semigrupos (cf. Temam [27]). En la F igura 5 podemos comparar la propie
dad de invarianza para semigrupos S(t) y procesos S(t, s). 

Definición 12 Sea {A(t}}te!R una familia de conjuntos compactos. Se dice 
que e.t el atractor no autónomo o puliback asociado al proceso S si además es 
irwanante, atrae a todos los conjuntos acotados D e H, en todo tiempo t E IR, 
y es manimal en el sentido de que si existe otra familia de conjuntos cerrados 
y ahuyentes de los acotados de H , {C(t)}1eR, entonces A(t) <;; C(t), para todo 
t e IR. 

El resultado general que garantiza la existencia de atractor pullback es una 
generalización del que se conoce para los sistemas dinámicos autónomos (cf. 
Temam (2iJ y Hale [12]}: 
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A( I ,~ 

A(O) 

" '· 
Figura 5: Propiedad de invarianza del atractor pullback A (t). 

T eore ma 13 (Schm alfuss /25/, Crauel et al. {9/} Supongamos que exis te una 
familia de conjuntos compactos y absorbentes para el proceso S. Entonces, 
existe el atractor no autónomo {A(t)}teR asociado a S. 

Nota 14 Toda la teoría de atractores no autónom os puede ser reescrita en 
el marco de los cocicloS: una gen eralización alternativa de la propiedad de 
semigrupo involucra el uso de aplicaciones cocidos {ej. {13/, {14}, [17}1 {5}) . 
Aunque podríamos haber seguido esta notación en el presente trabajo, hemos 
creído más conveniente no hacerlo en una primera aproximación a es ta teoría. 
En cualquier caso, existen situaciones tales como aquellas en fa s que aparecen 
términos no autónomos periódicos, casi periódicos o acotados (ej. Sel/ (26/, 
Chepyzhov fj Vishik (7/, Kloeden fj S tonier {17/) o el caso de las ecuaciones 
diferencia les estocásticas (ej. Amold {1/, Schmalfu.ss {24/, Crauel fJ Flandoli 
{8/) en las que el concepto de sistema dinámico cocido viene a ser el marco 
apropiado para trabajar. 
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4 Algunas pr0piecdacdes del atractor no autól!lomo 

4.1 Atracción desde a trás y hacia d elante (pullbaclc versus for
ward ) 

Observemos que para s1 =j:. s21 S(t,s1)uo y S(t1 s2)uo se corresp0nden con 
trayectorias diferentes del sistema (véase la Figura 4). De esta manera1 la 
propiedad de atracci0n desde atrás ne posee, al menos a primera vista, ninguna 
relación con la atracción usuall hacia delante 

lim di8t(S(t,s)uo,A(t)). 
t-++oo 

En efecto, consideremos las ecuaci0nes 

±1 (t) = -2tx, (t) + 2t2 

:i:2(t) = 2tx2(!) + 2!2, 

las cuales se pueden res0lver de forma explicita y se pueden calcular sus res
pectivos atractores 

A(t) = t - e-•' J.' e'' dr , t >O, 

A(t) = -t +e'' [
00 

e_,, dr, t E IR, 

teniendo el primero la pr.0¡:iiedactl de atracción hacia delante (forwa:r.d) pero no 
desde atrás (pullback) y desde aMás pero no hacia delante el segundo. 

Sin embargo, siempre se puede decir algo más sobre esta relaci0n. Supon
gamos que estamos en las condiciones del Teorema 13, es decir, c:¡ue existe una 
familia de conjuntos c0mpact0s y absorbentes{K{t)}ieR, de manera que tene
mos asegurada la existencia clel atrnctor no autónomo {A(t)},EM que satisface, 
en parlicular, que dacio uo E H, 

,~!':'oo dist(S(t,r)uo ,A(t)) =O. (12) 

Definición 15 Dado uo E H, se llama órbita desde atrás {o pullback} del 
punlo uo en ef instante t E lit al conjunto .Bt(uo) e H definido como 

l'l,(uo) = U S(t, r )uo . 
T$t 
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Así, A(t) está relacionado con el comportamiento asintótico de las órbitas 
de tipo pullback. En [19] se puede encontrar un resultad.o que muestra cómo 
la dinámica sobre el atractor no autónomo {A(t)} 1E• determina este campar~ 
tamiento asintótico de tipo pullback. 

Proposición 16 Supongamos que el proceso S(t 1 s) verifica que existe L >O 
tal que para todos u 11 u.2 E H y t 1 s E IR.1 

d(S(t,s)u¡, S(t, s)u,) ~ exp(L(t - s))d(u1 ,u2). 

Sea uo EH, y consideremos sucesiones de ténninos positivos {en}, {Tn}, con 
En \.i O y Tn+l -Tn /" +oo. Entonces, existe {vn}neN. Vn E A(Tn), para todo 
n EN, {Tn}neN decreciente, tal que, 

Ademas, los 'saltos' entre trayectorias consecutivas sobre el atractor verifican 

(13) 

Hagamos notar que aunque sea en algún sentido débil, este resultado es 
posiblemente el mejor que se pueda probar en una situación general sobre 
la relación existente entre el comportamiento asintótico desde atrás y hacia 
delante. Por otra parte, pone de manifiesto que Ja dinámica sobre el atractor 
no autónomo tiene relación con la misma en todo el espacio de fases. Además, 
bajo algunas cond iciones adicionales, se pueden mostrar algunos resultados 
sobre la relación existente entre la atracción desde atrás y hacia delante ( cf. 
Cheban et al. [5J). En particular, no es difícil deducir la equivalencia entre 
los dos conceptos cuando se conoce la existencia de convergencia uniforme con 
respecto al tiempo inicial, esto es, si se verifica que 

lim supdist(S(t,s)xo,A(t)) =O, para todo x0 E lll:" 
1--+ + <» ae R 

4.2 Semicontinuidad superior de los atractores 

Semicontinuidad superior hacia el atractor global 
Como ya hemos mencionado anteriormente, el concepto de atractor no 

autónomo o pullback presenta importantes diferencias con el de atractor global 
del caso autónomo, tanto en lo que se refiere a la propiedad de invarianza 
como a la de atracción. De modo que uno de los primeros puntos que parece 
necesario anali zar es qué relación existe entre ambos conceptos. 
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Supongamos, por tanto, que tenemos un sistema dinámico determinista S : 
R+ x H ~ H 1 y que lo perturbamos con un término no autónomo dependiente 
de un pequeño parámetro e E (O, eoJ, de manera que obtenemos un sistema 
dinámico no autónomo 

Se: IR+ X IR X H ~ H, 

y tnl que, para todos s E IR1 t E IR+ se tiene que 

S,(t , s)x -> S(t)x cuando'',, O (hl) 

uniforme.mente en conjuntos acotados de H. Entonces, se puede demost rar el 
siguiente resultado (cf. l3J,l4J; véase también 117] para resultados simila res). 

Teorema 17 Supongamos que se verifica la hipótesis {h l } y que para todo 
'E (D,<o] existe un atractor pu/lback A.(t ) e K,(t), donde K.(t ) denota un 
compacto absorbente para Se. 1 y que existe un compacto K e H tal que para 
todo t ER 

Entonces, 

lim dist(K,(t ), K) =O. 
<\,0 

lim dist(A, (t ), A ) =O, para todo t E IR. 
<\,O 

(h2) 

Nota 18 Notemos que las propiedades (hl} y (h2} son sensatas si considera
mos que Sr. es una perturbación de S . Por otra parte, este resultado viene a 
re.forzar el concepto de atractor no autónom o en el sentido de que lo hace apa
recer como una generalización propia del concepto clásico de atractor global, 
es decir, en el límite estamos recuperando los conceptos de la teoría clásica. 

Esquemas numéricos 
Exisle una situación importante en la que el atractor pullback aparece 

como el objeLo natural con el que trabajar . Nos estamos refiriendo a l problema 
de diseño.r un mélodo numérico de aproximación del sistema (6) con tiempo de 
disc.relización variable. En efecto, en este caso la aproximación numérica es un 
sistema dinámico discreto pero no autónomo. Supongamos que deseamos apro
ximo.r el auaclor global de un sistema dinámico continuo usando un esquema 
de disc.reliz.ación con tiempo de discretización variable del t ipo 

(14) 

con proceso discreto asociado SP(n1 h ) : IR.n ~ IR", p > O, n E N, h E ffP = 
{l = (ln)nez con !P :5 In :5 p para todo n E Z}. Entonces, necesitaremos 
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algunos resultados sobre continuidad del atractor no autónomo asociado a 
(14) y el atractor global de la ecuación diferencial (1). Este anál isis ha sido 
ya realizado en !IS) y [16] bajo ciertas condiciones adecuadas. 

Teorema 19 Supongamos que las primeras p + l derivadas de la fun ción F 
del sistema (1) son uniformemente acotadas en IR" y que (1) posee un atractor 
global A. Entonces, existe p• > O tal que para todo O < p < p• existe una /ami· 
/ia de atractores pullback uniformemente acotados {AP( h) , h E H P} asociados 
a S'(n, h) y verificando que 

lim dist(A',A) = O, 
p-+O+ 

Por otra parte, existen también algunos otros resultados que permiten 
aproximar el atractor no autónomo asociado a una ecuación d iferencia l ha
ciendo uso del atractor pullback de ciertos esquemas numéricos (cf. Cheban 
et al. 16)). 

F\mc iones d e Lyapunov . 
Es bien conocido que las funciones de Lyapunov juegan un papel muy 

importante en el estudio de las propiedades de estabi lidad de los sistemas 
dinámicos. Resu ltados inversos asegurando Ja existencia de funciones de Lya
punov que caracterizan un t ipo part icular de es tabilidad , como la es tabilidad 
asintótica uniforme del atractor, son de especial interés tanto desde un punto 
de vista teórico como numérico. En pa rticular, el punto clave en el último Teo
rema enunciado es la existencia de una fun ción de Lyapunov para (1), que es 
utilizada para construir un conjunto abso rbente para los esquemas numéricos 
(cf. 114), 115)). 

4.3 A lgunas cuestiones sobre la estructura d e los atractores 
pullback y los fenóinenos de bifurcación 

4 .3.1 E l concepto de bifurcación e n los s is t e mas no a utó nomos 

Como en el caso au tónomo, una bi furcación puede ser definida como un cambio 
en la estabilidad y la es tructu ra de los conjuntos invariantes del s istema. Esto 
cubre multitud de casos, y la idea ha sido uti lizada para genera li zar algunos de 
los bien conocidos y clásicos ejemplos sobre bifurcación (fenómenos de bifurca
ción en las in mediaciones del origen, bifu rcación de tipo tenedor o 'pitchfork ', 
bifurcación basada en la lineali zación del sistema en las proxim idades del cero, 
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aparición de atractores no triviales desde la solución estacionaria nula , bifur
cación de tipo punto de silla o 'saddle-node', etc y q ue pueden consultarse en 
[20J). 

4.3.2 U na b ifurcnci6n trnnscrít icn no a u t6nom a 

Analizaremos en esta sección una versión no autónoma de (4) que ba sido tam
bién analizada con un término cúbico en los trabajos 13) y 120]). Consideremos 
la. ecuación 

{ x = Ax - a(t)x' 

• (•) = "º· 
con O< a(t ) S A, a(t) --> O cuando t --> + 

(15) 

Haciendo la sustitución y(t ) = x - 1(t )i esta ecuación puede resolverse de 
forma explícita: si por ejemplo xo > O, entonces 

_,, 
x(t , s¡xo) = 1 t . 

e"~xo +J. e>.ra(r) dr 
(16) 

Para>. < O podemos definir el atractor global en el caso autónomo: cuando t 
ti nde a+ todas las soluciones son atraídas hacia el punto estacionario {O}. 
El atractor pullback es, por ta nto, el conjunto {O}, ya que es el límite de (16) 
cuando ., tiende hacia -oo. Por otra parte, cuando >. > O, todas las soluciones 
son no acotadas cuando t -+ oo si se verifica que a(t) -+ O Cua ndo t -+ +oo. 
No obstante, podemos siempre defini r el atractor pullback: en efecto, tomando 
límites cuando s-+ -oo en (16) se obtiene 

e,. 
o;(t; a) = J' ; ( )d , 

-ooeTa'T 'T 
(17) 

y de aquí es fácil comprobar que O,.\(·¡a) es una trayectoria completa de ( 15), 
es decir, z(t,.J¡a.\(s; a)) = a.\(t¡a), para todo t ~s. 

La construcción de a.\(t; a) garantiza que es atrayente. Enlonccs se l iene 

Proposición 20 Para A < O el origen es globalmente asintóticamente esta
ble, mientras que cuando ,\ > O el origen se convierte en asintóticamente 
rne~table y aparece una nueva trayectoria completa a~(t; a) que es localmente 
a.sml6ltcomente estable y viene dada por la expresión ( 17). 

Este resultado lo podemos reformular en términos de atractores (de hecho, 
esta misma ecuación pero con un término cúbico es tratada en este sentido en 
el lrabaJO !JJ): para,\ < O, el atractor no autónomo es s implemente el origen, 
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_, 
~ axis 

Figura 6: Bifurcación transcrítica no autónoma en A = O del problema (15) 
para a(t) = exp(- 0.lt) si t > O y a(t) = 1 si t '.".O. 

mientras que para A> O es el intervalo ¡o,oA(t;a)J (véase la Figura 6 para un 
valor concreto de la fondón a(·)). 

Es interesante observar que si consideramos en este marco una familia de 
problemas no autónomos 

X = >.x - au(l)x2, 

donde para cada a > O, la función a11 (t) es tal que se verifican las condiciones 
del Teorema 17, pero con au(t) -+ a (una constante) uniformemente en con
juntos acotados, es fácil ver que a.\(t; a) -+ ~ para cada t y en el limite 
recobramos el atractor global del problema autónomo 

:i: = >.x - a::c7 . 
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Nota 21 Paro un término cúbico de la forma -a(t)z3 (t) en (15), obten
drlamos una bifurcaci6n de tipo tenedor no autónoma (ej. {!i}} y1 de aquí 
no resulta difícil obtener ejemplos sobre bifurcaciones de tipo Hopf {ej. {20}). 

4.3.3 Sistemas de competición no autónomos de tipo Lotka-Volterra 

Para finalizar 1 retornames de nuevo a nuestro primer modelo para UR sistema 
de competición no autén0m0 de· tipo Lotka-Volterra y1 con un p0co más de 
trabajo, se pueden generalizar también los resultados del caso aut6n0mo al no 
autónomo (d. ¡21) y la Figura 7). Efectivamente, consideremos 

{ 
iJ. =u(>. - a(t)u - lro) 

iJ = v(µ - cv - du) 
u(•)=uo>O 
v(•)=vo>O. 

con a(t) E Cº(IR). Entcmces se verifica el siguiente resultado. 

(18) 

Teorema 22 Supongamos que la función a(t) es decreciente con limt--.-oo a(t) = 
A> O, Ad> be y 1im,__,00 a(t) =O. 

i} Si O< ~A < µ,, entonces par.a todo (uo1 vo} E int(P} se verifica que 

,_!!:n00(1>(t,•;uo,vo),v(t,•;uo,vo)) =(O,~). 

ii) Cuando 
d c o< A>.<µ<¡;>., (19) 

existe una trayectoria completa (U(t}, V(t)), acotada superior e infe
rionnente por constantes positivas {dependientes del tiempo) para cada 
t E R, y tales que par.a todos uo1 vo > O y t E R 

,,'.!':100 lu(t, •; uo, vo) - U(t)\ = O 

.~!':'oo lv(t, •; uo, vo) - V(t)I =O. 

iii) Pinalmente si O<µ,< *A, entonces para todo (uo 1 v0) E in6(P) se tiene 
que 

,_!!:n00(u(t,•;uo,•o),v(t,•;uo,vo)) = (<>(t;a),O). 
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cA/b 
µ 

(0,µJc) 

d)JA 

(a(l;a),O) 

Figura 7: Comportamiento asintót ico global del problema (1 8) dependiente de 
los parámetros ,.\. y µ . Para >.. , µ > O obtenemos tres regiones diferentes para 
este comportamiento; hemos escrito las trayectorias completas globalmente 
asintóticamente atrayentes en cada una de estas regiones. 

5 Conclusiones 

Hemos descr ito el concepto de atractor no autónomo y algunas de sus pro
piedades principales. Desde nuestro punto de vista, podemos afirmar que 
este concepto se convertirá en una de las herramientas bás icas para el estudio 
cualitativo de las propiedades de los sistemas de ecuaciones d iferenciales no 
a utónomas. Notemos que hemos intentado evi tar las mayores dificultades al 
escribir sobre es tos nuevOs conceptos, de modo que las ideas puedan llegar a 
ser accesibles a l mayor número de matemáticos posible. Así, merece la pe· 
na observar que esta teoría se encuent ra actualmente en pleno desarrollo, y 

son cada vez más y más los investigadores que se están interesando por dicha 
teoría 1 en algunas ocasiones, en el marco de Proyectos de Investigación a ni ve l 
internacional. Por tanto, caben esperar muchos resultados en esta línea en el 
futuro inmediato. En concreto, toda la teoría relacionada con los fenómenos de 
bifurcación para sistemas no a utónomos aparecen como problemas desafi antes 
y apenas abordados has ta el momento. 

Agra d ecimie nto. Este t rabajo fue comenzado du ra nte Ja visita que T . 
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