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ABSTRACT 
In this paper we present an introducLory expositkm of 

mathematical models for epidemic spread, from classical models 
based on deterministic differential equations to more recent stochast ic evo
lut.ion models. 

RESUMEN. 
En este trabajo presentamos, a nivel introductorio, algunos modelos 

matemáticos diseilados para descvibir la evolución de epidemias, desde mo
delos clásicos basados en ecuaciones diferenciales hasta modelos estocásticos 
de desarrollo reciente. 

1 Introducción 

Probablemente la mejor mainera de comenzar un trabajo dirigido a presentar 
la modelización matemática de fenómenos epidémicos sea citar a George Bu
chanan, en su discurso 1'Aids to epidemical knowledge '\en la apertura de la 
sesión 1881-82 de la Epidemiological Sociely of London: 

" . .. we want, too, help from mathematics, from chemistry and 
phys ics, from meteorology, botany and zoology.... ... In pr0pose in 
mee ting you at the commencement of our new session to speak of 
one or two ways in which we as epide miologists a re called upon to 
make application of th is wider knowledge ... The first idea tha t must 
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occur to anyone who hears me is the place which among all such 
subjects we shall gratefully assign to mathematical science " (ver 
Buchanan (1881), Dietz (1995)). 

La aplicación de modelos matemáticos al estudio de la dinámica de enfer
medades transmisibles tiene una larga historia y se remonta al menos a Daniel 
Bernou.lli"(ver Bernoulli (1760)). La evaluación de la eficiencia de las estrate
gias de vacunación como posible agente de control de la expansión epidémica 1 

por ejemplo, ha sido un muy fuerte estímulo para el desarrollo de tales mo
delos: un buen modelo matemático que sea capaz de predecir con razonable 
precisión la respuesta de la población afectada a una campaña de vacunación, 
nos brinda una herramienta muy valiosa para decidir si vacunar es la respuesta 
más indicada frente a la propagación de la epidemia o si otras posibles medidas 
de control son más apropiadas. Pero una explicación particularmente clara de 
los objetivos de la Modelización Matemática en Epidemiología (MME1 de aquí 
en adelante) ha sido dada por Denis Mollison : 

" the aim of epidemic modeling is to understand and if possible 
control the spread of disease . To do this, it tries to relate disea
se dynamics at the population level to basic properties of the host 
and pathogen populations and of the infection process." (ver Molli
son(1995)) 

Debe destacarse entonces el doble propósito de la MME: proveer técnicas 
cuant itativas, analíticas, que colaboren a predecir y cont rolar Ja evolución de 
la enfermedad y, por otra parte, ayudar a entender mejor el mecanismo básico 
de transmisión, a comprender "cómo funciona la epidemia " , desde Jos proce
sos bioquímicos más básicos que dan lugar a la infección, a la dinámica global 
de la población en la Que estamos estudiando el desarrollo epidémico (la que 
lla maremos de aquí en adelante 11 poblac ión objet ivo 11 , del inglés "targ et popu
lation") . 

Afortunadamente, más de dos siglos después de trabajos pioneros como el 
de Dan iel Bernoulli , disponemos de muchas excelentes referencias para aprox i
marnos a este fascinante campo de aplicación de la Matemát ica. Li bros cuya 
clasificación por disc ip li na de especialización va desde la Biología Molecular 
hasta la más pura Matemá t. ica1 presentan a diversos nive les y desde d ist intas 
ópticas 1 modelos matemát icos para ayudar a describ ir y entender epidem ias. 
Los ingredientes matemát icos que hacen aparic ión en tan variado men l1 son 
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suficientes para satisfacer al más goloso de los matemáticos: estabilidad de 
sistemas dinámicos1 algoritmos numéricos, modelos probabilísticos basados 
en procesos puntuales o en ecuaciones diíerenciales estocásticas, análisis es
tadístico de series temporales y de datos espaciales, ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales y muchas otras técnicas analíticas que pueden ser em
pleadas para describir la evolución temporal, la formación de determinados 
patrones en la d istribución espacial de la epidemia u otros atractivos y pro
fundos problemas que es necesario comprender y resolver. 

Demos algunos números básicos para saber lo extendida está la ucpide
mia11de interesarse por la modelización matemática en epidemiología. 

Veamos los números que arroja una búsqueda en i\lo.thSciNet, la base de da
tos de la American Mathematical Society para la búsqueda de libros o artículos 
de investigación matemática. Allí pueden encontrarse numerosas referencias a 
literatura en MME, bajo diversas entradas, como por ejemplo 

• 704 trabajos bajo la entrada "epidemic " 

• 343 trabajos bajo la entrada "diseases n 

• 74 t.rabajos bajo la entrada "epidemiology" 

• 86 trabajos bajo la entrada uHlV "(el SIDA es actualmente la epidemia 
de mayor volumen de trabajo a nivel de modelización) 

• 54 Lrabajos por la entrada 11epidemiological " 

• 53 trabajos con código MSC de clasificación primaria o secundaria 
92030 ( el criterio MSC permite clasificar los lemas sobre los que trn· 
la un trabajo y 92030 es el código correspondiente a uEpidcmiología 
~.ilatemática 11 ) 

Estos números son ha rto elocuentes y dicen a las claras que es absoluta
mente imposible pretender ser exhaustivo al presentar tan inmenso campo1 

por lo que optamos por presentar solamente un muy pequeño sector del mis
mo. Por otra parte, dada la naturaleza introductoria de esta exposición, no 
hemos supuesto en el lector un conocimiento matemático previo superior al 
que pueden aportar cursos int roductorios de álculo1 Ecuaciones Diferenciales 
o Teoría de Probabilidades. Lo que exponemos aquí, es, fundamentalmente, 
algunos de los modelos más clásicos y difundidos y por otro lado, de manera 
muy breve1 algunos de los modelos más recientes en los que los autores de este 
texto y otros colaboradores trabajan. Agregamos a est.os dos focos de nuestra 
presentación lo que quizás sea el mejor aporte que podemos brindar a quien 
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desee sumergirse en el atrapante mund0 de la MME: una detallada selección 
bibliográfica, que cubre una ami:>lia gama de enfoques y etapas históricas de 
esta área del conocimient0. 

2 Un primer- y clásico - modelo 

2.1 Presentación del modelo. 

Para una descripción cuantitativa de la ev0lución de una epidemia1 comence
mos por un modelo extremadamente simple. Supongamos que la población 
objetivo puede dividirse en tres clases : aquellos individuos sanos, pero que 
pueden contagiarse {los susceptibles), Mtuellos individuos ya enfermos (los 
infectados) , y aquellos individuos que pm diversas razones no pueden ser 
contagiados aunque fueran expuestos a la infección (los inmunes). Las le
tras X , Y , Z (acompañadas de diversos índices adicionales según la situación 
específica), serán empleadas para representar la cantidad de individuos sus
cept ibles, infectados e inmunes en la población, respectivamente. 

De este modo, llamaremos X (a 1 t) al número de susceptibles de edad a en 
el tiempo t . Análogamente se definen Y (a, t) y Z (a, t). La cantidad total de 
individuos de edad a en el instante t, es N (a, t) = X (a, t) +Y (a, t) + Z (a, t ). 
Un conjunto básico de ecuaciones en derivadas parciales (EDP1 de aquí en 
adelante), que pueden describir la dinámica es ; 

ax ax ai + aa =-(>.(t) + µ(a))X(a,t) 

aY ay 
&t+ aa =Á(t)X(a , t) - (cr (a) + µ(a)+v(a))Y(a , t) 

az az . &t + aa = v (a) Y (a , t ) - µ( a ) Z (a , t) 

Donde µ(a) es la tasa de mortalidad º natu ral 11
1 específica o propia de la 

edad 0 1 per cápita ("natural '1en el sentido de que no es debida a la enfermedad 
en cuestión), v (a) es Ja tasa de recuperación per cápita ; cr (a) es la tasa de 
morlalidad inducida por la enfermedad y >. (t) es la "fuerza "de la infección 
en el t.iempo t , est.o es, la tasa de adquisición per cápita de la infecc ión. 

na interpretación intuit iva de es tas EOP es la siguienle : 
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• El número de susceptibles en un instante t dado, puede ser distinto 
en los distintos grupos etáreos1 por lo que se toma en cuenta la tasa 
de variación respecto a la edad (~). Por otra parte el número de 
susceptibles de una edad dada puede cambiar en el tiempo según una 
tasa(~). El total de estas variaciones se debe a dos causas distintas: 
por muertes "naturales "(en el sentido antes explicitado), que afectan 
a una proporción µ de los susceptibles, 0 1 por otra parte, por infección 
( lo que afecta a una proporción ,.\ de Jos susceptibles). Obsérvese en 
particular que la variación total de los susceptibles es negativa. 

• Los individuos infectados, por su parte, tienen como "ganancia "el aporte 
de aquellos susceptibles que fueron infectados (AX), y como 11pérdida" 
aquellos que mueren (ya sea de muerte "natural ", con tasa µ 1 o por la 
infección, con tasa o), o aquellos que pasan a la clase de los inmunes, 
que lo hacen con una tasa v. 

• Por su parte, los inmunes pueden morir de muerte "natu ra l n, con tasa 
µ o ser engrosados por aquellos infectados que se recuperaron1 con tasa 
11 . ot.emos que esto implica una hipótesis importante: El ind ividuo 
que se recupera de la enfermedad permanece luego inmune . 

Para completar la descripción del s istema1 se necesitan condiciones de bor
de. Usualmente dichas condiciones se dan especificando X (O, t), Y (O, t) y 

Z(O,t)lft, y X(a, O) , Y(a,O) y Z(a,O)\fa. 
Por lo general se asume que todos los individuos nacen susceptibles, esto 

es, Y (O, t) = Z (O, t) = O \lt, y X (O, t) = 8 (t) = tasa de nacimiento de la 
población en el tiempo t. La segunda condición usualmeaie asumida es que 
en t =O, se conocen las distribuciones etáreas de las distintas clases, es decir, 
X(a,O) , Y (a,O) y Z(a, O) \la . 

Veamos ahora algunas variaciones sobre este modelo básico que dan cuenta 
de algunas de las muchas complicaciones que pueden introducirse: 

l. (a) Periodos de late ncia. 

Es muy común añadir un grupo correspondjente a aquellos indi
viduos que si bien están infectados, t.odavia no son "infecciosos" 1 

esto es, todavía no pueden contagiar a ningún susceptible. Si lla
mamos H (a, t) al número de latentes, la ecuación 
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8Y 8Y 
ai+ aa =.A(t)X(a,t)-~a~a)+µ~a)+v(a))Y(a,t) 

es reemplazada ¡:>0r el par cl:e ecuaci0nes : 

8H 8H 
8t + aa =.AX-~"+µ(a))H(a,t) 
8Y 8Y 
8t+ aa =uH-(a+µ+v)Y(a,t), 

donde u es la tasa cle tras¡Ms0 cle 10s individuos de la clase de 
los latentes hacia la cl.e l0s i0n.fectad0s y la duración promedi0 del 
período de latencia es .; (Las ecuaci0nes restantes no cambian). 

(b) Mortalidad natural. 

Buena parte de la l·iterartura tradici0nal en epidemiología 

matemática, t©ma la tasa cle mortrulidad ºnatural u 1 µ(a), como 
una constante µ, inElependiente de la edacl. Esto es, se asume que 
cada individuo recién nacicl0 tiene una f>FOh>abilidad de sobrevivir 
hasta la edad a que decae exp0nencialmente con dicha a, y que no 
depende de la edad que el indivicluo tiene en ese momento, sólo de 
la edad a la cual quiere llegar. Esta hipótesis de supervivencia 
tipo II(en la jerga de los ec0logistas), puede ser aplicable a grandes 
rasgos en algunas poblaciones animales (y ya no tanto en animales 
gregarios que cuidan a 10s viejos y a las ctías, como los elefantes 
y los simios1 por ejemplo); pero es clarament.'e inadecuada para 
el caso de poblaciones humanas, especialmente Para aquellas más 
ºdesar rolladas ". 

Una aprox imación bien distinta la da el 1 por ejemplo, supo
ner que todos sobreviven hasta una cierta edad L, y luego mueren 
(supervivencia t ipo 1). Así pues, para el tipo I, µ.(a) = O si 
a < L 1 y µ (a) = oo si a> L. 

Para el t ipo II, µ(a) = µ(constante)= f. 

(e) Transmisión. 

La "íuerw "de la in íección >., es la tasa de adquisición per cápita 
de la iníección, esto es, >. (t) 6 t representa. la probabilidad de que 
un ind ividuo susceptible dado pueda adqui ri r la iníección en el in-
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tervalo (pequeño) C::.t . A veces ,\ puede deducirse a partir de datos 
epidemiológicos, y si no, pueden buscarse relaciones entre ,\ y el 
número de infectados. Lo más usual es suponer ,\ proporciona l al 
número total de infectados, o sea, ,\ = fJ fo Y(a 1 t)da , donde f3 
es el parámetro de transmisión, en el cual se combinan una mul· 
t itud de factores ambienta les, epidemiológicos, sociales, etc., que 
afectan la tasa de transmisión. fJ es una constante que caracteriza 
a la infección, y no cambiará porque haya programas de vacuna· 
ción, etc. (aunque sí puede ser alterado por cambios en los hábitos 
de higiene, etc. ). Los programas de vacunación, por ejemplo, al 
cambiar }' , cambia rán ..\, pero no a /l Así pues, aunque ,\ es más 
fácil de med ir directamente, no es int rínseco de la enfermedad co-
mo lo es {3. La ecuación ,\ = fJ /0

00 Y(a , t)da presupone que ,\ no 
cambia con la edad, lo cual no siempre es creíble (en muchos ca· 
sos, ,\ es mayor entre los niños y los viejos que entre el resto de 
las edades). Un abordaje más fino de este punto estaría dado por 
,\(a, L) = fo"" {i(a ,a')Y(a',L)da' , donde /J(a,a') es la probabilidad 
de que un infectado de edad a' contagie a un susceptible de edad a. 

2.2 E stática, d inámica t emporal y evolucióD espacial. 

Bn un modelo como el antes expuesto puede estudiarse la estática y la 
dinámica temporal de la epidemia, pero no su evoluc ión espacial. 
Esto es, podemos conocer por ejemplo, para cada instante fijo, cómo es la 
d istribución etárea de las dist intas clases de Ja población. Este punto será 
analizado en detalle en la pr6xima sección. 

Podríamos también averiguar qué ocurre con las distintas clases en la mcdi· 
da que el tiempo transcurre, averiguando en particular si a largo plazo a lguna 
clase desaparece o si coexisten siempre todas. Esto corresponde a estudiar la 
dinámica temporal de la epidemia, trabajo que para este modelo no es muy 
complejo, pero que no presentaremos aquí en detalle por brevedad. El lector 
interesado puede encontrar en detalle tal t ipo de análisis, por ejemplo, en los 
libros de Anderson and May ( 1982, 1991 ), Capasso (1993) o lsham and Medley 
(1996). 

Finalmente un análisis más fino de la información requeri rá considerar 
también la ubicación geográfica de los distintos individuos de la población 
objetivo e intentar analizar en qué direcciones Ja epidemia se propaga , qué lu· 
gnres son los más seguros para intentar a islarse de la e\'olución epidémica, etc. 
Los aspectos espaciales, geográficos, no están en absoluto contemplados en el 
modelo anterior. in embargo, variaciones de este modelo permiten a bordar 

r 
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el punt0 sin excesivas complicaci0nes técnicas. En la última sección de este 
trabajo veremos modelos much0 más generales y especialmente adaptados a 
la descripción espacial de la ev0lución epidémica. 

Pasaremos ahora a analizar en may0r <detalle la estática del modelo básico 
antes visto. 

3 Estática del modelo básico. 

La idea aquí es comenzar a analizar (!}Ué sucecle cuando fijamos t, y obser~ 

vamos cómo se comportan las tres clases en función de la edad a. Fijado t 1 

entonces X , Y, Z solamente depenclerán de a, y para simplificar escribiremos 
X(a), Y(a), Z(a). 

Suelen realizarse además habituarlmente otras dos suposiciones {las cuales 
rara vez son explicitadas) ; 

• La primera es que los nacimient0s y las muertes están exactamente ba~ 
lanceados, de modo que la JD01laci0n t©tal permanece constante en un 
cierto valor N. 

• La segunda, es que despreciam0s la mortalidad asociada a la infección 1 

esto es, asumiremos que o (a)= O Va. 

Así pues, la primera suposición 1 sup0niendo una tasa de natalidad B, nos 
lleva a 

B = J µ.(a)N(a)da, 

esto es 1 para cada edad a, µ(a) N(a) n0s da la tasa de mortalidad "natural/', 
y si "sumamos"(integramos) sobre todas las edades, nos dará la tasa total de 
mortalidad, que es igual a la de natalidad, por la suposición de balance entre 
nacimientos y muertes. Puede mostrarse que, tanto paraµ del tipo I como del 
tipo 11 1 tenemos que B = lf 1 siendo L la esperanza o expectativa de vida. 

Teniendo todo esto en cuenta, el modelo original de nuestras tres BDP, 
queda : 

dX = - (,\ + µ(a)) X(a) 
da 

~~ = ,\X - (v + µ(a)) Y(a) 
dZ 
- = vY - µ (a )Z(a) 
da 
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Si sumamos las tres cuaciones, tendremos 

dN da = - µ (a)N(a). 

Las condiciones de borde son 

X(O) = N(O) , Y(O) = Z(O) =O, 

donde N(O) = 8 es la tasa neta de nacimientos, esto es1 el número de indivi· 
d uos de edad O. 

Como es sabido, si llamamos 

exp( - J.º µ(u)du) = l(a) , 

tendremos que 
N(a) = N(O)l(a) 

y que 
N(a) 

l(a) = N(o¡· 

Esto úl timo permite as ignar un significado a l{a) : l(a) representa la pro
bab il idad de sobrevivir has ta la edad a, y recibe el nombre de fu nc i6 n d e 
s upervivencia. 

Por otra parte, de la ecuación ~ = - (,\+µ(a)) X(a) con un poco de 
cálculo se deduce q ue 

X(a) = X(O) exp( - [µ (u) du) exp(-,\a), 

y como X(O) = (O) , tenemos que 

X(a) = (O)exp(- J." µ(u )du)exp(-,\a) = (O)l(a)exp( - ,\a) 

= N(a) exp(-,\a). 

Obsén que el cociente ~~:~ = exp(-,\a) = x(a) , es la proporción de 

In población de edad a que es susceptible. 

Partiendo ahora de la cuación dY = ,\X - (11 + µ (a)) Y(a) , con un poco 
da 

más de cálculo, JI gamos a que 

re_ 
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Y(a) = ,\N(O)l(a) (exp(-va) - exp(-,\a)). 
,\-v 

De modo similar, de la ecuación f == vY - µ(a)Z(a), obtenemos 

Z(a) = N(O)l(a) ¡1- (,\exp(-~a2: vexp(-,\a))l · 

De esta forma, hemos visto que, una vez postulado un modelo de evolución 
epidémica (en términos de un sistema de EDP, en nuestro caso), podemos 1 me
diante la resolución de varias ecuaciones cliferenciales ordinarias, obtener una 
descripión bastante precisa de la distribución etárea de las distintas clases. 
Esto incluso se produce en contextos más generales, donde se recurre a mode
los más sofisticados , aunque puedan ser bastante más trabajosos los cálculos a 
reaLizar. El punto crucial desde el punte de vista de las aplicaciones es si éstas 
distribuciones etáreas previstas p0r el modelo se condicen razonablemente con 
las observadas empíricamente en la población. El análisis de información epi
demiológica empírica a los efectos de validar o refutar un determinado modelo 
es un tema típico de la Estadística Epidemiológica, campo tau desafiante e 
interesante como el del modelado mismo y sobre el que no abundaremos aquí , 
remi t iendo al lector a , por ejemplo, Becker (1989) . 

3.1 La tasa básica reproductiva (R,,). 

Pensemos ahora un caso particularmente interesante de epidemias, las 
parasitosis, enfermedades que se contagian por la vía de un parásito que se 
instala en un cierto huésped (pasarndo eventualmente por huéspedes interme
diarios, como ocurre en la Hidatidosis, que en sus diversas etapas de evolución 
afecta a ovejas , perros y humanos). En una parasitosis, la tasa básica re
product iva, Ro, es, en términos informales e intuitivos el número promedio 
de descendientes "exi tosos "(capaces de sobrevivir en su huésped y continuar 
propagando la paras itosis) que el parásito es intrínsecamente capaz de pro
ducir . Claramente, para que la especie del parásito no se extinga, debe ser 
Ro > 1, de manera de ser capaz de establecerse él mismo y luego invadir, una 
población de huéspedes. 

Más precisamente, para un microparásito, Ro se define como el número 
promedio de infecciones secundarias que se producen cuando uu individuo in
fectado es int roducido en una población de huéspedes susceptibles. Cuando 
un microparásito tal es introducido en una población de susceptibles, la pro
porción de susceptibles en la población decrece. Eventualmente se alcanza un 
es tado de equilibrio, en donde la tasa a la cual los susceptibles son infectad.os, 
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resulta balanceada por la tasa a la cual aparecen nuevos susceptibles sanos 
(usualmente por nacimientos, inmigración o también, en algunos casos, por 
pérd ida de inmunidad). En d icho estado de equilibrio, cada infección, prome
dialmente producirá una sola infección secundaria. Esto es, en el estado de 
equilibrio, la tasa reproductiva efect iva, R ( igual a la tasa básica, Ro 1 mul
t iplicada por el factor x· 1 donde x· es la fracción susceptible de la población 
total) debe ser igual a uno. Así pues, (para microparásiLos) la condición de 
equilibrio R = J 1 vincula a Ro con x·, la fracción de la población total que es 
susceptible en dicho estado de equilibrio por la expresión 

llox' = l. 

Esta ecuación es muy importante por sus aplicaciones : Ro es una can
t idad diffcil de medir d irectamente, mientras que x · en cambio, puede me
dirse experimentalmente a partir de datos provenientes de a nálisis de sangre, 
etc., permitiendo estimar pues Ro. Por desgracia, la ecuación Roxº = 1, 
presupone la hipótesis llamada de mix ing homogén eo débil , en la cual se 
asume que la tasa a la cual a.parecen nuevos casos, es directamente propor
cional al número total de susceptibles en el instante t1 o sea, proporcional a 
X1ot (l) = fo X{a, t )da . En contraste, la hipótesis de mixing homogéneo 
fue r te1 requiere que la tasa de infección dependa taoto del número total de 
susceptibles, como del número total de infectados1 esto es1 proporcional a 
f3Xtot Y'tot• siendo Ytot = J; Y(a, t)da. Naturalmente, también son posibles 
otras hipótesis más complejas sobre cómo se produce el proceso de contacto 
en la población y por lo tanto, sobre qué t ipo de expresión analítica relaciona 
a la Lasa de infección con las características poblacionales básicas. 

A los efectos de ejemplificar , asumamos aquí el marco de mixing homogéneo 
débil y veamos qué tipo ele est imaciones de Ro podemos obtener. Nuevamente, 
consideraremos la sit uación para un t iempo fijo t y por lo tanto omitiremos el 
argumento t en todas las fórmu las siguientes. 

Recordemos que x' = (~) donde N101 =fo (a)da. 
101 cq 

Es interesante deducir la relación analítica ent.re ~ (que caracteriza a la 
iníección de un modo fundamental, pero que usualmente no puede ser medido 
di rectamenLe), y A (que es una. cantidad derivada, dependiente del número de 
iníectados, pero que puede medirse directamente), según sean las suposiciones 
que hagamos sobr la lasa de mortalidad "natural ., , µ(a). 

Para superviv ncia de tipo 1, como l{a) = xp(- J; µ (s))ds, tenemos que 
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l(a) = J si a < L , y l(a) = O si a > L; entonces, de N(a) = N(O)l(a), 
tenernos que N(a) = N(O) hasta a = L y N(a) = O de L en adelante, en
tonces N,0 , = N(O).L. Sustituyendo X(a) = N(O)l(a)exp(->.a) en X,0 , = 
f0

00 X(a)da, tendremos Xtot = N(O)(t-;xp(->.L)), entonces, para supervivencia 
del tipo!, 

l4J = N,0 , = >.L . 
X,0 , 1-exp(->.L) 

Usualmente >..L >> 1 (al menos en ausencia de inmunización), con lo cual 

Ro"'>.L 

es una buena aproximación. 

Para supervivencia del t ip0 11, l(a} = exp(- J; µ(s)ds) , conµ constante, 
µ = J;; queda /(a)= exp(-:1:), con lo cual N(a) = N(O)exp(-l';) y entonces 

N1, 1 = J0
00 N (O)exp(-l;)da = ~. X(a) = N(O)exp(-j;)exp(->.a) y por lo 

tanto X 101 = J0
00 N(O) exp(-(>.. + µ)a)da = W· En este caso entonces, 

14J = (N'º') = >. + µ = 1+~=1 +>.L. 
Xtot eq µ µ 

Así, la estimación de Ro basada en la hipótesis de supervivencia de tipo JI , es 
típ icamente mayor en una unidad que la estimación basada en la hipótesis de 
supervi vencia de t ipo I. 

3.2 Edad promedio a l infectarse. 

Supongamos que, mediante estudios sanguíneos u otro tipo de estudios clínicos 1 

podemos estimar empíricamente el númer0 de susceptibles de edad a1 X(a). 
De esos suscept ibles , la cantidad que adquiri rá la infección entre la edad a y 
a+ da (esto es, "a la edad a u) 1 es AX(a)da. La edad promedio a la cual se 
adquiere la infección (o sea el promedio de la edad a la cual se pasa de Ja clase 
X a In clase Y )1 será pues 

J0
00 a>.X(a)da 

A = J0
00 >.X(a)da · 

Si asumimos la hipótesis de supervivencia de tipo I, tenemos 

_ ~ (J - (1 + .\L)exp( - >.L)) 
A - >. 1 - exp( - >.L) ' 
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y si AL >> 1, podremos aproximar 

1 
A e.:¡;· 

Si asumimos la hipótesis de supervivencia Lipo ll, se obi..iene que 

A =-1-. 
>. + ¡., 

En Ja medida que µ sea pequeño frente a >. , A =:!! 1 sigue siendo una buena 
aproximación. 

Ahora bien, muchas veces lo que la información disponible brinda1 son las 
proporciones de susceptibles para cada edad, x(a). Promediando la incidencia 
de la infección sobre las fracciones de susceptibles para cada edad, podemos 
definir 

• fo a,\x(a)da 
A = f:;' ,\x(a)da · 

Para supervivencia tipo 11 A y A coinciden1 puesto que todos los individuos 
sobr viven basta la edad L. Para supervivencia del tipo JI , como x(a) = 

~ = exp(-Ao}i sustituyendo en la ecuación A = : ::(~~>:aª, tendremos 

. 1 
A =); 

(nótese que lo que se acaba de obtener es una igualdad y no una aproximación) 
y tendremos entonces que si µes pequeño frente a >. aunque A y A no coincidan 
exactamente, son valores muy próximos entre sí. 

Ahora bien1 ¿qué sucede cuando >. es en realidad >.(a), depende de la 
edad ? (lo cual es lo más frecuente). Podemos seguir integrando la ecuación 

'!f. = -(,\+µ(a)) X(a), con lo cual la ecuación x(a) = ~ = exp(- ,\a) 

cambiará por z(a) = exp (- J0ª >.(s)ds). i sustituimos esto en el numerador 

d A = ~~~~, quedará 

;i _ f:;' a,\( a) exp (- J; ,\(s)ds) da 
- fo ,\(a)x(a)da ' 

e integrando por parles el numerador (o= v, >.(a)exp(- J; ..\(s)ds) = u'), 
s te queda igua.1 a 

- 0 1!,m exp(J;ª,\(s)d•) +J. exp ( - { ,\(•)ds) =J. exp ( - { ,\(s)ds) 
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( EJ.Ue el límite que aquí interviene sea cero, puede justificarse intuitivamente 
pensando que A crece con la eclad, c0n 10 cual la integral será divergente, y el 
denominador crecerá más rápicl.0 EJ.Ue el numerador.) 

De lo anterior , tendremos 

A "" f0
00 :z:(a)da _ _..!_ 

- f0
00 ,\(a):z:(a)da - (,\) 

donde{.\) es el valor medio de ,.\(a) , promediado en función de x(a). 

3.3 Parámetro de transmisión ({3 ). 

Más formalmente , la fuerza Ele la infección 1 >. , está relacionada con el parámetro 
subyacente fJ, el cua1 "captura " la eti<:>l0gía o comportamiento del proceso de 
infección. Dicha relación viene ciada, en el caso más simple (esto es para el 
caso en que se supone >. linealmente pr0porcional al número total de indivi
duos infectados), por la ecuación A = /3 J0

00 Y(a1 t)da , la cual ( para t fijo, 
nuevamente), queda 

>. = /3 ¡00 Y(a)da = /3Ytot.· 

A partir de la expresión explícita para Y(a), 

Y(a) = >.N(O)l(a) (exp; ~:) - exp(-,\a)) ' 

podremos calcu lar el número total de infectados, Ytot. una vez que se especi
fique la función de supervivencia l(a). 

Para supervivencia del t ipo II, l(a) = exp (- µa), y la integración de 
Y(a) = >.N(O)l{a !Cup!=.~ª) - cxp( - >.a.)) sobre todas las edades, nos da 

µANtot 
Y,,, = (v + µ) (,\ + µ) 

{hemos ut ilizado aqu í la ecuación Ntot = !!..fJ!l, para sustituir N(O) por µNto t)· 
Como ).. = /3Y10 1 tendremos que 

>. = µ((,,~·:·) - !) . 
i compararnos con la ecuación Ro = 1 + ~ {para supervivencia tipo II) , 

tendremos una relac ión explícita entre 17.o Y Jf 
11.o = ~. 

(v + µ ) 
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como de esto surge que >. = µ. ( ~ - l ), podemos concluir que como para que 
la infección se mantenga presente en la población debe ser >. > 01 la condición 
para que la infección persista debería ser 

Ro > l. 

Para supervivencia del tipo I, la integración de Y(o) nos da 

~ _ (N'") [i vexp(-AL)- Aexp (-vL) l 
101 - ~ - 11- >. . 

Notemos que, si pensára mos en epidemias a escala humana (ident ificando, co
ma una aproximación muy grasera1 [, con la expectativa de vida al nacer), 
mientras Les del orden de varias décadas, ~ (duración de la infección), usual
mente est.á en el orden de algunos días, o semanas, por lo que el término 
exp (-11L) es muy peque1i.o y puc>rle despreciarse (excepto para aquellas infec
ciones de período muy larga). Como aproximación adicional, podemos despre
ciar A en comparación con 11 (pues Í es típicamente de unos pocos años, como 
mucho). i sustit uímos la ecuación ). ;;:: fJY¡01 en expresión recién obtenida 
pa ra Y10, 1 podremos expresar >. en términos de fj , obteniendo: 

AL {JN10, 

1 -exp (-AL) E!!--. 

Comparando con la ecuación Ro= l -cx~t-XL) = ~1 para supervivencia del 
t ipo 1, t.endremos 

Ro e! {JN,., . 

" 
4 Algunos modelos estocásticos más recientes. 

En esta sección intentaremos introducir al lector muy brevemente en lo que es 
el trabajo act.ual de investigación del grupo del cual los autores forman parte, 
trabajos condensados en la obra colectiva compilada por Perera (2001). Estos 
modelos son modelos estocásticos, es decir modelos en los que se introducen 
técnicas probabilísticas y estadísticas. Una excelente, breve y clásica referen
cia sobre t..ales t.ipos de modelos es el libro de Bartlet.l ( 1970) . 

Veamos aquí muy sucintamente y de manera simplificada cómo son los 
modelos que est.udinmos. 

Si A es una región del espacio o región geográfica E donde transcurre la 
epidemia., llamaremos µ 1.(A ) a la incidencia de la epidemia en Ja región A en 
el instante t , esto es, la proporción de habitantes de A que están infectados 
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en ese instante. Supondremos que µt(A) es una variable aleatoria y modelare
mos probabilísticamente su dinámica. Los modelos más clásicos de evolución 
espacio- temporal describen epidemias que avanzan gradualmente, suavemente, 
al irse contagiando poco a poco los vecinos de los individuos infectados. Esta 
no es en absoluto la situación de algunas epidemias actuales como el SIDA, en 
que un turista que se infecta durante sus vacaciones puede luego transmitir la 
in fección a su Jugar de origen, por más lejano que éste sea. En Jos trabajos 
de nuestro grupo consideramos modelos donde tales contagios remotos se pro
ducen de manera a leatoria dando a lugar a modelos bastante complejos. La 
ecuación de base de nuestros modelos es 

µ1+1(A) = f IT1(A;x)µ1(dx) le 
donde n, es un núcleo de transición de probabi lidades (aleatorio , a diferencia 
de los modelos llamados markovianos) y cuya interpretación es que n,(A; x) 
representa la probabilidad de que un individuo infectado ubicado en el instan
te t en el punto x contag ie la epidemia a algún individuo de la región A en el 
instante t + l. 

Los tecnicismos seguramente no serán de interés de l lector, por Jo que nos 
concentraremos en exponer a lgunos problemas que sabemos resolver en este 
contexto actualmente, bajo distintas hipótesis técnicas que el lector hallará 
detalladas en el trabajo colectivo referido: 

• Ajustar, a parti r de información empír ica, el núcleo n que describe la 
evolución epidémica. 

• Est imar el foco de la epidemia (donde se or iginó la misma) 

• Determinar áreas de segur idad 1 es decir lugares donde es muy poco pro
bable que la epidemia se presente en el fu t uro cercano. 

Como siempre ocurre en la Ciencia, son muchísimos más los problemas que 
aún no sabemos resolver. Ojalá este texto haya servido como invitación para 
compartir con el lector la aventura de descubrir su solución. 
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