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Oscilaciones no Lineales *
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Resumen.

Este trabajo describe las evoluciones que ha experimen-
tado el estudio geométrico de la teorfa de oscilaciones dada
por ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden.

0 Esta dividido en tres etapas (Métodos Cuantitativos li-
neales, Métodos Cualitatives no lineales y Métodos de la
teorfa de Sistemas Dindmicos). Se presentan los resultados
mas relevantes de cada etiapa, se exhiben los problemas ac-
tuales y las contribuciones nacionales al tema.

Dedico este trabajo a mis amigos de la Kissmy, para quienes el caos de la vida
es mas que teoremas, ... y tienen razén.

*Este trabajo ha sido financiado por la Direccién de Investigacién de la Universidad de Santiago de
Chile. Proyecto 04-90-3BG
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46 CUBO 8 J. Billeke G.

1 Métodos Cuantitativos

1.1

Para ilustrar la probl ica que abord

santes.

veamos dos €] fisicos intere-

Ejemplo 1. Consideremos una masa m unida por resortes a dos paredes fijas, como

lo indica la figura 1.
E%m
0

La ley del movimiento de Newton, "El producto de la masa de un punto material
por su aceleracidn es igual a la suma de las fuerzas que actuan sobre él", se
trad en términos icos como:

&z dz

22 bw-eZ 4 H

e et

donde —bz es la fuerza de restauracién, —a‘;—f es la resistencia del medio (roce en
general) y H es la resultante'de las fuerzas exteriores. La solucién z = z(t), de
esta ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, mide el desplazamiento en el
tiempo de la masa m de su punto de equilibrio 0.

Ejemplo 2. Consideremos en la figura 2 un circuito eléctrico clasico.

Donde R es la resistencia, C' un condensador de capacitancia C' y L una bobina de
inductancia L.

En un instante determinado el condensador tendra un cierto voltaje entre sus
terminales. En ausencia de inductancia, en el circuito se establece una corriente
hasta que los dos terminales del condensador esten al mismo potencial. La presencia
de una inductancia altera la situacién pues se generan oscilaciones eléctricas, cuya
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expresién estd dada por la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

v
oSy +RC 2 +v=H()

donde H(t) corresponde a fuerzas i 1 éti La ién v =
v(t), de esta ecuacién, mide un voltaje generado por la diferencia de porgncla.l
eléctrico en el condensador.

1.2

En general una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden tiene expresién
(standard)

@ +f(2) z +g(z) = h(t) o= % 5 = % (1)

y sin perder genemlxdad supongamos £,g;h de clase C* (para estar holgadamente

, bajo h is de y unicidad). Las soluci seran funci diferen-
- ciables que de alguna forma q describir. Los p pasos en el estudio

de estas ecuaciones estan hgadas al estudio del cﬂlculo diferencial con Newton,
Leibnitz, Euler, etc.

1.3
. Consideremos la ecuacién (1) en su forma lineal
| z +az +bz = h(t) a,b€ R,h(t) €C° (2)

sabemos de la teorfa clésica que (2) es equivalente al sistema matricial:

X=PX + H(t) donde X(t) = [ ; ] ; y=z (3)

o R e Y

Las soluciones de (3) estén dada analiticamente por X (t) = Y"[lo+f(i Y H(s)ds]
donde Y/(t) es solucién de Y= —Y P, es decir, Y () = exp(—Pt).

Ademas, si a = a(t), b = b(t) entonces, P = P(t) y Y(t) es solucién de ).‘f=
Y P(t). Luego para este tipo de ecuaciones las soluciones se obtienen en forma
explicita.
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1.4
Consid ahora la 6n (1) en forma conservativa y no forzante, es decir,

f(z) = 0 (no hay roce, no hay disipacién de energia para un sistema mecénico)
y h(#) = 0 (no hay término forzante, no hay fuerzas exteriores). En este caso (1)
tiene la forma:

T +g(z) =0 (4)

o en forma equivalente

z=y
)

V= —g(=z)

La energfa potencial del sistema esta dada por G(z) = f:g(u)du , ¥ la energfa
total es U(z,y) = Energfa Cinética + Energfa Potencial = 13? + G(z), la cual se
mantiene constante a lo largo de las érbitas del campo, es decir, ‘% =0.

Los estados de equilibrio genéricos de este sistema sélo son puntos de tipo silla
o de tipo centro (no hay atractores ni repulsores). En el caso centro, la érbita per-
iédica de energia ug, como lo indica la figura 3, tiene periodo T"'= 2/: 72(‘:—0(:),
es decir, el periodo depende de la energia. Esto no ocurre por ejemplo en el ca-
so0 g(z) = z (oscilador harménico lineal) cuyas soluciones periédicas tienen todas
periodo 27.

ulx,y)=U,

Un ejemplo de estos sistemas son los llamados centros elipticos, cuyas ecuaciones
son z —z*"~! = 0. Aquf las drbitas periédicas estan contenidas en las curvas de
nivel de la funcién energfa z°" 4 ny® = r*" y tienen periodo

T=4\/ﬁ/ul i z\/g%

Més detalles sobre estos centros elfpticos desarrollados por Liapunov en [Li] se
pueden ver en [La] y en [B =S —S];, (B =S = S],.

Combinando centros lineales y elfpticos tenemos la ecuacién de Duffing (1918),
z —z 4 2% = 0 cuyo retrato de fase estd dado en la figura 4.
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Aquf las 6rbitas del sistema estén contenidas en las curvas de nivel de la funcién
energfa U(z,y) = % — 5 + 2.

1.5
Una i6n interesante di a principios de siglo y que introduce métodos
litativos es la del péndulo simple (figura 5)
@o g
@ + Tamrb =k (5)

Las soluciones de esta ecuacién diferencial no pueden expresarse mediante una
bi finita de funci elementales.

Siz=¢,y= "—g el retrato de fase es como en la figura 6.
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2 Meétodos Cualitativos
2.1

En 1922 en el Magasin de Filosoffa de Dublin aparecié un articulo de un joven
ingeniero de apellido Van der Pol. En él se estudiaba un circuito eléctrico con
un tubo de vacfo. Si z es la intensidad de la corriente, Van der Pol observé que
la resi: era negativa para z pequeiio (el sistema emite energia) y que la
resistencia era positiva para z grande (el sistema absorve energia). Razonando
como en el ejemplo 2, se obtiene la ecuacién

Z4p@® -1)z+2=0, pu>0 (6)

4 equivalente el sistema

z=y- % -z)
(6)
fr—
Para este sistema el origen es un punto de equilibrio estable repulsor del sistema.
Por diferentes métodos (algunos muy reci ) se ha d do la exi

unicidad e hiperbolicidad de un ciclo lfmite. La ubicacién de éste es como en la
figura 7.

y=p5-2)

2.2

En 1928 conociendo los trabajos de Van der Pol y de A. Liapunov el fisico francés
A. Liénard publica en la revista general de electricidad de Francia su estudio "sobre
oscilaciones entretenidas". Liénard aborda el andlisis de la ecuacién:

z+f(z) 2 +9(z) =0, [y g diferenciables. @)
Haciendo F(z) = [5 f(u)duy G(z) = J5 9(u)du, entonces el cambio de variable

y =2 +F(z), la ecuacién (7) se transforma en el sistema

z=y - F(z)
(7)

v=—g(z)
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Liénard introduce las sigui hipétesi: étri

Hipétesis para existencia de ciclos limites;

i) f(z) es funcién par y g(z) es funcién impar
ii) zg(z) > 0Vz € Ryf(0) <0

iii) F(z) — oo siz — *oo

Hipétesis de unicidad de ciclo limite;

iv) F(z) tiene un cero simple en z = a y es monétona creciente Yz > a.
X

La idea fundamental aquf es el estudio de la funcién "energia total”

e =L e

Como du = F(z)dy se tiene que [ F(z)dy tomada a lo largo de las érbitas del
sistema es la "energia disipada” por este.

Sobre ecuaciones de Liénard se han escrito cientos de trabajos desde los afios
30 a la fecha. Son famosos los trabajos de: Dulac, Andronov, Bautin, Pontryagin,
Levinson, Smith, Sansone, Conti, Massera, etc., etc.. La escuela China ha hecho un
aporte significativo en este tema (ver por ejemplo [Ye], [Wu], [Zh], etc). Un trabajo
reciente y muy interesante es de Coppel [Co], mejorado por Roussarie, Dumortier
[R-D]. Este método de existencia y unicidad de ciclos limites se puede aplicar a
ciclos que contienen en su interior més de una singularidad.

2.3
Entre los afios 1947 y 1952 los matematicos ingleses M. Cartwright y J. Littlewood
estudiaron el sistema de segundo orden forzado
@ +uf(z) z +9(z) = ph(t) ®
u > 0 no necesariamente pequeno. "
Bajo hipétesis geométricas, que no implican paridad de f o g, se tiene que el
sistema
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z=y - w(F(z) - H(t), H(t) = [;h(s)ds o
V= —g(z)

tiene un atractor global. Es decir si ¢¢(to, (2o, yo)) denota el flujo del sistema (8'),
ellos demostraron que existe 2 C R? compacto tal que para toda condicién inicial
(o, (z0, yo)) existe un tiempo T = T'(to, (20, yo)) con,

@ulto, (z0,00)) €2, V2T

En rigor ellos prueban que {2 puede tomarse como {|z| < R, |y| < R(1+ p)} donde
R es una constante positiva que no depende de p.

Como corolario se puede obtener que bajo las hipétesis del Teorema la ecuacién
de Liénard asociada tiene al menos un ciclo Ifmite.

Ellos prueban también que si H(t) es periédica de periodo 7, entonces existe
una solucién de (8') de perfodo 7 y contenida en 2.

Detalles sobre las hipdtesis y otras ibuci se en sus trabajos
[C-L], [Ca] o en el libro de Lefschetz [Le].

2.4
Pocos afios antes (1942-44) Levinson y Smith estudiaron la ecuacién

z +f(2,2) z +g(z) = 0 (también con h(t)) (9)
y con hipétesis muy fuertes, ellos prueban resultados similares a los de Cartwright
y Littlewood, es decir, existencia de atractores globales y la periodicidad de H(t)

implica la existencia de soluciones periédicas de (9). Sus trabajos [Lev], [L-S] son
muy interesantes desde el punto de vista de las aplicaciones.

2.5
En 1951 el matemético japones Shimizu estudié la ecuacién
z +g(z) = psen(wt) (10)

1 pequeiio y g(z) impar. Si consideramos (10) sin término forzante, los perfodos
de las oscilaciones estdn dadas por

SR £ — sen?(6)
T® = 7’5/0 sen(6) = Gleen(@) ©

donde z = £sen(8). Se tiene T'(§) — 0 si € — +00 y T(£) crece mon6tonamente

aTy= 7r® cuando & — 0.

A
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Entonces:
a) Dado Ty, 0 < Ty < T existe una tinica solucién periédica de perfodo T de
z +g(z) = 0.
b) Dado 7, 0<T1 <Tp y w= T Si p es suficientemente pequeiio existe
solucién periédica de (10) la cual tiene perfodo T}.
En [Sh] Shimizu obtiene otros resultados del mismo tipo.

2.6

En 1956 el matematico soviético R. E. Gomory [Go] estudi6 el problema de las
oscilaciones no lineales y su relacién con puntos singulares en el infinito. Gomory

considera el siguiente sistema:
C:E= Xi(z,y) + Hi(t) ()
Y= Xa(z,y) + Ha(t)
donde X; son polinomios de grado n y H;(t) funciones continuas T-periédicas.
Sea X (z, y) el campo de vectores en la esfera de Poincaré, 52, que es la extensién
analitica al infinito del campo de vectores X (z,y) = (Xi(z,y), X2(z,y)). Sean p;
las singularidades de X en el ecuador S* de S? (es decir, p; son las singularidades

de X en el infinito).
Si las singularidades satisfacen

a) son simples, es decir, detDX(pj) #0,
b) la suma de sus indices es distinto de uno,
c) no existen dos puntos sillas consecutivos.

Entonces el sistema (11) tiene soluciones 7-periddicas.

2.7

En este orden de problemas, es decir, sobre existencia de soluciones periédicas,
existen una gran variedad de resultados, el siguiente es muy interesante desde el
punto de vista de las aplicaciones. Sea

z +f(z)  +9(z) = h(t) (12)

Sy \
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3 Métodos de Sistemas Dindmicos

3.1
Para exponer en forma simple las ideas que a continuacién presentaremos, sea
z=(z,y) € R t € Ry consideremos la ecuacién diferencial

2= (1) (13)

donde f es de clase C'! y T-periédica en t.
Esta ecuacién puede escribirse como un campo de vectores (auténomo)

z= f(z,6)
{ i i

donde z € R? 0 € S}, S} denota al circulo de largo T, R/T'Z. Sea (¢:)cen €l flujo
de (14), este induce un difeomorfismo P del plano X' = {8 = 6} en si mismo. Esta
transformacién se llama de Retorno o transformacién de Poincaré, y es z — P(z) =

or(2).

P(z) R'x S},
Z={0=0)
Si bi 6y por 6; ob una aplicacién P conjugada a P, es decir
Py =h"'o Poh, donde h es un difeomorfismo del plano 8 = 6 en el plano 8 = 6;.
El imiento de la dindmica de P(z) equivale al conocimiento de la dindmica

de (14) (es decir de (13)). Por ejemplo si zg es un punto fijo de P(z), entonces (14)
tiene una érbita periddica de periodo T. Si P%(z) = z entonces (14) tiene una
érbita periédica de perfodo ¢T' (subarménica). Si P(2) tiene un circulo invariante
en X entonces (14) tiene un toro invariante, etc. Luego para estudiar el flujo
podemos estudiar la dindmica de P : £ — X' a tiempo discreto.

En analogfa con los campos de vectores, el eje imaginario pasa a ser el circulo
unidad y el espectro de la ecuacién linealizada en un punto de equilibrio pasa a ser
el espectro de la derivada del difeomorfismo en el punto fijo.

Sea z € X, punto fijo de P. Si el espectro de DP(z) esté fuera del circulo
unitario, es decir, para todo valor propio 4 de DP(z), |u| # 1, decimos que z
es punto fijo hiperbélico. En este caso P es linealizable en una vecindad de z
([P-dM],[Wig]), es decir, existe homeomorfismo local h que conjuga P con DP(z),
lo que significa

P(z) = h™' 0 DP(z) o h(z)

a2 A
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La dindmica local de P(z) en una vecindad de z es conocida debido a la exis-
tencia de variedades locales estable (W*(z0)) e inestable (W*(z)). La dinédmica
local es como en la figura 11.

W*(z)

) W(z)

Figura 11.

Wi(z)={z€ X : P"(z) = 2%, n— +x}
Wh(x)={z€X : P"(z) > 2, n— —x)
Un acabado estudio de esta situacién se encuentra en el libro de J. Palis y W.
de Mello [P-dM].
Si existen valores propios 1 de DP(z) con |u| = 1, decimos que el punto fijo
z es un punto fijo eliptico y en este caso no existe teorema de linealizacién. La
situacién se torna muy compleja dependiendo de cuantos valores propios estén en
el cfrculo unicidad y en que parte de él se encuentran (por ejemplo si son o no raices

de la unidad, si el angulo es racional o irracional, etc). Un ejemplo interesante es
el siguiente:

3.2

En 1947 N. McLachlan [Mc], estudié la sigui i6n, llamad i6n de
Mathieu

T 4wl + ews(%)z =0 (15)
Este es un caso particular de la ecuacién de Hill
Z 4w(t)?x =0 (w es T-periédica) (16)
que interviene como ecuacién de variacién en el estudio de la estabilidad de 6rbitas

periddicas en la teoria de la Luna. Es la ién de los "pequen i ¥
de la ecuacién no linealizada

z +w(t)*sen(z) = 0 (17)

Los campos de vectores correspondi a estas i en R? x S} tiene
divergencia nula, lo que implica que sus flujos conservan volumen, es decir, P
conserva las dreas (detP = 1). La linealidad de (15) y (16) implican la linealidad
de P.

Si € = 0 en (15), la aplicacién P definida sobre el plano 8, = 0, es

e )
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25 s 0 1)[z])_[ ecos(Tw) Lsen(Tw)][=

SRR B | i v
donde y =z.

Si w # ZF el espectro de P en el origen es un par de valores propios distintos,
imaginarios conjugados en el cfrculo unidad.

Si una aplicacién lineal @ conserva las &reas y es préxima de P, su espectro
tendré la misma propiedad, luego el equilibrio es estable en el sentido de Liapunoy
para la ecuacién (15) si [¢| es suficientemente pequerio.

N

P

Z @)
PPy P(2)

{P™(2)}nez esta dentro de la misma elipse.

Siw= —1'.—, P es la identidad y si w = Z(E;lh P es menos la identidad. Para
€#0en (15) Pes hlperbollca y tiene valores propios reales y, p~!. Por método
de variacién de w en funcién de ¢, de modo que
(15) posea una solucién perlodlca no trivial de perfodo T' (que corresponde al valor
propio 1) o 2T (que corresponde al valor propio —1). Esto nos permite calcular las
regiones donde P es hiperbdlica o eliptica. Ver figura 13.

%éf % &

Figura 13.

En las zonas achuradas P es hiperbélica y en el complemento es eliptica.

€

consideremos ahora la ecuacién no lineal
z +w(t)?sen(z) = 0 (18)

para simplificar en vista de aplicaciones, tomemos w(t) = w(1 +eoos(7”)) como en

I\
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Ia i6n de Mathieu (e p fio). Aquf la f i6n de Poincaré P, posee
dos puntos fijos, uno hiperbélico y otro elfptico (que se repiten periédicamente)
desenrrollando el cilindro, vemos,

U

\W

2

)
|
|
1
i

g e e

Figura 14.

En este caso las variedades estables e inestables de los puntoes fijos hiperbélicos se
confunden.

Agregemos ahora a la ecuacién (17) un término forzante

2t

2 +w(t) sen(a) = h(t) , h(t) = (cos(—) (19)

La transformacién de Poincaré para esta i P, tiene dos
puntos fijos, uno eliptico y otro hiperbélico y son vecinos de los puntos fijos de la
transformacién de Poincaré de (17) (teor de funci licitas). En este caso

las variedades estables e inestables de dos puntos fijos hiperbédlicos consecutivos se
intersectan en forma transversal (genéricamente). Estos puntos de interseccién se
llaman puntos homoclinicos.

Figura 15.

Si H es un punto t linico entonces PM(H) bién lo es, luego si existe un
punto homoclinico existen infinitos. Esto obliga a las variedades W*(X}) y W4(X,)
a replegarse indefinidamente. Hacer un dibujo global de esta situacién es dificil
(Poincaré en sus estudios sobre puntos homoclénicos no los dibujo y analizé la
complejidad que tendrfa un dibujo), Zehnder hace el siguiente dibujo:

g
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Figura 16.

S. Smale [Sm] estudié esta situacién y demostré que existe un conjunto de Cantor
K incrustado en S' x R, conteniendo a H y Xj e invariante por una potencia PY
de P,. La dinédmica de P en una vecindad de K es muy errética, en particular
todo punto de K (por lo tanto el punto H) es limite de puntos perfodicos de P,
Birhkoff, (y por lo tanto de P,) contenidos en K.

Iterando P, podemos en la idea de la demostracién reemplazar H por un punto
h linico H arbitrari préximo de X, tan préximo que en la regién en
que P, es casi lineal. La idea de considerar la restriccién a un pequeno rectangulo R
conteniendo X}, de un iterado 2" de P, bien elegido de tal forma que la interseccién
entre Ry PN(R) contiene al menos 2 pedazos (dos componentes conexas). Usando
las coordenadas S x R — R? — {0} ; (%, y) — e¥**, la accién de PN sobre R se
ve como en la figura:

Repliese

Figura 17.

Si la érbita de (Py)nez de un punto py bajo la accién del difeomorfismo PV per-
manece en R, pn esta para todo n en la interseccion PN N R, formada por 2
recténgulos verticales (ver figura 18) Af y Af. Podemos asociar a py una sucesién
(in(p0))nez donde todos los términos son iguales a 0 y 1 por la regla p, € A:(m).

F——_—_._\
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Esta sucesién describe la historia de la érbita py. Si nos damos una sucesién finita
@0y+ .., 0 de ceros y de unos, el conjunto AF . de puntos p para los cuales
pe€ LY, PMp) e A,l.....P"'"_l(p) € Af ., es un recténgulo vértical donde su
espesor tiende a 0 cuando n — +00. De igual forma el conjunto &7 _, for-
mado por los p para los cuales: (PV)™(p) € A7 oo (P¥) () € AY, esun
recténgulo horizontal cuyo espesor tiende a 0 cuando n — +o0.

La interseccién Oq_,..a-ja0man-i = Oay1.a NO%. ., & un "cuadrado” donde
sus lados tienden a 0 cuando n — +o00. (Ver figura 18). Hemos deducido que
un punto py cuya 6rbita estéd en R estd enteramente determinada por la sucesién
(in(P0))nez y recip e, a toda tal i6n de ceros y unos corresponde un
tal punto py.

Figura 18.

Denotemos por {0, 1}Z el conjunto de las sucesiones de ceros y unos, con la topologfa
producto (dos sucesiones estén préximas si ellas coinciden sobre un segmenl.o ﬁmto
suficientemente largo). El espacio topolégico obtenido es h fo al p

de dos conjuntos de Cantor. El clésico conjunto de Cantor se obtiene quxtando
de un intervalo el tercio del medio y repitiendo esta operacién indefinidamente
sobre los intervalos restantes.

La aplicacién S : {0,1}? — R definida asociando a cada sucesién {@n}nez un tinico
punto py € R que verifica (PY)"(po) € A}, ¥ n es un homeomorfismo sobre su

s )
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imagen. La inversa es pg — (in(po)nez) que conjuga P¥ a la aplicacién "corrimiento
en uno" més conocida por su nombre en ingles Shift, o : {0,1}% — {0,1}Z definida
por o((an)nez) = (Bn)nez con fn = anyi, es decir

Rl R
St 1St
{0,1}2 = {0,1)%
S§'oPNoS=0o

Entonces el estudio de las 6rbitas de PN que permanecen en R es el estudio de
las érbitas de o. Esto se llama Dindmica Simbélica.

Para ver que se ha ganado, veamos solamente que un punto m = (a,‘),.Ez de
{0,1)Z es perfodico (3 k, o*(m) =) si y sol esila i6n an es p
(@n+k = @n, ¥ n). Se deduce la existencia de una infinidad de érbitas periddicas
de PN, a saber aquellos puntos de la forma S(7), (el método de Melnikov, sirve
igualmente para demostrar la existencia de érbitas periédicas de perfodos largos de
P, en la regién de S! x R donde esté definida).

Este estudio fue formalizado por Smale en 1965 en un caso muy parecido a este
llamado Herradura de Caballo (Horseshoe). Los trabajos de Cartwright, Littlewood
y Levinson dan los primeros ejemplos de i diferenciales estructuralmente
estables con un nimero infinito de érbitas periédicas.

La figura 21 es una tentativa (muy dificil) de representar el conjunto K =
S({0,1}?) C R (que es invariante por P y contiene X y H

8

@ §
&

Lo que ocurre ahora con la dindmica de P, en una vecindad del punto fijo
eliptico X, préximo de (0,0) no es claro de precisar.

A priori no se deduce que exista estabilidad en el sentido de Liapunov. Para
analizar que ocurre en este caso es bueno poner la ecuacién en coordenadas ade-
cuadas que permiten ver la geometria subyacente de una forma mas fécil.

Cuando € = 0, (17) o (18) se reduce a % —w?sen(z) = 0. Aqui por un cambio
de variable de tipo formal esta ecuacién es equivalente a

% =iut ~ ZeleP + 0(1el") (@0)

7 \
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usando variacién de (19) es equival ala ién i |
60 =60+ [ HNTOr +0(e N (1)
La aplicacién Py, definida por § 16n de (19) durante el tiempo T, se puede
escribir como

Ru(6) = 270~ 40) 1 ol

Si ¢ es pequeio, la aplicacién P, tendré una forma anéloga
P.(€) = gelU@t @l 4 o(je[t)

con by(0) = wT ; by(0) = inr en coordenadas centradas sobre el punto fijo elfptico

Olvidando los términos de orden superior (mayor o igual a cuatro) se obtiene
una forma normal aproximada

me(€) = £ei(to(@thi(lEl")

y al igual que P, deja invariante cada cfrculo centrado en & = 0, y sobre cada uno
de estos cfrculos induce una rotacién donde el 4ngulo varia (decrece) cuando el rayo
crece (propiedad de Torsién o Twist, t{picamente no lineal).

Figura 22.

La dindmica de P,, agregando los términos superiores, es como en la figura 23
debido al extraordinario Teorema de Kolmogorov - Arnold - Moser, de las curvas
invariantes.

e e\
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Figura 23.
3.3
Para finalizar estas notas abordaremos el problema con perturbaciones periédicas
(de auto-oscilaciones), es decir ideremos la ecuacién diferencial

& +1(x) & +ulsen(x) = h(t) , h(t+T) = h(1) (22)
como sistema auténomo es:
z=y
v= —w?sen(z) - f(z)y + h(t) (23)

T=1
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6 equivalentemente

z=z — F(z)
2= —wsen(z) + h(r) (24)
7=1

Cuando |f(z)| y |k(2)| son pequerios, (22) es considerado como una perturbacién
de 2 +w?sen(z) = 0y las herramientas que se usan para estudiar esta ecuacién son
las funci de Melnikov, bifurcaci de Hopf de difeomorfismos del circulo. El
caso |f(z)| y [h(t)| son muy grandes la i6n se reduce a la i6n de Van de
pol forzada estudiada por Levinson y Levi.

En el caso especial de la ecuacién de Liénard en [BW B|;,[BW B}, y (BW By
han estudiado los retratos de fase promediados.

Estudiaremos aqui el siguiente ejemplo:
27t
z +p  +w’sen(z) = ep(t) , p(t) = cos(%)

l¢| pequefio. Cuando |p| es pequeiio esta i6n puede iderarse como una
perturbacién de

Si p = 0 las variedades estables e inestables del punto fijo hiperbélico X €
S! x R de la aplicacién de Poincaré P, = Py, tienen una interseccién transversal,

luego i ible a perturbaci (no se cortan). Lo mismo ocurre si |p|

es muy pequenio ( e.d. existe un punto fijo hiperbélico de la aplicacién de Poincaré
Py asociada a (21) y sus variedades estables e inestables).

Si ¢ = 0 no hay interseccién para p # 0.

Con el propésito de obtener la regién del plano (p,¢) correspondiente a los
parimetros para los cuales la transformacién de Poincaré P,, asociada a (24) tiene
puntos homoclinicos, se introduce la funcién de Melnikov. Veamos geometrica-
mente esto sobre una figura.

Pensemos primeramente en el caso p = ¢ = 0, entonces el retrato de fase. de
Z +wsen(z) = 0 (con % = 1), se puede pensar en (S' x R) x Sk o mejor aiin para
nuestros propésitos en R? x [0, 7).

Vs e\



Al punto fijo hiperbélico X), de la aplicacién P, cor de una érbita periédi
hiperbélica 6 de la ecuacién diferencial. Las variedades estables e inestables de X,
cor den a las variedad tables e inestables W*(6,), W"(6)) de 6) (cuando

p = € = 0 estas variedades son las mismas) la base del método de Melnikov es
la tranversalidad de la \inica interseccién de las curvas integrales situadas sobre
estas variedades con el plano M de ecuacién = = 0. Esta transversalidad ain es
vélida para p, € pequeiios y existe para todo 6 una tinica curva integral t — *(t,0)
contenida en W*(0)) tal que ¢*(6,0) € M; también existe una tinica curva integral
t € p*(t,0) contenida en W"(0;) tal que ©*(6,0) € M.

Los dos puntos ¢"(8,8), ¢*(0,0) estén situados sobre la recta vértical que es la
interseccién de M y 2 = {(z,y,7) : 7 =0}

Observemos que la distancia A(0) = ¢*(6,0) — ¢*(6,6), medida en esa recta
(paralela al eje y).

Efectuemos un célculo para A(6): Sea t — (za(t), yx()) la parametrizacion de
la variedad inestable (estable) del equilibrio hiperbélico de z +w?sen(z) = 0 tal
que z,(0) = 0. Notemos que 7(t,0) = Area del paralelogramo engendrado por los
vectores ¢*(t,0) — ¢"(t,0) y (ya(t — 6), —w?sen(za(t — 6))). Cuando t = 0 los dos

y T\
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vectores son ortogonales y 7(0,0) = y,(0) A (6) = 2w A ().

oz

{*3,\ (£-9)

e s (X, (£-6))
(o) =2w S[a

n(©) 2w
169 5
\

° o

)
X

00) /71

Eg(e,ex - 2wA(6)

Figura 25.

Derivando 7(t,8) respecto a t y considerando el comportamiento asintético de
©*(t,0) y ©"(t,0) se demuestra

70,0 =5 [ =00t =c [ plOum(e=0)dt+ (sl + e’

Existe 8, tal que A(6p) = 0 si y sélo si W*(6x) y W*(6a) se encuentran, y que
la interseccién es transversal si y sélo si A(0) se anula transversalmenta en 6y (e.d.

con derivada no nula).

Asf se obtiene el siguiente diagrama de bifurcacién




Lo que sucede en los puntos elfpticos nos lleva a la teorfa de difeomorfismos sobre
el circulo. El concepto de niimero de rotacién. Lo que sucede cuando los términos
de excitacién son muy grandes nos lleva al anélisis no-standard, curvas de Birkhoff,
.... ¥ en general los caminos hacia la turbulencia.

Si consideramos en nuestras ecuaciones términos de tipo aleatorio (ruido blanco

por ejemplo), las técnicas deben ser biadas, los enfoques son del tipo si:
dindmicos estocdsticos, cuya teorfa ain esté en sus inicios.
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