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Oscilaciones IilO Lineales • 
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Resumen. 
Este tt:abajo describe IEL9 evoluciones que ha experimen­

tado el estudio geométtiico de la teoI'Ía de oscilaciones dada 
por ecuaciones diferenciales or-dinarias de segundo orden. 

Está dividido en tres etapas (Métodos Cuantitativos li­
neales, Métodos Cualitabi·vos no lineales y Métodos de la 
teoría de Sistemas Dinámicos). Se presentlan los resulta.dos 
más relevantes de cada etapa, se exhlben los problemas ac­
tuales y las cont:.r.ibuciones nacionales al tema. 

Dedico este trabajo a mis amigos de la Kissmy, para quienes el caos de la vida 
es más que teoremas, ... y tienen ra.zóu. 

'Este t rabajo ha sido lin.a.nci&do por ln. Dlrceción de ln 'o'Ct tiga.dón del& Universidad de Santiago de 
CWle. Proyecto G4-9Q..338G 

45 



46 CUBOS J. Billeke G. 

1 Métodes Cl!laFltitativos 

1.1 

Para ilustrar la problemática que abordaremos, veamos dos ejemplos ftsioos intere­
santes. 

Ejemplo I. Censid·eremos una masa m unida por resortes a dos paredes fijas, como 
lo indica la figura l. 

• Figura l. 

La ley del movimiento de Newton, "El producto de la ma.sa de u.n punto material 
por su aceleración es igual a la suma de las fuerzas que actuan sob~ él", se 
traducen en términos matemáticos como: 

m á'-x = -bx - a~ + H 
dt2 dt 

donde -bx es la fuerza de restauración, -a~ es la resistencia del medio (roce en 
general) y Hes la resultante·de las fuerzas exteriores. La solución x = x(t), de 
esta ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, mide el desplazamiento en el 
tiempo de la masa m de su punto de equilibrio O. 

Ejemplo 2. Consideremos en la figura 2 un circuito eléctrico clásico. 

Figura 2. 

Donde Res la resistencia, C un condensador de capacitancia C y L una bobina de 
inductancia L. 

En un instante determinado el condell38dor tendrá un cierto voltaje entre sus 
termina1es. En ausencia de inductancia, en el circuito se establece una corriente 
ba.st.a que los dos terminales del condensador est.en a1 mismo potencia]. La presencia 
de una inductancia altera la situación pues se generan oscilaciones eléctricas1 cuya 
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expresión est.A dada por la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden 

cfv rJ11 
U:;¡¡¡+ RC¡¡ +v= H(t) 

donde H(t) corresponde a fuerzas exteriores electromagn6ticu. La solución v = 
v(t), de esta ecuación, mide un voltaje generado por la diferencia de potencial 
eléctrico en el condensador. 

1.2 

En general una ecuación diferencie.! ordinaria de segundo orden tiene expresión 
(standard} 

x + f( x);, +g(x) = h(t) 
d 

=;¡¡ á' (1) ·· =;¡j!i. 

y sin perder generalidad supongamos / i{J,h de clase e• (para estar holgadamente 
bajo hipótesis de existencia y unicidad}. Las soluciones seran funciones diferen­
cie.bles que de alguna forma queremos describir. Los primeros pasos en el estudio 
de estas ecuaciones estan ligadas al estudio del cálculo diferencial con Newton, 
Leibnitz, Euler 1 etc. 

1.3 

Consideremos la ecuación (1) en su forme. lineal 

x +ai: +bx = h(t) a,b E R , h(I) E C" (2) 

sabemos de la teoría clásica que (2) es equivalente al sistema matricial: 

X= PX+H(t) donde X(t)= [ = l v=x (3) 

P- [ O ¡ l - - b -a H(t) = [ h~t) l 
Las soluciooes de (3) están dada anallticameote por X (t) = Y- 1[to+ J,'. Y H(s)cls] 

donde Y(t) es solución de Y= -YP, es decir, Y(t) = ap(-Pt). 

Además, si a = a(t), b = b(t) entonces, P = P(t) y Y(t) es '°lución de Y= 
YP(t). Luego para este tipo de ecuaciones la,, soluciones se obtienen en ferina 
explicita. 
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1.4 

Consideremos ahora la ecuación (1) en íorma conservativa y no forzante, es decir, 
f(z) = O (no hay roce, no hay disipación de energía para un sistema mecánico) 
y h(t) =O (no hay tér.m.ino forzante, no hay fuerzas exterior-ES). En este caso (1) 
tiene la forma: 

x+g(x) =0 (4) 

o en forma equivalente 

{ 
•=y 

ii= -9(x) 

(4') 

La energía potencial del sistema esta dada por G(x) = f0" g(u)du, y la energía 
totaJ es U(x,y) =Energía Cinética+ Energía Potencial= lv2 + G(x), la cual se 
mantiene constante a lo largo de las órbitas del campo, es decir, ~ =O. 

Los estados de equilibrio genéricos de este sistema sólo son puntos de tipo silla 
o de tipo centro (no hay atractores ni repulsares). En el caso centro, Ja órbita per­

iódica de energía UQ, como lo indica la figura 3, tiene período T = 2 J: J'l(~:G(~l), 
es decir, el período depende de la energía. Esto no ocurre por ejemplo en el ca­
so g(x) = x (oscilador harmónico lineal) cuyas soluciones periódicas tienen todas 
período 211". 

U(x,Y )= U0 

~eb 
Figura 3. 

Un ejemplo de estos s istemas son los llamados centros elípticos, cuyas ecuaciones 
son X - x2"- 1 = O. Aquf las órbitas periódicas estan contenidas en las curvas de 
nivel de la función energía x2" + ny2 = r:m y tienen período 

T=4vn --- =2 ---' "-. !.¡ dx ~ I'(_J_) 

oJI-x' " nI'(,,,;1) 

Más det.aJles sobre estos centros elfpLicos desarrollados por Liapunov en /Li] se 
pueden ver en [La] y en [E - S -SJ¡, [B - S - Sj,. 

Combinando centros lineales y el(pticos tenemos la ecuación de Duffing (1918), 

X -x + x3 = O cuyo retrato de rase está dado en la figura 4. 
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Figura 4. 

Aquí las órbiLas del sistema están contenidas en las curvas de nivel de la función 

energía U(x, y) = ~ - ~ + ~· 

1.5 

Una ecuación interesante estudiada a principios de siglo y que inLroduce méLodos 
cualitativos es la ecuacíon del péndulo simple (figura 5) 

(5) 

Figure 5. 

Las soluciones de e:sLa ecuación diferenciaJ no pueden expresarse mediant.e una 
combinación fin..it.a de funciones elementales. 

Si x = lb, y = ~ el retraLo de fnse es como en la figura 6. 
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Perí..d 

Figura 6. 

Una deducción de este retrat0 de fase por métodos geométricos esté. en el articulo 
de A. Chenciner [Ch]. 
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2 Métodos Cualitativos 

2.1 

SI 

En 1922 en el Maguin de Fi10&0fla de Oublio a.pareció un artkWo de un joven 
ingeniero de apeUido Van der Poi. En 61 se eatudiaba un circuito eJéctrico con 
un tubo de vado. Si :z: es la Intensidad de la conicnte 1 Van der Poi observó que 
Ja resistencia era negativa para :r peque1lo (el sistema emite energía) y que la 
resistencia era positiva para :r grande (el sistema absorve coerg{a). Razonando 
como en el ejemplo 2, se obtieoc la ecuación 

X +µ(x2 - 1) X +x =O, µ > O (6) 

6 equivalente el sistema 

{ 

X= y - µ(lf - X) 

11= -'X 

(6') 

Para esLe sistema e l origen es un punto de equilibrio estable repulsor del sisLema. 
Por diíerenLes métodos (algunos muy recientes) se ha demostrado la existencia, 
unicidad e hiperbolicidad de un delo límite. Lo ubicación de ~te es como en In "•"' 9 / , _ ,,,~ .) 

¡f7. 
Figura 7. 

2.2 

En 1928 conociendo los trabajos de Van der Poi y de A. Liapunov el lhico francés 
A. Liénard publica e.o la revista general de electricidad de Francia su estudio "sobre 
oscilaciones enlrCLenida..•, Liénard aborda el análisis de la ecuación: 

x + /(x) x +g(x) = O, f y g diíerenciableo. (7) 

Haciendo F (z ) = J; / (u)du y G(:i:) = fo~ g(u)du, entonas el cambio de variable 

y =X +F(x), la ecuación (7) se Lra1uforma en el sistema 

{ z= v- F(x) 
(t') 

V= -g(x) 

( '\ 
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Liéoard introduce las siguientes hipótesis geométrica. 

Hipótesis para existencia de cícl03 límites¡ 

i} f(x) es fwición par y g(x ) es función impar 

ii) xg(x) > O \lx E Ry/ (O) < O 

iii) F (x) - ±oo six - ±oo 

Hipótesis de unicidad de delo límite; 

iv) F (x) tiene un cero simple en x = a y es monótona creciente 'tlx ~ a. 

La idea fundamental aquí es el estud io de la función "energía total" 

y' 
.. u(x,y) = Z + G(x) 

Como du = F(x)dy se t iene que J F (x)dy tomada a lo largo de las órbitas del 
sistema es la "energía disipada" por este. 

Sobre ecuaciones de Liénard se han escrito cientos de t rabajos desde los años 
30 a la fecha. Son famosos los trabajos de: Dulac, Andronov, Bautin, Pontryagin, 
Levinson, Smith1 Sansone, Conti, Massera, etc., etc .. La escuela China ha hecho un 
aporte significativo en este tema (ver por ejemplo (YeJ, !WuJ, !Zh], etc). Un trabajo 
reciente y muy interesante es de Coppel jCo], mejorado por Roussarie, Oumortier 
[R-0). E.ste méLodo de existencia. y unicidad de ciclos límites se puede aplicar a 
ciclos que contienen en su interior más de una singularidad. 

2.3 

Eotre Jos años 1947 y 1952 Jos matemáticos ingleses M. Cartwrigbt y J . Lit tlewood 
estudiaron el sistema de segundo orden forzado 

x +µ/(x) z +g(x ) = µh(t) (8) 

I' > O no necesariamente pequeño. 
Bajo hipótesis geométricas, que no implican paridad de f o g, se l.iene que el 

s istema 
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{ 
z= V - µ(F(z) - H(t), 

V= -g(z) 

53 

H(I) = f~ h(•)da 
(8') 

tiene un atra.ctor global. E.a decir si <Pr(to 1 (z0,11o)) denot.a el flujo del siatema (8') 1 

ellos demostraron que existe n e R'J compacto ta1 que para toda condición inicial 
(to, (xo1 Yo)) existe un tiempo T = T(to 1 (zo,11o)) con 1 

!P,(t.o, (zo,Yo)) En, V t ~ T 

En rigor ellos prueban que n puede tomarse como {lzl < R, IYI < R(l + µ)} donde 
R es una constante positiva que no depende de µ. 

Como corolario se puede obtener que bajo las hipótesis del Teorema la ecuación 
de Liénard asociada tiene a1 menos un delo límite. 

Ellos prueban también que si H(t) es periódica de período .,. , entonces existe 
lll18 solución de (81) de período 7" y contenida en n. 

Detalles sobre las hipótesis y otras contribuciones se encuentran en sus trabajos 
[C-LJ, JCaJ o en el libro de Lefschetz [LeJ. 

2.4 

Pocos años antes (1942-44 ) Levin.son y Smith estudiaron la ecuación 

x +/(z,x) x +g(x ) =O (también con h(!)) (9) 

y con hipót.esis muy íuertes 1 ellos prueban resultados similares a los de Cartwright 
y Littlcwood , es decir , existencia de atractores globales y la periodicidad de H(t) 
implica la existencia de soluciones periódicas de (9). Sus trabajos [Lev], [L-SJ son 
muy interesantes desde el punto de vista de las aplicaciones. 

2.5 

En 1951 el matemático japones Shimizu estudió la ecuación 

x +g(x) = µsen (wl ) (10) 

µ peque1i o y g(z) impar. Si consideramos (10) sin término fo rzaot.e 1 los períodos 
de las oscil aciones están dadas por 

4 11 TW=72 o 
{' - •en'( O) d8 

sc:n(9) - G(•en(9)) 

donde z = ~-'en(6). Se tiene T(~) - O si e - + oo y T(~) crece monót.onamente 
a T0 = J7co> cuando ~ - O. 
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Figura 9. 

Entone.e:>: 

a) Da.do T1, O < T1 < To existe una única solución periódica de período T1 de 

x +g(x) =o. 
b) Dado T1, O< T1 <To y w = ~· Siµ es suficientemente pequeño existe 

solución periódica de (10) la cual tiene periodo T1• 

En [Sh] Shimizu obtiene otros resultados del mismo tipo. 

2.6 

En 1956 el matemático soviético R. E. Gomory [CoJ estudió el problema de Ju 
oscilaciones no lineales y su relación con puntos singulares en el infinito. Gomory 
considera el siguiente sistema: 

{ x= X1(x , y) + H1(t) 

Y= X2(x, y)+ H,(t ) 
(11 ) 

donde X; son polinomios de ir"ado n y H¡(t) funciones continuas T-periódica5. 
Sea X(x, y) el campo de vectores en la esfera de Poincaré, S2, que es Ja extensión 

analítica al infinito del campo de vectores X (x , y) = (X1(x,y},X2(x,y)). Sean Pi 
las singularidades de X en el ecuador 8 1 de S 2 (es decir, p; son las singularidades 
de X en el infinito). 

Si las singularidades satisfacen 

a) son simples, es decir, detDX(p1) =FO , 

b) la suma de sus indices es distinto de uno, 

c) no existen dos puntos sillas consecutivos. 

Entonces el sistema (11) tiene soluciones T- periód icas. 

2 .7 

En este orden de problemas, es decir, sobre existencia de soluciones periódicas, 
existen una gran variedad de resultados, el siguiente es muy interesant.c desde el 
punto de vista de las aplicaciones. Sea 

x + f (x ) x +g(x) = h(t) (12) 
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donde h(t) es T-periódica de claae C 1 y /,g aon polinomios reales 

/(z) = ao + 111-r. + ..... + a...z-"' 

g(z) = bo + b1• + ..... + b,.z" m;::: n >O 

Sin es impar y no se tiene s imult .. aneamente m impar y b,. >O. Entonces (12} tiene 
una solución T -pcriód ica. 

La demostración de este resultado se deduce de los m~Lodos de Comory. 

( 
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3 Métodos d e Sistemas Dinámicos 

3.1 

J. BiHekeG, 

Para exponer en forma simple IM ideas que a continuación presentarem03, sea 
::: = (:z:,y) E R2 , t E R y consideremos la ecuación diíerenciaJ 

;=/(z, t) (13) 

donde J es de clase C'1 y T-peri6dica en t . 
Esta ecuación puede escribirse como un campo de vectores (autónomo) 

{ ;_= / (z, 9) 
9= 1 

(14) 

donde .: E R2,8 E St, S} denota al circulo de largo T , R / T Z. Sea (4'1 )tEll el Aujo 
de (14), este induce un difeomorfismo P del plano E= {8 = 80 } en si mismo. Flita 
t ransformación se llama de Retorno o transformación de Poincaré, y es z - P(.:) = 
<f>r(: ). 

Figura 10. 

Si cambiamos 80 por l}¡ obtenemos una aplicación P1 conjugada a P 1 es decir 
P1 = 1i-1 o Po h, donde hes un difeomorfismo del plano 8 = 80 en el plano 8 = 81• 

El conocimiento de la dinámica de P(::) equivale al conocimiento de la dinámica 
de (14) (es decir de (13)). Por ejemplo si Zo es un punto fijo de P(z), entonces (14) 
tiene una órbita periódica de período T. Si P'(.::o) = zo entonces (1 4) t iene una 
órbita periódica de período qT (subarmón.ica). Si P(z) t iene un círculo invariante 
en E entonces (14) tiene un toro invariante, etc. Luego para estudiar el flujo 
podemos estudiar la dinámica de P : E - E a tiempo discreto. 

En analogía con los campos de vectores, el eje imaginario pasa a ser el d rculo 
unidad y el espectro de la ecuación linealizada en un punto de equilibrio pasa a ser 
el espectro de la derivada del difeomorfismo en el punto fijo. 

Sea zo E E, punto fijo de P. Si el espectro de DP(.::o) está fuera del círculo 
unitario, es decir , para todo valor propioµ de DP(:.o), fµI :/; 1, decimos que .:o 
es p unto fijo hiperbó lico . En este caso P es linealizable en una vecindad de :o 
([P·dMJ,[Wig)) , es decir, existe homeomorfusmo local h que conjuga P .con DP(.r.o), 
lo que significa 

P(:) = h- 1 o DP(zo) oh(:) 
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La dinámica local de P(z) en una vecindad de zo es conocida debido a la exis­
tencia de variedades locales estable (W'(...,)) e inestable (W"(...,)). La dinámica 
local es como en Ja figura 11. 

~W'(z,,) 

/zo ~W"(z,,) 

1 Figure 11. 1 

W'(Zo) = {z E r; : P"(z) - "', n - +oo} 

W"(...,) = {z E r; P"(z) - Zo , n - - oo} 

Un ncabado estudio de esta sibunció11 se encuentra en el libro de J. Palis y W. 
de Mello IP-dMj. 

Si ex.ist.en valores propiosµ de DP(zo) con 11'1 = 1, decimos que el punto ñjo 
.:o es un punto Hjo elíptico y en este caso no ex.iste teorema de linealización. La 
situación se torna muy compleja dependiendo de cuantos valores propios están en 
el círculo un icidad y en que parte de él se encuentran (por ejemplo si son o no raices 
de la unidad, si el ángulo es racional o i11Tacional, etc) . Un ejemplo interesante es 
el siguiente: 

3.2 

En 19<17 N. McLachlan [Me], estucHó la siguiente ecuación, llamada ecuación de 
Mabhieu 

X +w(l + t:co3( 2;t)x =O 

Este es un caso particular de la ecuación de Hill 

X +w(t) 2:z: =O (w es T -periódica) 

(15) 

(16) 

que interviene como ecuación de variación en el estud io de la est.a.bilidad de órbitas 
periódicas en la teoría de la Luna. Es la ecuación de los "pequeños movimientos 11 

de la ecuación no linealizada 

X +w(t) 2sen(x) =O (17) 

Los campos de vectores correspondientes a estas ecuaciones en R2 x S} tiene 
divergencia nula, lo que implica que sus flujos conservan volumen, es decir 1 P 
conserva las áreas (detP = 1). La linealidad de (15) y (16) implican la linealiqad 
de P. 

Si e= O ea (15) 1 la aplicación P definida sobre el plano 60 =O, es 
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donde y =X. 
Si w .¡,. r:f el espectro de P en el origen es un par de valores propios distintoe, 

imaginarios conjugados en el círculo unidad. 
Si una aplicación lineal Q conserva. las '1eas y es próxima de P, su espectro 

tendrá la misma propiedad, luego el equilibrio es estable en el sentido de Liapunov 
para la ecuación ~15~ si li:I es suficientemente pequeño. 

P~<:t.) p' -,.) 

~ P"tz) 

P c-,.1 Plz) 

{P"(z)}neZ estiá. dentro de la misma elipse. 

1 Figura 12. 

Si w = ~, P es Ja identidad y si w = ~, P es menos la identidad. Para 
e .¡: O en (15) Pes hiperbólica y tiene valores propios realesµ , µ-•. Por método 
de variación de constantes I;iodemos encontrar w en función de f, de modo que 
(15) posea w1a solución periódica no trivial de periodo T (que corresponde al valor 
propio I) o 2T (que corresponde al valor propio -1). Esto nos permite calcular las 
regiones donde P es hiperbólica o elíptica. Ver figura 13. 

En la.s zonas achuradas P es hiperbólica y en el complemeolo es elíptica. 

consideremos ahora la ecuación no lineal 

x +w(t)2 sen(z ) = O (18) 

para simplificar en vista de aplicaciones, tomemos w{t) = w( l + leos(~) ) como en 
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le ecuación de Mathieu (t pequeño) . Aquí la transformación de Poincare P, posee 
doe puntos fijos , uno hiperbólico y otro eUptico (que se repiteo periódicamente) 
desenrrollaudo el cilindro, vemo"', 

~ ' ti Xi;' ~ 
Fligur.a 14. 

En este caso las variedades estables e inestables de los puntos fijos hiperbólicos se 
confunden. 

Agregemos ahora a la ecuación (17) un téI'IIlino forzante 

z +w(t.)',.n(x) = h(t) , h(t) = •cos( 2;') (19) 

La transformación de Poincaré para eslia ecuaci6o, Pc, tiene nuevamente dos 
puntos ñjos, uno elíptico y otro hiperbólico y son vecinos de los puntos fijos de la 
transformación de Poincaré de {17) (teqrema de funciones implfcit.a.s). En este caso 
las variedades est.ables e inestables de dos puntos fijos hiperbólicos consecutivos se 
intersectan en forma transversa! (genéricamente). Estos puntos de intersección se 
llaman puntos homoclinicos. 

Figura 15. 

SI H es un punt.o homoclínico entonces P;'(H) también lo es, luego si existe un 
punto homoclínico existen infinitos. Esto obliga a las variedades W'(Xh) y W11 (Xh) 
a replegarse indefinidamente. Hacer un dibujo global de esta situación es dificil 
(Poincaré en sus estudios sobre puntos homoclónicoo no los dibujo y anolizó 0 Ja 
complejidad que t.endrfa un dibujo), Zeh11der hace el siguiente dibujo: 
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S. Smale [SmJ estudió esta situación y demostró que exist.e un conjunto de Cant.or 
K incrustado en 8 1 x R, contenietldo a H y X1o e invariaote por una potencie. Pf 
de P,. La dinámica de P/" en una vecindad de K es muy errática, en particular 
todo punto de K (por lo tanto el punt.o H) es límite de puntos períodicos de P,N, 
Birhkoff, (y por lo tanto de P,.) contenidos en K. 

Iterando P,. podemos en la idea de la demostración reemplazar H por un punto 
bomoclínico H arbitrariamente próximo de X1t., tan pr6ximo que en la región en 
que P,. es casi lineal. La idea de considerar la restricción a un pequeño rectángulo R 
conteniendo X11 de un iterado P/" de P, bien elegido de t.a.I forma que la intersección 
entre R y P/"(R) contiene aJ menos 2 pedazos (dos componentes conexas). Usando 
las coordenadas S 1 x R- R2 - {O}; (eU:,y)- é'+U, la acción de Pf sobre R se 
ve como en la figura: 

Figura 17. 

Si la órbita de (Pn)nez de un punto Po bajo la accióo del d ifeomorfismo P¡' per­
manece en R, Pn esta para t.odo n en la intersección P;N n R1 forma.d a por 2 
rectángulos verticales (ver figura 18) .6.ó y ó.f. Podemos esociar a Po u~a sucesión 
( i.,. (Ai))neZ donde todos los términos son iguales a O y J por la regla Pn E ó.tc.i-r 
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Eeta sucesión describe la historia de la órbita Po · Si nos damos una sucesión finita 
o:o, .. . ,an- I de ceros y de unos, el conjunt.o 6!, ... a_, de pun1.0S p para los cuales 

p E 6!0 , P/"(p} E 6!1 , ••• ,P._N"-1(p) E 6!._1 es un rectángulo vérLical donde su 
espesor tiende a O cuando n - +oo. De igual forma el coajunt.o 6;_ .... a- I for­

mado por los p para los cuales: (Pf) - 1{p) E 6;;_1, ... , (Pt'r•(p) E 6!_. es un 
rectángulo horizontal cuyo espesor blende a O cuando n - + . 

La intersección 6a_ .... a - 1;ao ... a"- 1 = 6;;ft-1 ... G-1 nl:i.!. ... a,._, es UD •cuadrado" donde 
sus lados tienden a O cuando n - +oo. (Ver figura 18). Hemos deducido que 
un punto Po cuya órbita está en R está enteramente determinada por la sucesión 
(in(po))neZ y reciprocamentc, a toda tal sucesión de ceros y unos corresponde un 
tal punto Po · --='¡ _13'.:_ - -' ~ .::.-.. J- ~-. , 

- - 1 
JlHBl~ta- 1 <>·. ,,.,,·.) 

- -+---' 

Figura 18. 

Denotemos por {O, t)Z el conjunto de las sucesiones de ceros y unos, con la topología 
producto (dos sucesiones están próximas si ellas coinciden sobre un segmento finito 
suficientemente largo). El espacio topológico obtenido es bomeomorfo al producto 
de dos conjunt.os de Cantor. El clá.sico conjunto de Cantor 5e obtiene quitando 
de un intervalo el tercio del medio y repitiendo esta operación indefinidamente 
sobre los intervalos resLantes. 

Figura 19. 

La nplicación S: {O, l}z - R de/lnida asociando a cada sucesión {a n}nez un ú~1ico 
punto Po E R que vcrili ca (P,.N )n(po) E L::i.!~ , V n es un homeomorflsmo sobre su 

( 



62 CUBOB J. Billeke G. 

imagen. La inversa es Po - (in(po)r1A:z) que conjuga P,N a la aplicación "corrimiento 
en uno" más conocida por su nombre en ingles Shlft, u: {O, t)Z - (O, 1 )Z definida 
por u((an)nez) = (.Bn)neZ con fJn = cr,.,+i. es decir 

R 
ST 

{o, I}' 

R 
¡ s-• 
(o, 1¡z 

s-1 o Pf oS= u 

1 Figura 20.1 

Entonces el estudio de las órbitas de Pf que permanecen en R es el estudio de 
las órbiLas de 17, Esto se llama Dinámica Simbólica. 

Para ver que se ha ganado, veamos solamente que un punto 71' = (an)neZ de 
{O, 1 )Z es perfodico (3 k, uk(11') = 7r) si y solamente si la sucesiónª" es periódica 
(«n+A- = a 11 , 'V n) . Se deduce la existencia de una infinidad de órbitas periódicas 
de P1N , a saber aquellos puntos de la forma S('ir), (el método de Melnikov, sirve 
igualmente para demostrar la existencia de órbitas periódicas de periodos largos de 
P. en la región de 8 1 X R donde está definida). 

Est.e estudio fue formalizado por Smale en 1965 en un caso muy parecido a este 
llamado Herradura de Caballo (Horseshoe) . Los trabajos de Cartwright , Litt.lewood 
y Levinson dan los primeros ejemplos de ecuaciones diferenciales estructuralmente 
estables con un número infinito de órbitas periódicas. 

La figura 21 es una tenlia liiva (muy díficil) de representar el conjunto K = 
S ({O, 1}Z) C R (que es invariante por P,N y c.ontiene X 11 y if 

r,';: ,. "' " ~¡ ;¡¡ ~ ~'21 

;;3 ¡;i ~~ m 
8 l:~ f:,1 ;~ 

1 Figura 21. 1 

Lo que ocurre ahora con la dinámica de P, en una vecindad del punto fijo 
elípt ico Xe próximo de (O, O) no es claro de precisar. 

A priori no se deduce que exis ta estabilidad en el sentido de Liapunov. Para 
analizar que ocurre en este caso es bueno poner la ecuación en coordenadas ade­
cuadas que permiten ver la geometría subyacente de una forma más fácil . 

Cuando f =O, (17) o (18) se reduce a~ -w1~en(x) =O. Aquf por un cambio 
de variable de tipo formal esta ecuación es equivalent.e a 

{20) 
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uaando variac:.ióo de eooatant.es (19) ea cqulvalenLe a la ecuación int.egraJ: 

( (t) = •"''e(o) +J.' •"'«-•>¡-iw ((•)1((>)12 + O(l( (>)l'))de (21) 
o 12 

La aplicación P0 , definida por lntegr.ación de (19) durante el tiempo T , se puede 
cscr.iblr como 

Po(()= ( o"'T(t-~) + 0(1(1') 

Si ~ es pequeño, la aplicación P1 tendl'á una forma análoga 

f\(() = ( e'1'•i•)+',(•)IEI' + 0(1(1') 

con bo(O) = wT ; b1 (O) = =rf- en coordenadas centradas sobre el punto fijo elíptico 
X,. 

Olvidando los t.érminos de orden superfor (mayor o iguaJ a cuatro) se obtiene 
una forma normal aproximada 

y al igual que Po deja invariante en.da cfl'culo centrado en ( = O, y sobre cada uno 
de estos drculos induce una rotación donde el ángulo varía (decrece) cuando el rayo 
crece (propiedad de Torsión o Twist, t[picamente no lineal). 

Ln dinámica de P,, agregando los términos superiores, es como en la figura ~3 
debido al extraordinario Teorema de Kolmogorov · Amold - MCX'Ser , de las curvas 
invariantes. 



64 CUBO a J. Billeh C. 

1.,.1., c,,1,. 
~ ..... r••PT+u 

Figura 23. 

3 .3 

Para finalizar estas notas abordaremos el problema oon perturbaciones periódiCM 
(de aut.o-oscilacione:s), es dt.-cir consideremos la ecuación diferenciaJ 

;: + f (x) x +w'sen(x) = h(t) , h(t + T) = h(t) (22) 

como sistema autónomo es: 

{
•=y 
Y= -w'aen(x) - J(x}> + h(t) 

T= l 

(23) 
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{ •= z - P(>) 
Z= -w2sen(x) + h("T) 
T= 1 

66 

(24) 

Cuando IJ(x)I y lh(t)I son pequeños, (22} es considerado como una pertu rbación 

de ii: +w2.otcn(:r:) =O y las herramientas que se usan para est.udiar est.a ecuación son 
lns funciones de Mclnikov, bifurcaciones de Hopf de diíeomorfismos del circulo. El 
caso lf(x)I y jh(f)I son muy grandes la ecua.ci6n se reduce a la ecuación de Van de 
poi forzada estudiada por Levinson y Levi. 

En el caso especial de le ecuación de Liénerd en [BWBJi, IBWB}:;¡ y [BWB] 3 

han estud iado los retrat.os de fase promediados. 

Estud iaremos aquí el siguiente ejemplo: 

x +p x +w2 sen(x) = <p(t) , p(t) = =(~) 

lel pequeiio. Cuando IP I es pequeño esta ecuación puede considerarse como una 
pcrburbación de 

Si p = O las variedades estables e inestables del punto fijo hiperbólico X1i E 
51 x R de la aplicación de Poincaré Pe = Po.e tienen una intersección transversal, 
luego insens ible a pequeñBS perturbaciones (no se cortan). Lo mismo ocurre si IPI 
<lS muy pequcrio ( c.d. existe un punto fijo hiperbólico de la aplicación de Poincaré 
Pp,1 n.sociada a (2 1) y sus variedades estables e inestables). 

Si f = O no hay int.ersccción pora p =F O. 

Con el propósito de obtener la región del plano (p , t) correspondiente a los 
parámetroo para los cuales lo Lrnnsformoción de Poincaré P,... B:'l<>ciada a (24) Llene 
puntos homoclfnicos, "' inLroducc la función de Melnikov. Veamos geometrica­
mente e5Lo sobre una figuro. 

Pensemos primeramente en el ca.so p = t = O, entonces el re:Lrato de fase de 

X + wsen (z) =O (con~= 1), se puede pensar en (S 1 x R ) x S} o mejor nlm para 
1111 1.~tros propósit.os en 1(l >< [O, 'I']. 
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r-~ 
~<:-.-~. ·---- .,<::___ 

/ - -..:.._ • .,i1 .... 

Figura 24. 

Al punto fijo hiperbólico Xh el e la aplicación Pp,, corresponde una órbit.a periódica 
hiperbólica 011 de la ecuación diferencial. Las variedades estables e inestables de X 11 

corresponden a les variedades estables e inestables w•(011 ) , W" (811 ) de 011 (cuando 
p = f = O estas variedades son las mismas) la base deJ método de Melnikov es 
la tram-ersaHdad de lo única intersección de las curvas integrales situ6dss !!Obre 
esLas \'8.riedades con el plano M de ecuación x = O. F.st.a t raMversalidad aún es 
válida para p,f pequc!los y existe para todo O un a única curva integral t - cp'(t, O) 
contenida en W'(Oh) tal que ({)'(8,0) E M; también existe una única curva integral 
t E ip•(t , 8) contenida en W" (011) tal que cp ., (8,8) E M. 

Los dos puntos VJ"'(8,0), cp'(8,0) están situados sobre la rect.a vértical que es Ja 
inl<!.....:ción de M y E'= {{x,y,r) · r = 8) 

Observemos que la distancia .6(0) = rp'(0, 8) - cp• (8, 8), medida en e:1a recW!. 
(p&'aiela al eje y). 

Eíecluemos un cálculo para 6(0): Sea t - (.z.(1),v.1i(1)) la paramctrización de 

la \Wiedad inestable (estable) del equilibrio hi perbólico de .z +wl!eri(z) = O Lal 
que z.(o) =O. Notemos que -r(t,O) = Area del Paralel&gr&mo cngcndrftdo por los 
""'"'""' <¡>'( t,8 ) - 'l'"(t., O) y (y,(t - O) , - w'm•(••(I - 8))). Cuando t =O loo dos 



Osciloclont?S no Llnealt!!:! CUBO 8 67 

vectores son ortogonal'" y T(9,9) • V•(O) A (9) e 2w A (9). 

00'/~ ka.e)= 2wLi.(0) 

Figura 25. 

Derivando T(t,O) respect.o a t y considerando el comportamiento asint6tico de 
r,o•(t,O) y ip"(t,O) se demuestre 

T(O,O) = p ¡~ u:(t- O)dt - , ¡~ p(t)y,(t-B)dt + O(IPI + l•D' 

Existe B.;i t.al que 6(80) =O 1:1i y sólo si W'(81i) y W"(01i) se encuentran, y que 
lo. Intersección es t.ran.5vcrsal si y sólo s i ó.(O) se anula transvers.elmenta en Oo (c.d. 
cou derivada no nula) . 

Así $C obtiene el siguicnl.e clil\grnmo de bifurcación 
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Figura 26. 

Lo que sucede en los pLmtos elípticos nos lleva a le t.eoría de diíeomorfiamos sobre 
el circulo. El concepto de número de rot.ación. Lo que sucede cuando los Lérmlnos 
de excitación son muy grandes nos lleva al análisis ncrsLandard, curvas de Birkhoff, 
.... y en general los caminos hacia la turbulencia. 

Si consideramos en nuestras ecuaciones t.érminos de t ipo aleatorio (ruido blanco 
por ejemplo) , las técnicas deDen ser cambiadas, los enfoques son del tipo sistemas 
dinámicos estocásticos, cuya teoría aún est.á en sus inicios . 
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