
C O M P O R T A M E N T O D E L L E O N D E D I R A Y L E I G H I N U N 

M E Z Z O F I R M O - E L A S T I C O I N D E F I N I T O 

PIETRO CAIOI 

Sii])|)oniamo clic il piano xy di una terna di assi cartesiani co-
stituisca la superficie l ibera del mezzo; l 'asse s sia rivolto verso l ' in -
terno del mezzo stc==o. 

L e equazioni generali dei piccoli mol i in un corpo f irmo-cla-
stico isotropo e omogeneo sono !e seguenti : 

! " U Q — = • ( À + U ) + ( / . ' + , I ' ) — . H } L + F I ' 
a i ad-

di 

d~V 

di di 
V, u 

dt-

d'-w l . = ' ) 

( 2 ì Sì' / 3 \ , 
- (/-+ u) + ( / . ' + u ' ) — • — + | i + n ' — V n i 

dt 3y \ 3 t i L J 

Q = ( * + l 0 + ( V + u ' ) — 
di" dt 

3 I 30 . ! . . d 

dove, À, li sono le costanti di L a m é , /.', u' i coefficienti del l 'a t t r i to 
interno di volume ed equivoluminale e il esprime la di latazione: 

3 u dv S i c 
iì= h h — • 

3.v 3y dz 

u, v, iv d ipendono dal tempo attraverso e'1", essendo p la 
Per tanto 

[2] 

À + i i + t p (/l '+n') 

z .+ ti + i p (À'+u' l 

À + U + Ì / J ( À ' + N ' ) 

3(1 

d.X 

3 0 

dy 

d il 

dz 

+ ( l l + t P Li') A „ « + y p~ u=0 

-f (u + tp u') A^y+n p~ v=z0 

( i i + ì p li') A 4 K ' + Q P s W = 0 . 

[ 3 ] 

Derivando r ispetto ad x. y . z rUpctt ivamente la 1", 2% e H'1 delle [3 ] . . 
e sommando membro a m e m b r o , -i ha 

| A g + / i s j 0 = 0 , [ 4 ] 
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Essendo 

li~= 
À + 2 u - f /p(//+2u') [ 5 ] 

Dividendo le [ 3 ] per u - f t p u ' si ha 

À-f u + i p ( À ' - f u') 3 il {)p-
— . — 11 = 0 

u-j- i p II' 

P o n i a m o 

Allora 

o p- [6] 

l+u+i p (t.'+u') h-

e le [ 3 ] divengono 
LI —{- ì p | li-

li2 \ 30 

h- Sx 

Un integrale particolare delle [ 7 ] è costituito dalla soluzione 

1 30 1 dì) 1 3{) 

li - 3x 
V—-

h- 3v Ir [ 8 ] 

Se I"1», y sono le componenti dello spostamento delle onde trasver-
sali . sarà 

3« 23 3v 
— + - ! - + — = 0 
3.v 3 y 3 -

[ 9 ] 

e dalle [ 7 ] consegue 

(As + 7 i s ) « = 0 ; (A g +fr s )P = 0 ; (A., + A 2 ) y = 0 . [ IO] 

L e componenti delio spostamento dipendono da x. y mediante la 
l'unzione e^'*"- con /s g numeri complessi . Si ha 

3 2 fi 

La [-1] diviene 

P o s t o 

si ha 

-—J xì > 
c'.v 3 y 

+ h~—fS g s j i l = 0 

{] = Pe~" + Qb" , 

[ 1 1 ] 

[12] 
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Ma r è generalmente numero complesso, ; = r ' + i r " ; consegue 

{>= P e - r " e' i r " ' -| -Qe r " e""*. 

Vale solo il 1° termine del 2 J m e m b r o , con esponente negativo. P e r -
tanto (J = 0 . Presc indendo dal valore di P . e - p r e - o da 
potremo scrivere 

i>=fc " [ 1 3 ] 

La soluzione part icolare c -prcs-a dalle l_8 J diviene allora 

u = e " ; v=— — e~" ; u = — e " . [141 
Ir /i2 /i-

P e r i termini complementar i , che pure devono contenere e '<fx rgy> 
(•ome l'attori, le [ 1 0 ] divengono 

+ k 8 - / 8 — g s ì a = 0 , ecc., [ 1 5 ] 

per cui, come per la i'- supposta la perturbazione l imitata ad uno 
-Irato superficiale. 

u=Ae~" ; j ì = B e ~ " ; y = Ce~" , [ 1 6 ] 
dove 

s*=j*+g*-k*. [ 1 7 ] 

Po iché i coefficienti nel le [ 16] contengono, quali funzioni di x, y 
i l'attori e <• 'e>. per la [ 9 ] i coefficienti delle [ 1 6 ] dovranno sod-
disfare alla relazione 

i f A + igB—sC=0. [ 1 8 ] 

I valori completi di u, v. u possono ora scriversi 

u = Ae"" , B e " , u = — , 
h~ li~ h~ 

[ 1 9 ] 

in cui I. li, C >0110 soggette alla [ 1 8 ] . 

Passiamo alle condizioni da soddisfare alla superficie l ibera . 
Per z = 0 devono annullarsi le due tensioni tangenziali 

/ \ /9ic dui 

, ./Sv Su 
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Ricordando che u, v, w sono funzioni di .v, y attraverso gli espo-
nenziali ell!C, e lgy si ha 

3v r Su: r 
= ig e — lise = ig e " r z-f igCe~sz , 

3X " h" dyr ° h~ 
die da 

c analogamente per e . 
ox dz 

P e r z = 0 , 7 ; = 7 ; = 0 

a l t r iment i U = L I ' = 0 

H+ìPH'=/=0, cosa avvia, dovendo essere 

2i <rr 2 i fr 
sB = ~ ^ + i g C , sA = +ifC. [ 2 0 ] 

Sostituendo le [ 2 0 ] nello [ 1 8 ] si ha 

cioè 

c(s*+r~+g-)h> + 2r(r-+g°-)=o. p i ] 
Sul p iano 3 = 0. annulla pure la tensione normale 

Na=(\+ipV) fl + 2 fo+ipp') — . 
3z 

Per la [ 5 ] , e quindi per la [ 6 ] , 

- f 2 p ip (À/ - f 2 u') = ; l+iPr=(ii+iPìi')(^-—2\ 

P e r c i ò 

ii~ I 3z \ 
E ' 

3 in r'~ 
= e — s C e sz . 

33 Zi-

La condizione iV3 = 0, corrispondente a z = 0, tenendo conto della 
[ 1 3 ] , dà 

A'2—2li~—2 (i~-\-h~sC)—0 , 

oppure , essendo per la [ 1 1 ] 

r~+h~=f+g" , 

k- 2{,- + fi") 2h"sC—0. [ 2 2 ] 

E l iminando C fra [ 2 1 ] e [ 2 2 ] , otteniamo l 'equazione per la quale 
il tempo di vibrazione (periodo) è determinato in funzione della 
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lunghezza d'onda e delle propr ie là del solido. Si lui 

„ 2 r(f~ + f>a~) . . <•- — ! , e sostituendo 111 11 . 
h*(s*+j* + g*) 

! 2 (f'-+g*)l\s*+ft+gt j + 4 r s ( i / * + g * ) = 0> 

oppure, per la — per la quale s~-\-j~-\-g%=2(f-\-g~)—k~— 

2(*+g~)-k>\~=4,rs(f+g% [ 2 3 ] 

Quadrando la [23 j e introducendo i valori di r2 e s" dati dalle 
[ 1 7 ] abbiamo 

\ 2(r~+g*)-k> C=i6(f<+gr (p+g*-h~) {t*+g*-k*). 

Possiamo scrivere anche 

Ir j 1 - 8 l ± S l + | 2 4 _ i 6 J ' . ! ) ( l ± f } l - 1 6 ( l -

Dalle [ 1 9 ] , r icordando le [ 2 0 ] e [ 2 1 ] , si ha 

VUf+g*)» 
i0 . 

if 
u= e~" -f-

2 ifr il ( 2 r ( f + g s ) 

da 

/i-ir = ÌJ — e " r z + 

s/i- s/i- \ s s + . / s + g 3 * 

S " S S*+f* + g* 

Fra parentesi quadra può scriversi — I L — 
* \ i r~+s'~+g~ 

Analogamente per /(J v. Perc iò , in generale sarà — prescindendo da-
gli esponenziali — 

Ir u = i J ) — -f 

h"v = ig | — e " -f-

- r s I 

**+f*+g* ' $ 
2 r s I e—"' 

125] 

/i'-ui = r ' e 
I 

s~+f + g~ * 

s~+p+g~ I 

Se consideriamo il molo soltanto in due dimensioni , e precisa-
mente nel piano pr inc ipale , possiamo porre g = 0 . L a [ 2 1 ] diviene 
allora 
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a f -16 1 1 — 8 ^ - + 2 4 — 1 6 — 
Ir \ k" ) V 

P e r g.= 0, è inoltre v = 0, e le [ 2 4 ] divengono 

1 h~u = i / i — er " ' 2 r S 

Ir \f 

Iric — r ) e 

Ir ) A' 

e - ; 

O J " 

- -e 
«•+/* ) 

p 

0. [ 2 4 ' ] 

E ' ancora, sempre per g= 0 , e po?lo = T ( radice della [ 2 4 ' ] ) 

Ir 

Ir 
r~ =f '~ — lr—k'-'/~—Ir — Ir ( / 

s-=j-~ l r = l r ( f - l ) 

2rs = 2k~ \ ~ 

.r 

| / f - l ; s>+P=2p-Ir = I r ( 2 f - l ) 

2 r 

Ir 
'• — 1 

2 -, X" 
2 r - i ' v + R 2 - r - i 

L e [ 2 5 ' ] si possono scrivere, introducendo gli esponenziali finora 
-^[tintesi, 

\ 
oppure 

Ir 

k 

li-

ti 

u = i/ • — e 
2 f - l 

V - i J . 
e l e'(i"-: fx> 

[ 2 5 " ] 
9 -, X* 

« f = " l / y . 8 - — ! «• r ' , 
/r / 2 f 1 ) 

SZ ( pifpt-ffx) 

/r J . - . « L ^ - . - I . " = l X — e 

' P t + 

h" 

A: 

P 

2 - r - i 

« + + £ p - u p 

»• /X 
/r 2 X2 

fc8/ 2 r - i ) 

( M / l + p ^ ! 1 V r V 

[ 2 5 ' " ] 
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dove a, fi sono la parte reale e il coefficiente del l ' imaginai io delle 
soluzioni della | 2 4 ' ] , corrispondenti al le onde di R a vici gli e rap-
presenta la velocità del le onde trasversali nel mezzo considerato. 

2 . — Passiamo ora ai valori numeric i . 
Risolviamo a questo scopo la [ 2 4 ' ] , r icordando le espressioni di 

2 
Ir e k~ e nell ' ipotesi di Poisson. Si sa clic A ' = — |i'. Posto 

la ! 24 ' i di\ iene 

Ir 

e - " - 8 t 2 4 - (24 - L6ip) e - 16 ( l - < p ) = 0 [ 2 4 " ] 
dov e 

Ir 
+ 4p* 

8 l j _ ! L j + i 6 p - 81 

15 

+ 16 p 

e con le ulteriori posizioni : 
j 

p = M' + - (i = 1 — 
16 

124' trasforma nel l 'equazione 
4 0 \ . / 5 

f+U 3 

4 4 8 

27 
= 0 | 2 4 " ' ] 

% 
1.5 

1168 

1.4 

1.3 -

1.2 

1 . 1 

1 052 

1 .0 

1 ]JL'= 0,0=0 25 
Z:jJl/jjC= io 
Ò.ju/Jj.'^ 20 

0 0.5 T/jec 

Fig. 1 
Andamento del rapporto Z/H prescindendo dall'as-
sorhimento; andamento analogo, fra gli slessi estre-

mi. nel caso in cui si consideri l 'assorbhnenlo 

L a risoluzione della 
[ 2 4 ' " ] è stata proposta 
al benemer i to Ist i tuto 
I ta l iano per le Appli -
cazioni del Calcolo. 

I risultati dei cal-
coli per vari valori 
del rapporto u/|i' di T, 
sono riportati nel le 
tabelle I , I I e I I I . I n 
esse y e ò sono la par-
te reale e il coefficien-
te del l ' i l luminano del 

rapporto — ; t i j , , 1/A , 

Ry„. I y s , a e [i la 
parte reale e i l coeffi-
ciente dell imaginar io 



co 
II 
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della l a . 2 ' e 3a radice del l 'equazione di Ravle igh r ispet t ivamente . 
Per T >"~ x . qualunque sia il valore di u/tl', si ha 

Y -7— , ' ^ ^ - 1 ^ = 1 , 3 1 6 9 8 8 , 
3 4 4> 

U >_ 3 + 1 3 = 1 , 1 8 3 0 1 3 
4 

che sono — i Ire ult imi —- i valori delle radici del l 'equazione clas-
sica di Rayleigh per (7 = 0 ,25 . 

P e r T y 0 , qualunque sia il valore di ti/Ji', si ha 

Y _.. - L , -/* > .0-162435 , •/» > 0 7 3 0 4 0 6 , u - - > 2 , 1 0 7 1 6 0 . 

3. — Risolta la [ 2 4 ' ] , come da paragrafo 2 . m i sono proposto di 
pervenire ai valori delle al tre grandezze che entrano nel problema 
(assorbimento, rapporto delle ampiezze verticali e orizzontali , ampiez-
za, velocità), l imi ta tamente alle soluzioni corr ispondenti a l le onde di 
Rayle igh propriamente dette. 

Cominciamo dal rapporto degli spostamenti vert icale e orizzon-
tale in superficie. 

Velocita' 
onde di Rayleigh 

1 • in un mezzo ebshcofft,'--otf-o?s) 
2-3 • in mezzi firmo-elastici 

(2: JJ./JLL .JO; S:JU/tU'*zo) 

0 0.2 0.5 1.0 T(sec) 

Velocita' 
onde di Rayieigh 

I - in un mezzo e/as/zeo(jU- od'O.23) 
2-5-4 • in mezzi firmo-e/35/ici 

(Z:N, 
fj.yV/"'-- 5 0 ) 

soj 

Fig. 2 
«) Prescindendo dal l 'assorbimento; li) Tenendo conto dell 'assorbimento 



COM POR T AM E NT O D E L L E ONDE DI HAYLEIC1I ECC. 561 

Posto, nel l 'esponenziale della [ 2 5 " ' ] 

LI' 
t = « + § p - P — "• P 

avremo 

a - { - / b 

a-\-ib 

Sia ancora 

U= 

! | a - + b- - f a , . 1 1 i r + b2 — „ 
o h ' 

I + + « | <i2-|-/>2 —a 

\'a-+b- +a 
V= 

' | u~+b" — a 
Il -- -

se b > 0 

se b < 0 . 

V 

[ 2 6 ] 

e inoltre 

e. 1 + 1 P ' -
I L 

[27] ' 

' / + 2 
'/. I X" n r ' 7 2 — I 

' X" 
h-

Jv 

2 X" — 1 

~ W 

— R+iS 
.28] 

2 X 
2 X" — 1 

•—K'+iS', 

poiché nei casi considerati è sempre b<AI. vale la delle [20 j. la 
quale ha significato fisico solo con il secondo m e m b r o preceduto dal 
segno — . Per tanto , per 2 = 0, possiamo scrivere 

Ir u _ \ 

k ì 

Irte ^ 

' k = ( 

+ i 

R sin p(t + Wx) — S cos p( t + Wx) 

-R cos />(M- JFx) — S s i n p(t + Il x) 

- I V c o s p O IVx) + S'sin p(t + lVx) 

-IV sin p(! If 'x) : S* cos p(t + Il x) 

+ px 

Fat te le posizioni 
Ir 

k-
= Y + iò ; 

I ì i t i ì . IV 

j . . , ] 

+ ' 1 + p t f ) 
[ 2 9 ] 

Vpx 

[ e ' - I Ì+PV-A \ !' / 

[ 3 0 ] 

| (a—y) 2 +(ò p)2 |u-v) 



— CI l- cc 

ro —r <CJ 
CI r—i C-'l 

CI r— i - ci ro 
t - o >2 «-T l-
i - i— t- i -

<M CI CC Cv •O O ve Cn C?\ C\ LO LO LO 

l- r- CI CI i—H I -

ro i—i ce 
cc i— t— 

ci t— i - i - i -
t— i - r -

i— to -y. CI o — 
r - t— i -



C O M P O R T A M E N T O DEI.I .E ONDE DI RAYI .EIGH ECC. 563 

l ' I("- Y Ì " g - i a - " p ) s - ( t t - Y ) . E _ | / y ( g - l ) » + P » + « - 1 

„ 1/1 (« l ) 2 + s - - a - f l 
F= \ —f ; g=CE+DF , /i = C F — DE : 

p / l y - J / l - f o f 

L= -A — 4 . M = — 

9 

N=AK—BJ , 0=BK + A] ; P = CL + DM , Q=--CM — DL , 
consegue ( p e r f 5 < ò ) 

« , j / r - ^ r = c - i d , | / r - i - f.+ì e , 

' I / ~ 7 . . / [ / ^ F - L / ^ 
I r h , ]/ r - l = g+i h ; 2 - I = k + i ./ ; 

— 2 y 2 . = A ' + i O , 

P e r l a n l o 
R - A — A . S = 0 — B ; R' = P — C , S ' = — ( Q + D ) . 

Ovviamente, la parie reale delle [ 2 9 ] è data da 

- — = R sin /)(; + H '.r) — S cos /)(/ + IPA) e 
- Y r . Y I + P ^ j L 

Vpx 

ll~— = \ - I V cos »(/ + r . r ) + S ' sin » ( t + JTx)! e , / . , 
u \ ) v . y i + p 

(*) Per p > 6 è y / z 2 _ ^ Ì = C + i D , g = CE—DF , h = CF + DE • P = C L - D M , 

Q=DL+CM. 
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Nella Tabe l la I V sono contenuti i valori R. R", S , S ' , per vari 
valori di T , in corrispondenza di u/u' = 30 e p/u' = 50. Da essa risulta 
(•he, esclusi i periodi più piccoli (di poco interesse per le onde di 
Rayle igh propr iamente dcLte), .S e -S" assumono valori via via decre-
scenti, tendenti allo zero: trascurabil i comunque nei confronti di 
quelli di R , R \ 

Pertanto, il rapporto dell'ampiezza del movimento verticale a 
quella del movimento orizzontale, da un valore prossimo all'unità 
1,052 per periodi pressoché nulli, tende rupidamerite al valore 1.4-7 
che Le compete nella classica teoria di Rayleigh in mezzi puramente 
clastici; tanto più rapidamente, (pianto maggiore è il rapporto p/ii'. 

4 . — Passiamo alla velocità. Essa vale evidentemente 

I l / I l 

2 

La Tabella \ contiene i risultati dei calcoli per i valori 30, 
50 c 100 del rapporto p/V, al variare del periodo. Si nota subito 
che, da un valore teoricamente infinito per T = 0 , la velocità delle 
onde di Rayleigh in un mezzo fìrmo-elastico tende al valore che essa 
assume in un mezzo puramente elastico col tendere del periodo al-
l'infinito, e 'tanto più rapidamente quanto maggiore è il valore del 
rapporto p/u'. 

Questo risultato era già stato ottenuto nel lavoro precedente ; re-
sta quindi confermato una sorta di effetto della fumo-viscosità sulla 
propagazione delle onde superficiali , che appare come propagazione 
anomala . 

5. — V e n i a m o infine al l 'assorbimento di un mezzo firmo-elastieo. 
Il coefficiente di assorbimento è 

P 1/ I as + l'~ — a _ /' 
, /.. ../,,' \ - < 

• V 
i r / ii 
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F a t t o v„ 3 .3 k m sec . velo-
c i tà media del le onde tra-
sversali j i e l lo s t ra to superfi-
c i a l e terres tre , e assegnati a 
u/u' i valori 3 0 . 50 , 100 ri-
spet t ivamente i ca lcol i han-
no forni to , per per iodi di-
vers i , i valori r ipor ta l i nel-
la T a b e l l a V . 

I periodi Milli corri-
sponde quindi un assorbi-
mento infinito, il quale re-
sta comunque elevatissimo 
/>cr piccoli periodi, confor-
memente ali osservazione ; 
per periodi dell'ordine 20* c 
per ti/ti' = 50 (clic è il vaio-
te più prossimo a quelli for-
niti dall' osservazione), il 
coefficiente di assorbimento 
diviene dell' ordine di 0.000.3. 
che è appunto quello gene-
ral merite osservaIo. 

L ' a t t r i t o i n t e r n o g ius t i -

f ica q u i n d i p i e n a m e n t e l e 

c a r a t t e r i s t i c h e o s s e r v a t e p e r 

le o n d e s u p e r f i c i a l i , le q u a l i Andamento del fattore d'assorbimento 

n e l l a t e o r i a di R a y l e i g h easo K !>'= 50 (Tab. V) 

erano c o n s i d e r a l e c o m e pers i s tent i . R i tengo sia questo uno dei 
tali più notevol i del la r i c e r c a . 

Roma — Istituto Nazionale di Geofisica — Luglio 1918. 

ko nel 

r i l il -

RIASSUNTO 

La ricerca oggetto di questo lavoro, ha condotto ai seguenti ri-
sultali: la velocità di propagazione delle onde di Rayleigh in un 
mezzo firmo-elastico, da un valore infinito per periodi nulli, tende 
rapidamente, per periodi crescenti, al valore che. le compete in mezzi 
jìiiramentc clastici, tanto più rapidamente quanto maggiore è il va-
lore del rapporto u/|i' (u costante di Lamé, u' coefficiente d'attrito 
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interno equivoluminule) ; la firmo-clasticità determina una sensibile 
riduzione della componente verticali' del moto, riduzione che c tanto 

il maggiore (pianto più piccoli sono il rapporto c il periodo proprio 
11/ 

dell onda : per onde originanti con grossi periodi l'azione dell'at-
trito interno sul rapporto delle ampiezze è jiressocché nulla e il mezzo 
si comporta come puramente clastico. La firmo-elasticità JÌUÌI variare 
il rapporto delle ampiezze Z/H da un valore prossimo all'unità 
( 1 , 0 5 ) a 1 ,41 , valore che la teoria Raylcigh-Lamb assegna a quel rup-
porto per <7 ~ 0 .25 . 

La ricerca Ini consentito inoltre di chiarire teoricamente un altro 
aspetto delle onde superficiali finora rimasto insoluto. Nella classila 
teoria di Rayleigh, le onde che portano il suo nome sono considerale 
come libere, persistenti, non soggette ad assorbimento da parte ilei 
mezzo. Ora. Vosservazione prova che l'assorbimento è fortissimo per 
i periodi più piccoli e tende a decrescere rapidamente per raggiun-
gere il valore di circa e - 0 ' 0 0 0 3 per periodi dell'ordine di 20". La nuora 

teoria prova che in un mezzo firmo-elastico (con un rapporto — = 50 
li' 

sec '. conforme alla media dei valori osservatiJ ciò è pienamente 
dimostrato. Ed è sintomatico che le fondamentali caratteristiche delle 
onde di Rayleigh trovino così completa giustificazione in un mezzo 
indefinito non strali ficaio. 
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