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Il calcolo delle deformazioni di una sfera elastica soggetta a forze 
superficiali ed a forze di massa è di notevole importanza nella soluzione 
dì parecchi problemi di geodesia, geofisica e geologia; ciò è stato messo 
in rilievo in molte pubblicazioni precedenti da Love (1911), Mshimura 
(1943), Takeuchi (1950), Jobert (1960), Slichter (1960) ed altri. 

Il primo lavoro sull'argomento risale ormai a più di un secolo fa 
(1854) ed è dovuto a Lamé. La prima trattazione che unisce rigore 
logico a praticità di formule risale appena al 1949 ed è dovuta a G. 
Fichera. In questo lavoro Fichera risolve il problema dello strato 
sferico elastico omogeneo assoggettato a forze superficiali dotate di 
simmetria assiale. Seguiva immediatamente un lavoro di Aquaro che 
generalizzava il risultato precedente togliendo la limitazione della sim-
metria assiale. 

I primi risultati numerici furono dati da Niskanen (1943) allo 
scopo di gettare luce sul problema del sollevamento della regione finnico-
scandinava, ma le tabelle fornite da questo autore, per quanto notevoli 
se considerate in rapporto ai mezzi di calcolo allora esistenti, sono inu-
tilizzabili per le moderne necessità. 

II recente sviluppo degli studi dello maree terrestri che vengono 
ora osservate in circa cento stazioni distribuite in tut to il mondo, ha 
riproposto l'argomento con grande attualità per il calcolo degli effetti 
cosiddetti secondari ed indiretti. Gli effetti indiretti sono causati da 

(*) P r e s e n t a t o al I V S y m p o s i u m sulle Maree Ter res t r i , Bruxe l l es 6-11 
Giugno 1961. 

(**) I s t i t u t o di T o p o g r a f i a Geodesia e Geofisica, U n i v e r s i t à degli S t u d i 
di Tr ies te . 
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forze derivanti da quelle di marea, che quindi hanno gli stessi periodi 
di queste ultime anche se con ampiezze relative e fasi diverse: di questo 
tipo sono gli effetti causati dalle acque spostate dalle maree; gli effetti 
secondari sono causati da forze variabili nel tempo, con periodi diversi 
da quelli delle maree: di questo tipo sono gli effetti causati dalle sesse. 

Nelle misure delle maree terrestri, le variazioni della gravità sono ora 
misurate con precisione superiore a 0.1 fj, gal, cioè circa 0.5% dell'effetto 
totale (*), le deviazioni della verticale con precisione 0.05 m sec cioè 1% 
della deviazione totale (Marassi 1960). Essendo risultato dalle comuni-
cazioni ai recenti Symposium sulle Maree Terrestri (Marassi (1960), Zadro 
(1961), Verbaandert, Melchior (1961), Tomaschek (1961), Bossolasco-Cic-
coni (1961)) che gli effetti indiretti e secondari possono talvolta rag-
giungere punte del 40% dell'effetto registrato, si è imposto urgente-
mente il problema del calcolo degli effetti medesimi. 

I primi risultati numerici utili in merito sono stati dati da Slichter 
e dall'autore della presente nota (1960) nel caso di un modello della Ter-
ra costituito da uno strato sferico contenente un nucleo liquido ed as-
soggettato a forze superficiali dotate di simmetria assiale. In detta nota 
infatti si forniscono gli spostamenti radiali e tangenziali di grado in 
grado per varie distribuzioni di forze superficiali. 

Nei lavori teorici e numerici precedentemente citati, non si tenne 
conto dell'attrazione esercitata sulla Terra dalle masse distribuite 
sulla sua superficie ma solo dal carico che esse esercitano sulla su-
perfìcie stessa (**). 

II risultato di Pichera veniva poi ripreso (1961) dall'autore della 
presenta nota ed esteso alle deformazioni dotate di simmetria assiale 
per un modello della Terra composto da m strati omogenei e da un nu-
cleo, soggetto a forze superficiali, tenendo conto anche dell'azione di 

(*) Ciò è s t a t o o t t e n u t o da C. L. Hage r e da l l ' au to re di ques ta n o t a 
con un g r a v i m e t r o LaCos te R o m b e r g in un ' esper ienza organizza ta in colla-
boraz ione d a l l ' I s t i t u t o di Topograf ia , Geodesia e Geofisica de l l 'Univers i tà di 
Tr ies te e d a l l ' I n s t i t u t e of Geopliysics de l l 'Univers i tà di California, in occa-
sione dell 'eclissi t o t a l e di Sole del Febbra io 1961 a F i renze . 

(**) Tavole pe r il calcolo degli s p o s t a m e n t i radia l i di un modello della 
T e r r a sogget to a forze de r ivan t i d a d is t r ibuzioni superficiali di masse assi-
s immet r iche , sono s t a t e comun ica t e da l l ' au to re di ques ta n o t a al X I Convegno 
dell 'Associazione Geofisica I t a l i a n a a R o m a (1961). U n m e t o d o grafico per il 
calcolo degli s p o s t a m e n t i causa t i da dis t r ibuzioni gener iche di masse su-
perficiali è s t a t o comun ica to da l l ' au to re di ques t a n o t a al F i r s t Wes t e rn 
Na t iona l Meet ing de l l 'Amer ican Geophysical Un ion a Los Angeles (1961). 
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forze di massa derivanti da una distribuzione superficiale di masse si-
tuate sulla superficie esterna della Terra. 

Ma alcuni problemi di geodesia, geofisica, geologia, e fisica dei pianeti 
come quelli delle maree, per ovvie ragioni geografiche, necessitano che 
si consideri il caso più generale dei precedenti in cui sia tolta la limi-
tazione della simmetria assiale. 

Orbene il presente lavoro generalizza i risultati dei precedenti sod-
disfando queste necessità. 

Partendo dai risultati di Aquaro, in questa nota si considera una sfera 
composta di m strati omogenei concentrici e da un nucleo di date den-
sità e costanti elastiche, e, assegnate che siano le forze (o gli spostamenti) 
sulla superficie esterna della sfera, si determinano gli sviluppi in serie 
che forniscono le componenti polari del vettore spostamento. Si trovano 
poi dette componenti anche nel caso che, oltre alle forze assegnate sulla 
superficie, siano presenti forze di massa originate da una distribuzione 
di masse sulla superficie stessa. Colle limitazioni che il loro spessore 
sia trascurabile rispetto al raggio della sfera e il loro potenziale sia espri-
mibile con una serie di funzioni armoniche sferiche. Condizioni che sono 
sempre soddisfatte in quei problemi di geodesia, geofisica e geologia in 
cui la sfera è la Terra o un pianeta e le masse superficiali sono costi-
tuite da catene montagnose, da calotte di neve e ghiaccio, o strati di 
acqua spostati dalle forze di marea. 

1. Sia G un campo elastico isotropo e omogeneo di parametri ela-
stici A e p, schematizzabile nello strato sferico T di centro nell'origine 0 
di uno spazio cartesiano e limitato dalle due sfere 2 i e 2 2 di raggi rx 

ed r2 rispettivamente (rx < r2, rx > 0). 
Limitando per ora le nostre considerazioni al caso che siano assenti 

le forze di massa e indicando con s il vettore spostamento relativo ad una 
deformazione determinata da sole forze / agenti al confrono, le condi-
zioni necessarie e sufficienti per l'equilibrio di G, come è noto si scrivono 

(A + 2 p) grad div s — p rot rot s = 0 su T — FT [1] 

A div s v + 2 p + p v A rot s + / == 0 su FT [2] 
dv 

essendo v il versore normale su FT diretto verso l'esterno. 
Introduciamo ora un sistema di coordinate polari r, q>, col 

centro in 0 

r > 0, 0 < # < ti, 0 < <p < 2 [3] 
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ed indichiamo con sr, Scp le componenti polari di s . In queste ipotesi 
vale il seguente teorema dovuto ad Aquaro: 

Se s è un vettore verificante in T — FT la [1], per ogni r interno 
all'intervallo [rx, r2] le sue componenti sono suscettibili dei seguenti svi-
luppi uniformemente convergenti in ogni insieme chiuso contenuto in 
T — FT. 

00 
2 » 0 

2» 
V , 
0 

Unw(r) Y,<»> 

co 
2 » 0 

2» 

0 
! a Y„<« 
(7.««(r) 

00 
v 

In 
2 * 0 

/7„<*>(r) a T„<*> 
— W,w(r ) 

0 

In 
2 * 0 \ sin # t) gs 

— W,w(r ) 

ar„<*i 
sin $ 5 <p 

ì> Y„<*> 
ì> •& 

[4] 

ove: 

TJmn = rn+1 + A<-k\,„ r~n + A<*>3,n r»-1 + A<*>4.» r-«-2 

F<*>„ =n(n + 1) [£<*>!,» V+1 + Bwt,n r~" + £<*>„,„ r"-1 + J3<*>4ll 

W<«=)„ =n{n + 1) .[Oi*»!,» r» + C<fc>a,» r-»-1] 
[5] 

con 

BW\,n = 

Bmt,„ = 

(n + 3) y + w + 5 J.%.» 
« y + u — 2 n 1 

(2 — w) y + 4 — w 4 % , 
( l + w ) y + 3 + m » 

2w + 1 

Bw 3>B = + 

A<*>4,„ [6] 
» + 1 

Y < * > „ ( # , < P ) = 

4 jr 

2 « + l (n — 7c)/ 

1»(®) , fc = 0 

Va 
2 jr (w + fe)/ 

2 « + 1 (fe — n)! 
~ (n + fc)/ ! TI 

V2 

X,<*> (cosd)8in*0cosfeg>,ft=l,2, ...w 

[7] 
X,<*-»> (cos •&) sin1-" & sin (Jc—n)<p 

le = n + 1, . . . . 2 n 

essendo Xn (cos •&) il polinomio di Legendre di ordine », e 
A W m = Am 3i0 = 0. 

I l teorema può facilmente essere esteso al caso rx = 0 trovando che 
nelle [5] deve essere = = C<*>2,„ = 0 per la continuità 
degli spostamenti nell'origine. 

Le J.<*>i,» sono ovviamente costanti arbitrarie e cosi le (7<*>,i,n. 

2. Abbiamo ora tu t t i gli elementi per applicare il metodo delle 
proprietà integrali alla risoluzione del primo problema esposto nell'in-
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traduzione. Consideriamo perciò una sfera costituita da m strati omo-
genei Ti l imitati dalle sfere di raggi n - i ed n rispettivamente 
(i = 1, 2, . . . m), con r0 — 0 ed f u < re, e siano Xi, pn le costanti ela-
stiche degli strati Ti. Determineremo gli spostamenti s (sr, s#, sq>) dei 
punt i degli strati, assegnate che siano le forze f (/r, fq>) applicate sulla 
superfìcie esterna supposto che la sfera sia in equilibrio ed inoltre 
che vi sia continuità per gli spostamenti ed equilibrio per gli sforzi super-
ficiali P«> (P<fW, Pwr&, P(1>r<p) s u l l e superficie 2< (i = 1 ... m — 1). 
Dovrà perciò essere su 

P<m>rr +fr = 0 , P<"»r# + f& = 0 , PO»,,, + f<p = 0 [8] 

e su (i = 1 ... m — 1) 
Sr' = S i + 1 , S'ft = S i + 1 # , s'<p = Sipi+1 , 

p(s') _ p (*i+1> p(s') _ p(^) _ p('i+1) r o l 1 rr — J rr > ->r{) — > <r<p — J^p L^J 

essendo: 
3 sr prr = 2fi- M r 3 r 

i = 1, 2, 

1 3 r 2 Sr 

m r = Ti 

r2 3 /• + 

Pr# = fi 

Pr(f = fi 

1 3 Sr _ a Sfl jr 
r 3 $ i r 

3 Sro Ir 1 
r - i ! 

3 sin § s& 1 
r s i n # 3 $ 

3 S<p 
r s i n # 3 9o 

[10] 

3 S r 

3 r ' r sin $ 3 cp 

Tenuto conto che, come noto le, Yn
(lc) soddisfano alle relazioni 

a / . „ 3 YnW \ l e ) 2 Yn(ft> a Y»(*) 
5 0 l S m i / 3 # j + sin 2# 3 (p2 

Y„(« 
<p = 2n a Y„(« (p — 2n a Y„<*> 9? = 2ji 

Y„(« 
cp = 0 a 0 q> = 0 a 0 

+ « ( » + !) sin 0 Y„<« = 0 

= 0 

dalle [10] con qualche integrazione per part i si ha che per ogni r nell'in-
tervallo [0, rm] 

1 d (r* Unw n{n +1) d Unfk) 

Prr(s) Y»mdw = 2p d r +A d r 
Vn'"> 

Pr& (S) 

Pr& (S) 

3 Yn'*» 3 Yn"" 
3 0 + ^ sin è dep 

^ d Vn^/r 

a Y„<*> 
sin •& a cp 

d r 

— P, 
a Yn<*> 

rcp 
3 0 

dw = n (n + 1) pi 

dw = + 1) pir 

C»<*> + 

[ 1 1 ] 

jZ ( 1Y„<*> 
r 



3 6 8 M. CAPUTO 

essendo n 2ji 
f f d w = [d& I fam&dti . [12] 

w 0 ip 

Tenuto conto della [8] e [9] si ha cosi per le condizioni di equilibrio 
[2] s u S . 

1 d (r2 t f f j , ) n(n + 1 \ _ 
r*m dr -

„<*> <Z w 

d TJW 

^ Un _ -r* Air a r rm 

= ~ J f r Y n < 

n (n -f- 1) — // TJW [Àm U n,tn 
Tm 

d V^Jr 

+ 77 
U a r„<*> 

s in# 3 § 

n (rc+1) H-m rm 

rm /Un 

dw 

d r 
a Y„<*> 

U . „ + o a 
[13] 

d ( 
Yy n, ni 

dr \ , r 
U 3 , a Y„<« 

— fa sin <> # a # 

ed inoltre per le condizioni di continuità di s e P sulle superfìcie 

S i (i — 1 • • • m — 1) (col simbolo 
+ 

si indica la differenza dei 

valori assunti dalla quanti tà f ra parentesi negli strati Ti e Ti + , per 
r — r{) 

d ( 1 d (r2 Uff 
2 fit —1— + Ài — —— 

dr \ n2 d r 
n(n + 1) (A) 

V n.i = 0 

in 
ri dr 

d y g j / r 
= 0 

[14] 
d | <wZ_ 

~dr* \ r . 

= 0 

— ^ «,» +1 > ' »,t— '«,«+1 > ' 'n,i— ''»,«+! > i •— ri 

ove: 
T(*> _ ^ (*) = r"+1 + -4.2*1,,- r - + + 4 1 ; r— 2 

= (SS?i,,< + BZ,i A + 4*1,i r-1 + 4 1 < r— 2 ) n (« + 1) [15] 

= (01%, r- + r -» - 1 ) » (» + 1) 

sono la generalizzazione delle [4] per lo strato Ti. 
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Per ogni n, k le equazioni [13] e [14] danno un sistema di 6 m — 3 
equazioni lineari nelle 6 m — 3 incognite Af^ i , C f ^ . Le soluzioni 
del sistema determinano univocamente le [15] e di conseguenza le 
[4] che forniscono la risoluzione del primo problema proposto con le 
assegnate condizioni al contorno. 

3. È ovvio che analoga trattazione può essere fa t ta nel caso che 
su 2»> siano assegnati gli spostamenti invece delle forze. In tal caso in-
fatt i al posto delle [8] dovremo scrivere: 

Srm — Sr , S0m = S# , 8<pm = S,p [16] 

essendo sr, s™ le componenti degli spostamenti assegnati su ai e mo-
dificando di conseguenza le [13]. 

4. Veniamo ora alla risoluzione del secondo problema proposto, 
cioè del calcolo delle deformazioni elastiche della nostra sfera nel caso 
in cui oltre a forze agenti sulla superficie siano presenti anche forze 
di massa derivanti dall'attrazione gravitazionale di uno strato di materia 
di densità d (#, cp) ed altezza TI (d, cp) distribuito su 2>«- Se 11(9', cp) è 
trascurabile rispetto a rm allora nel primo membro di [1] si aggiunge un 
vettore F che rappresenta una forza derivante dal potenziale: 

n Iti 

d(&,<p) H ( # ' , ® ' ) s i n # ' 
; Zit~ d cp [:r2 + r2

m — 2 rrm cos y]1^ r 

[17] 

cos y = cos 0 cos 0' + sin 0 sin cos (cp — cp') 

ove e cp' sono le coordinate geografiche dei punti di e G la costante 
d'attrazione universale. 

Se il prodotto d (•&, cp) Il (d, cp) è dato da una serie di funzioni ar-
co 2» 

moniche sferiche £n 2 * An.kT^K^, <p) allora per V si ha notoriamente 
0 0 

l'espressione: 

oo 2rt y n A 

v = + 4 * e 2 » r»<*> v) • M 
1 0 m ~~' 

V = + r2,n G d &' 
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Essendo ora, V espressa, da una serie di funzioni armoniche sferiche 
si verifica che un integrale particolare della [1] è dato da 

= - s. S* - 2 (* + 2) g * —'r"+1 r.o» 
T N 0 (2 n + 1) (2 n + 3) (A, + 2 ^ ) * I 

_ «, 2N 2 Ondi An.k rn+1 3 Y„<*> 
S<# - - 2 * (2 » + 1) (2 » + 3) (AI + 2 R - 1 T T T 

2 G n di An,k r"+1 3 Y »<*> 

[19J 

95 = S n 2 f 0 ( 2 » + 1) (2 n + 3) (Ài + 2 jUi) r»;> sin 

Siy — S'ft = S'r = 0 , Se n = & = 0 

per r4 < r < r i+1, essendo di la densità dello strato sferico Ti. L'in-
tegrale generale Si della [1] con le forze di massa F è quindi dato da: 

Sr' = Sr' + Sr' , S'& = S'# + ì ' f t , 8'<p = S'cp + S'cp [20] 

Per soddisfare le condizioni al contorno su e di continuità per 
gli spostamenti e gli sforzi su (i = 1 . . . m — 1), ci si serve ancora 
delle [8] e [9] dove si sostituisce s1 + g' al posto di s'. Si ottengono così 
6 m — 3 equazioni analoghe alle [13] e [14], che si ritiene inutile scrivere, 
e che determinano le 6 m — 3 costanti che sostituita 
nelle [15] colle [4], [19] e [20] danno la soluzione del problema proposto. 

5. Per provare l'unicità della soluzione in entrambi i problemi con-
siderati osserviamo che, indicando con s*<" (s*v, Hip*1) la differenza 
di due eventuali soluzioni distinte e con p*f (p*\ p*^, p*^) la diffe-
renza degli sforzi associati, notoriamente si ha per ogni strato Ti 

I P*< X S * ' d S i - | P*'"1 X s * h ì 2 h = 2 f WidTi [21] 
r. T-X 

essendo Wi il potenziale elastico: sommando quindi rispetto ad i 

p*M x S*M a = 2 ^ I WidTt. [22] 
ì 

T 1 i 
Siccome su si ha p*m = 0 nel caso degli assegnati sforzi, ovvero 
s*"1 = 0 nel caso degli assegnati spostamenti, segue in tut t i i casi 

m r 
W I D T I = 0 [23] 

e perciò Wt = 0. Questo implica notoriamente che s*' sono traslazioni 
le quali devono coincidere per la continuità degli spostamenti sulle 2 
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Nel caso degli assegnati spostamenti in particolare questa traslazione è 
nulla poiché s*"' = 0. 

6. Un caso di notevole significato è quello in cui le forze applicate 
su 2jm sono date dallo strato di materia di densità d (#, cp) e altezza 
H (#, cp) adagiato su come definito al n. 4. 

Le forze applicate SU 2jjn siano perciò date da 
2 n 

ir = g d(&,<p) HW,cp) = g ^ k A n , k Y„<*>(#)9>) , fo = / = 0 
0 0 

(r3i — r3i~i) d [24] 
g = o i 1 m 

essendo g la gravità su 2™-
Il sistema di condizioni al contorno si scrive per la condizione di 

equilibrio su 2 m 

PTr ( S » ) = Prr [sm + S » ) = — g ^ n 2 * Y„<*> ( # , ? > ) 
0 0 

pr& ( S « ) = Prv (sm + S"') = 0 

S'n) = 0 

[25] 

Prq> (S«) = Pr<p (s- r = rm 

e per la condizione di continuità degli spostamenti e sforzi su 
2 i (i = 1, 2 , . . . , m — 1) 

i . —I + s, 
+ 

= 0 

= 0 

*M + « J . = 0 

P\r (S)j 

K& (S ) 

Kv (S ) 

= 0 

= 0 [26] 

= 0 r =r 

L'integrale generale S' colle forze di massa F (Fr, F&, Fq>) derivate 
dal potenziale V dato dalla [17], tenuto conto della [19], si scrive: 

a 2» 
S r ' = 2 » 2 * 

0 0 

. a 2» 
= 2 " 2 * 

U 0 

i 0= 2n 
S w = 2 » 

r 0 0 

Qi = 

Ul$ + Qi(n + 2)r>+i r „ < » 

+ Qi rn+1 

V^i + Qirn+i 

3 Y„<*> 

3 # 

1 3 Yn<*> 

W<*>. 1 

sin 0 
3 r „ < * > 

3 cp 

sin ^ 

271 G dt A 

Cp 

(2n + l ) (2n + 3) (Ai + 2/tt) rm-*-
Qi = 0 , se le = n = 0 , » = 1, 2, m 

W W a r.'*» / [27] 

se ti ^ 0 , 
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Perciò applicando il procedimento del n. 2, il sistema delle con-
dizioni al contorno diventa, su 2m: 

ìfÀn 
d Uik) 

d r 
1 d r'- U™m 

r2 dr 
n (w + 1) v(k) , 

^ n,m I — 

= — 2[im (n+1) (n+2) Qm rm« — Am Qm 2 (2n.+ 3)r« — f fr Y„« die 
W 

A Vm]Jr v nt.n + T 

d W™ 
dr r 

e su 

2[ti 

dr 

0 

d r 

2 (n + 1) Qm r" 

r = rm 

Ai —— 
1 d r2 U{

n
k} n(n +1) 

d r + 

[ii 

in 

+ [2^ , (^ + 1) (» + 2) + Ai 2 (2w + 3)] r"Qt] 

dV<> 

= 0 

J7<*>. 

+ r -

J _ W g . 
d r r 

d! r 

= 0 

+ 2 (n + l)r"Qi = 0 

= 0 

Vnj + Qi = 0 

< 1 = 0 Ti i = 1,2, m 

[28] 

[29] 

7. Per il calcolo degli effetti secondari ed indiretti nello studio delle 
maree terrestri è sufficiente assumere un modello della Terra costituito 
da un mantello contenente un nucleo liquido (fix — 0). In tale caso inoltre 
le forze di deformazione sono del tipo di quelle assunte nel numero pre-
cedente. Per il calcolo degli spostamenti si procede come segue. Nelle 
formule [24], [25], [28], in cui le lettere affette da indice m indicano quan-
tità che si riferiscono al mantello, m diventa uguale a 2; nella [27] l'in-
dice i assume successivamente i valori 1 e 2, e nelle [26], [29] il valore 1. 
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Inoltre come già detto si assume ^ = 0 essendo il nucleo liquido. 
In seguito a quest'ultima ipotesi si assume anche che gli spostamenti e 
gli sforzi non radiali siano nulli nel nucleo, per cui 

PK P\t<p = 0 [30] 

ed inoltre su 2 i 

p 2 p i -l rr — r r. P 2 ^ = P\a, = 0 r<V r -- r. [31] 

Dei sistemi [28] e [29] delle condizioni al contorno il primo non su-
bisce trasformazione (solo si pone m = 2), il secondo invece si scrive 
per le [30] e [31]: 

ri TTW 

— + A 
dr2 17$ n (»+l) 

y n, 2 + dr \ r2 dr r 

+ 2Q2r"[(2n + 3)A2 + (n + 1) (» + 2),BJ = 

= A, r2 dr r 

TTW Un,2 r d V{
n%lr 

d r 
+ 2 (7i + l ) Q2r" = 0 

dr r 
= 0 

U{
n% + (n + 2)r"^Q2 = + (n + 2)Q1r>^ 

VZ + Q . » * * 1 = Vn\ + Qxr*» 

) [32] 

r = r. 

8. Per il calcolo delle soluzioni del sistema delle [28] (con m = 2) 
e [32] è opportuno fare le seguenti ulteriori considerazioni. 

La terza delle [28] e la terza e sesta delle [32] formano un sistema di 
tre equazioni lineari omogenee nelle tre incognite (4*1,2 ? t'2^,2 » 

> con determinante non nullo (tranne che per n = 1) per cui si ha: 

r ( 4 ) _ Mk) _ p(k) _ . [33] 
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Le rimanenti equazioni delle [28] e [32] 

0,7 d Un* . J 1 ul% »(n + l) w\ 

dr 7 F"'V = 

= — 2pt(n + 1) (n + 2)Q9r» — jL1Qt2pn+3)r* — [frY.Mdw 

dV^/r 0 , " x n 

9 „
 d m 7 1 dr* n(n + l ) (k) 

dr + À 2 \ ^ ~ ~ d r ~ r *n'2 

+ 2 Q2 r» [(» + 1) (n + 2) p, + (2 n + 3) A2] = 
. f i d U[k\ n(n + l) ,M 

= h i -T— F 'M + 2 Q1 r - (2 n + 3) 

[34] 

U„2 d V)k,
2/r 

+ T — ~ d r + 2 (M + r" = 0 | 

U{
n
k! + (n + 2) Q2 = + (» + 2) & r»*1 

vl% + Q2 >-»+1 = Vn\ + Qi rn+1 , r = n 
per ogni neiJc danno incognite 4*1,2 , 4*1,2 , A{

3% , |,,2 , , 
•4*1, ì > particolare per n = fc = 0 il sistema 

(A2 + 2 ^ 2 ) ^ + 2A2 r - A ^ ^ + 2 -

P«*2 = , r = r, [35] 

J TAO) jAk) r 
(A, + 2 pt)- + 2 A2 - ^ f - = - fr dw , r = r2 

f o r n i s c e 4?ò,2 , 4 ° U , 4 ° o , i • 

9. Una speciale semplificazione si ottiene supponendo clie la pres-
sione nel nucleo sia costante 

p i r r = cost. = P [36] 

Dall'integrale 

„ , \ 2 P l/~7t se n = fc = 0 
P1rrYn^dlV= ' [37] 

/ 0 se h ^ 0 , 
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per le [11], segue che per ogni r deve essere 

Ai 

l i 

1 d r* U(
0°\ 

d r 

1 dr*UZ n(n +1) rr{k) 

2 P (/ n se n = le = 0 

[38] 

d r 
7», I '//. —I— I l . „ . 

r ; \ + 2 (2 n + 3)Q1r" = 0 s e / c ^ 0 

ovvero 

3 A^0 T L = 2 P | 7T [39] 

[n + 3 - . ^ A i l , + 2 (2 , + 3) = 0 , K = <» + 3 )y + » + 6 
w y -+- w — 2 

ed infine: 

,., 2PJ/7T 
A M - - 3 A I 

<*, 2 (2n + 3) & 
M + 3 — W /Cj 

Per tanto i sistemi [34] e [35] si scrivono rispettivamente 

„ duZ [ l dr'UZ n(n +1) + ̂  —r 7 r*J = 
= — 2Q2r» [(2W+3)A2 + ( » + l ) ( n + 2 ) ^ , ] — I / , ¥ „ 

[40] 

<*> d iv 

UZ , r dvZIr 
r dr + r — + 2 ( » + l ) Q2r» = 0 , r = r2 

d UZ , . i 1 dr2 »(» + !) 
+ M> ^ ^ - ^ T ^ f ) + ) C U 

+ 2Q 2 r»[ (2w + 3)A2 + (w + 2 ) ( « + l ) ia 2 ] = 0 

t t W J v { h ) I , 

+ 2 ( w + 1 ) ^ r n = 0 ) 

(n + 2 ) Q ì r " - i = + (n + 2) , 

.<*, 2 ( 2 « + 3 ) § x 

m + 3 — w (m+1) Ttx 
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6 17 9 \ , O i , (A2 -f 2/j,2) — — + 2Aa — = / frdw , r = r2 dr r J w 

(A, + 2/ua) + 2A2 ^ = 3A, = 2 P tfT > [ 4 2 ] 

a r r 

tt(°1 _ d <°> r — r <-'0,2 — -"-1,0,1 ) ' — ' 1 • 

Le costanti 4 > , 2 , che si determinano colle [41] e [42] so-
stituite nella [15] colle [6] e [27] danno le soluzioni del problema. 

A queste semplificazioni si può pervenire anche con considerazioni 
di carattere analitico più rigorose. Si è preferito procedere come sopra 
per semplicità di forma e per restare in armonia col metodo seguito pre-
cedentemente. 

È opportuno osservare che se interessano solo gli spostamenti per il 
mantello, le corrispondenti 4> ,2 sono fornite dalle prime quattro 
equazioni del sistema [41] e dalle [42]; tali spostamenti si scrivono 

co In 

SS = S » Sa (VZ + QAn + 2) r»«) Yn 
( k ) 

0 0 
2rt Ak) . „ a r „ * s ^ = S» Sa (n?2 + — — [ 4 3 ] 

0 0 * " / L J 

0= 2,1 lh\ 
V = Sn Sa + 02r»+1) 

3 -

1 a Y n w 

sin § ~òcp 

10. Quanto sviluppato nei numeri 7, 8 e 9 per lo studio delle 
maree terrestri, vale anche per lo studio delle maree di un pianeta, 
compreso il caso che questo sia privo di nucleo liquido ed intera-
mente solido, in cui si deve porre n — 0, nelle formule, con partico-
lari immediate semplificazioni su cui non è necessario soffermarsi. 

RIASSUNTO 

Si considera una sfera elastica costituita da m — 1 strati sferici concen-
trici contenenti un nucleo (solido o liquido) di costanti elastiche e densità pre-
fissate. Si determinano sotto forma di serie uniformemente convergenti, le 
formule che danno gli spostamenti dei punti degli strati nel caso che siano 
assegnate le forze (o gli spostamenti) sulla superficie esterna e nel caso che 
siano presenti anche forze di massa derivanti da una distribuzione super-
ficiale di masse. Si fa applicazione dei risultati ottenuti al calcolo degli 
effetti secondari e indiretti nello studio delle maree terrestri. 
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SUMMARY 

Series expressions are developped for the surface displacements of a 
spherical model deformed by surface traction and by body forces arising 
frorn a distribution of mass over its surface. The model consists of m — 1 
homogeneous alastic spherical shells plus an inner core which is treated 
either as elastic or as liquid. The computation of the indirect and secondary 
effects in the study of the Earth tides is then treated. 
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