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I P A E T E 

RIASSUNTO. — L 'A . riesamina il problema dei «gap-potentials», o 
«potenziali lacunari» nei suoli uniforini, assoggettati a correnti pulsanti a 
bassa frequenza. 

La memoria si divide in 2 parti. La l a consta di 5 capitoli: un primo 
introduttivo, un seoondo critieo, il terzo clie da una nuova valutazione dei 
potenziali scalare e indotto in un mezzo uniforme indefinito, valutazione 
clie si sviluppa nei capitoli 4° e 5°. 

Nella 2a parte si tien conto dell'apporto della superficie del suolo, e 
i capitoli 6° e 7° offrono soluzioni del problema dei « potenziali lacunari» 
del tutto diverse da quelle finora apparse. 

SUMMARY. — Tlie Author reexsamines tlie problem of the «gap-po-
tentials» in the uniform ground, subjects to low-frequency current. 

The paper is divided into two parts: the first is made up of 5 chap-
ters, the I s t is introductive, the 2na critic, the 3rd gives a new valutation 
of the scalar and induced potential in an indefinite uniform means; this 
valutation is developed in chapter 4th and 5">. 

In the second part the apport given by the surface of the ground is 
taken into account, and chapter 6th and 7th give some solutions of the 
«gap-potentials» problem, solutions which are absolutely different from 
those given up to now. 

R£SUM£. —• L 'A . riexamine le probleme des « gap-potentials » dans 
les sols uniformes, avec des currents a tres basse frequence. 

La memoire conste de 2 parties: la l c offre 5 chapitres, un premiere 
introductif, un 2° critique, le troisieme donne une nouvelle valutation des 
potentials, scaler et induit, dans un milieux indefini uniforme, valutation 
qui se developpe dans les chapitres 4° et 5°. 

Dans la 2° partie on examine la contribution de la surface du sol, et 
consiste de 2 chapitres (6e e 7e), et on parvient a des deductions nouvelles. 
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§ 1. - a) Intendiamo riesaminare il problema dei «potenziali indotti, 

P.I., o potenziali provoccdi P .P. , » in terreni omogenei isotropi a piccola 
conduttivita elettrica, eccitati con «impulsi di corrente a bassa fre-
quenza». A cio si riconnettono problemi vari, dalle ricerche dirette del 

petrolio (Elflex), alle ricerche dirette delVacqua tellurica, o di altri «.corpi 

geologici e minerali». 

Gli Autori che si sono occupati di questo indirizzo (Max, Muller, 
Evjen, Horton, Lewis, Belluigi, Yaequier, Buchheim, ecc.) (16), pur im-
piegando sul terreno «correnti impulsive» discontinue (con misure sul 
terreno di yap-potential), banno nel passato formulato teorie riguardanti 
lo studio del comportamento di correnti variabili periodiche continue a 
bassa frequenza, senza conseguire sviluppi teorici defmitivi. 

A nostro avviso e l 'Evjen('-8) clie nxeno s'e scostato da una aderente 
trattazione del problema, conseguendo risultati qualitativi di una certa 
consistenza, anche se talora incerti. 

A parte il ritorno d'interesse che il problema dei (P.P.) sta susci-
tando (v. Yachuier e sua Scuola), la questione off re tuttora aspetti teo-
rici d'approfondimento. 

Si sa quanta importanza abbia l'uso di «correnti variabili», dato 
che quelle continue risentono solo della conduttivita {a) del terreno, e 
si sa come ci si debba limitare alle basse frequenze per evitare l'assor-
bimento conduttivo da parte del suolo (mezzo dissipativo). 

Nei «sondaggi elettrici a bassa frequenza» interessa pero partico-
larmente l'uso di « impulsi discontinui di corrente» con pause, per misu-
rare la reazione elettrica anche di strati molto profondi. Propagandosi 
tali impulsi con velocita flnita (fatto fondamentale messo in evidenza 
dallo Horton), l'eliminazione d'arrivi di corrente, immediatamente dopo 
la trasmissione dell'impulso (raggi diretti, componenti varie parassite), 
dara via libera all'ottica del ritorno dell'impulso e.m. che pu6 aver rag-
giunto notevoli profondita (Elflex). Come pure il flltraggio di altri per-
corsi d'onde e.m. potra permettere il riconoscimento di situazioni diverse. 

Come corrente d'eccitazione l'EKlex impiega elettrodi soggetti ad 
impulsi alternati ( + , e—) , la misura del potenziale alle sonde awiene 
negli intervalli in cui tale corrente viene interrotta, possono impiegarsi 
anche impulsi nello stesso verso, con forme diverse, periodic! o meno. 

La misura del «gap potential», (o del «potenziale lacunare», come 
noi preferiamo denominarlo) da, in sintesi, una somma di componenti 
(da separare e individualizzare con analisi teoriche), per un'adeguata e 
diretta interpretazione delle inomogeneita del suolo, che condizionano 
tali situazioni. 
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L 'Ev jen ha dato una prima teoria approssimata specifica del «gap 
potential» relativa ad un suolo omogeneo, estesa con molte incertezze 
a qualche caso elementare d'inomogeneita. 

Comunque qnest'indirizzo geoelettrico, con l'eliminazione di effetti 
parassiti di prossimita e di singolarita (dovuti anche alia corrente pri-
maria) non potra non riuscire straordinariamente sensibile a qualsiasi 
anomalia insita nel terreno, ovunque ubicata, e per questo merita mag-
giore approfondimento teorico. 

bJ Ripercorriamo anzitutto, questa prima teoria, punto di partenza 
delle nostre ulteriori considerazioni sull'argomento. 

Posto la «densita, di corrente » i = oE (E = vettore elettrico), 
e costante dielettrica, lo «spostamento elettrico » D = sE, E = vettore 
magnetico (fif/M ~ /), fx = permeability m., le equazioni di Maxwell, 
relative ad un mezzo indefinito omogeneo-isotropo si scrivono, con 
l 'Evjen: 

i = curl H = D + Anal) , 1[1] 

crn-1 E = — 1[2] 

div fj.H = 0 , 1[3] 

div D = 4Tir , 1[4] 

dove F = densita spaziale della carica elettrica, a = a/e, rapporto 
tra la conduttivita elettrica a e la e, inverso del «tempo di relassazione» 
r = e/c (t = 2.10-10 sec. per l'acqua marina, 2.10-6 sec. per l'acqua 
distillata). 

Piu a e grande, piu r e piccolo, e le cariche elettriche diventano 
rapidamente impercettibili, per cui e o w i o come riescano evanescenti i 
P.P., nei mezzi minerali metallici o conduttivi. 

Come gia notato dal Planck, la costante e ha importanza prevalente 
per le oscillazioni sufficientemente lente, e per gli stati d'equilibrio. 

Segue dalla 1[3], che esprime la continuita del flusso nr., e l'assenza 
dei poli m. liberi (cariche libere), che il flusso m. puo rappresentarsi 
notoriamente come il « curl» di un vettore arbitrario A, e poiche /x si 
considera costante, si ha: 

R — curl A, (A = «potenziale vettore m.» , p.v.m.) 1[5] 

Sostituendo la 1[5] nella 1[2], si ottiene l'« equazione fondamentale 
per l'esplorazione a bassa frequenza»: 

curl (E + pA) = 0 1[0] 
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il clie implica 

E = — Vcj> + fiA 1[7] 

poiclie un vettore a rotazione nulla, deriva da un potenziale scalare. 
Se le grandezze e.m. sono indipendenti dal tempo, curl E e un 

vettore lamellare, e cioe E = — V<]>. In prima approssimazione per 
frequenze estremamente basse, si puo ritenere: A = 0. 

La 1[7] indica che il vettore gco-elettrico E, in generate e il gradiente 

negativo d'un potenziale scalare < J ) , meno il prodotto della permeabilita 
— > 

m. ji per la derivata rispetto al tempo del p.v.m.: A. 

Sostituendo in 1[1] le 1[5] e 1[7] si ha notoriamente: 

7>/Me • [— Vcj)—pA~\ + A7ia[—V<}>—^A] = curlcurlJ.=graddiv A— 'V s i . 

II p.v.m. e una soluzione dell'equazione delle onde: 

pel + iji/u crA = V 2A 1[8] 

se vale la condizione di Lorentz: 

4tio-6 + 4 = — ( l i v A • 3 [9] 

Applichiamo l'operatore div alia 1[7]: 

div E — — div Vcj> = •— p <>/?>* div J. . 

La derivata rispetto al tempo della 3 [9] da: 

in:o[jl§ + e/u,§ = — t>/«)i div A , 

da cui «l'equazione non omogenea delle onde»: 

div E = — V2tb + inapif + pi? . 1[10] 

La 1[10] dunque si ottiene dalla 1[7], tenendo presente la derivata 
rispetto al tempo della 1[9] (ch'e la condizione di Lorentz), affinche 
il p.v.m. sia una soluzione dell'equazione delle onde, purche la divergenza 
del vettore elettrico s'annulli: 

div E = 0 . 

Basato direttamente sulVequazione di campo di Maxwell, lo « spettro 

di frequenza estremamente basso » pud essere ridotto, in prima approssima-

zione, alia semplice teoria del potenziale scalare. 

La div della 1[1], valevole in un mezzo omogeneo risulta: 

7) fit div I) + in div aD = 0 ; F + Anaf = — Va-D 1[11] 
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in quanto: 

div (fv) =/d i v® + grad / • v = / divu + V/-c • 

Non si esclude inoltre che: 

div D = div (eE) = e div E + E grad e ; div sE = 4nV 

7>fM (e div E + E grade) + ijia- 1/4TT diveJE7 = — Va-(eE) 

Dfit (e div i 1 + EVe) + ae div E + aEVe = — Va-(sE) 

per cui quando Va = 0, o quando i parametri del mezzo sono costanti, 
la densita di volume della carica elettrica, e quindi la div E s'annullera 
esponenzialmente col tempo. 

Se viceversa a = a/e non e costante, il gradiente non s'annulla, e 

la 1[11] mostra clie appariranno nel mezzo cariche spaziali. 

In particolare se il mezzo ha una superflcie di discontinuita in cui 
i parametri cambiano bruscamente da una parte e dall'altra (un in-
sieme di valori da un lato, alt-ro insieme dall'altro), la 1[11] mostra che 
appare una divergenza superflciale, cioe la divergenza puo essere nulla 
dappertutto, ma diversa da zero lungo la superflcie. 

Una densita superflciale di carica s'attiva lungo questo limite, e 
poiche qualsiasi irregolarita nel mezzo, in accordo con la 1[11], importa 
l'accumulo di cariche di volume quando una corrente l'attraversa, detta 
irregolartia provochera una «perturbazione potenziale» P.P. 

§ 2 - Dopo un certo numero di considerazioni basate sull'equa-
zioni di Maxwell, si mostra che ogni «irregolarita di terreno » provoca 
una formazione di cariche elettriche, a causa della variabilita di a e e. 

In un « mezzo omogeneo » una soluzione delle sucitate equazioni di 
Maxwell, e data secondo Evjen da: 

J .1 e_coi 
d> = • • e ~ * ( j e qui unita immaginaria) 2F11 
7 Ana 1 + ju r ' u d b y 1 J 

Wf = ft)2 (r'l + u°- — u) , co22 = to- (/ 1 + u2 + u) , 9 

co" = 2jzoficor2 = quadrato della « distanza numerica ». 

u = costante adimensionale = e//2cr, co = 2nf. 

La parte reale della A rappresenta il «potenziale scalare» dovuto 
alia corrente J cos 2nft. 

Per tener conto dell'influenza della superflcie del terreno sarebbe ne-

cessario ricorrere alia teoria di Sommerfeld, ma date le complicazioni 



468 A. B E I X U I G I 

clie ess a comporta, ci si accontenta qui di una approssimazione per basse 

frequenze. In seguito verrd da noi ripreso in esame questo delicato punto, 

ripartendo proprio dalle posizioni di Sommerfeld, che secondo noi non si 

possono evitare. 

Se per / = 0 si ottiene <j> in superficie moltiplicando la 2[1] per 
un fattore 2 (il clie fisicamente significa clie il suolo si comporta come 
un riflettore perfetto), la stessa cosa e ammissibile (con le riserve dette) 
anche per le basse frequenze. In altre parole sulla superficie si pu6 porre 
uguale a 2 volte la parte reale della (j> cioe: 

A = — (F, cos 2Tift + P 2 sen 2nft) 2[2] 
2na 

1 e~wi 
F, = • (cos co,—M sen co2), 

1 + M 2 r " 2[2'] 
1 e_co2 

F2 = — — ; (sen co2 + u cos co2) . 
1 + m2 r 

Nella prassi col « potenziale lacunare», la corrente d'alimentazione, 
non e per6 della forma J cos 2nft. 

Per ottenere 6 bisognerebbe anzitutto deeomporre questa corrente 
nelle sue componenti di Fourier, e ad ognuna di esse applicare la for-
mula 2[2]. Si ritiene pero che gia il primo termine dia un'approssimazione 
sufficiente. Naturalmente nella misura del «jjotenziale lacunare» viene 
eliminata la parte in fase con la corrente d'alimentazione, il che comporta 
che in questa approssimazione bisogna conservare solo il termine in 
sen 2nft, quello cioe che si trova in quadratura con la corrente immessa 
nel suolo. Si perviene per il rapporto Q dei valori medi del potenziale 
scalare e della intensity della corrente alimentante, all'espressione media 
approssimata: 

Q = FJ2na . 2[3] 

Non viene precisato di che media si tratta nel rapporto Q, ma dato 
il carattere approssimato dei calcoh, non ha hnportanza se si usano 
medie aritmetiche o medic quadratiche. 

La teoria e applicata a misui'e eseguite col classico mctodo Wen-
ner. Indicando con a la distanza delle J onde, quindi 3a quella degli 
elettrodi esterni, si ottiene allora dalla 2[3]: 

Qi = [Ft(a) — Ft (2a)] \na 2[4] 
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Finora si e trascurato completamente il potenziale vettore A, ma 
il suo contribute si puo valutare dalla teoria del dipolo, nel seguente 
modo: 

M <r0ii 
QM = — — CO2 cos co2 2[4'] 

no r 

con M (induzione mutua) costante di online di grandezza unitaria. 
La Q totale, nel dispositivo, diverra allora: 

Q = Qx + Qm. 2[5] 

Data che tutta la teoria e stata impostata per basse frequenze, basta 
sviluppare la Q in serie di potenze della «distanza numeriea», cioe 
di /1/a. Si perviene cosi ad un'espressione del tipo: 

Q = f— (A, + Ajh + Af + •• ) , 2[5'] 
TlfX 

dove i eoefficienti di qucsto sviluppo Au A2... dipendono dal distan-
ziamento elettrodico a. Siccome e difficile che nella teoria approssimata 
le A2, A3..., calcolate dalle formule precedents, abbiano una esatta 
dipendenza da a, si considera solo Questa dipendenza si trova 
facilmente dalle 2[2'], 2[4], 2[4'], 2[5]. Basta porre: 

sen w2 = co2 = co1 — ft) • e-coi = 1 — cox = 1 — a), 

cos co2 = 1 , 

e si ottiene il primo termine della 2[5']: 

A, = e/2 fioW + 1 — M. 2[6] 

Bipetendo l'esperienza con diversi valori di /, si ricavano quelli 
di Q per un preflssato a. Da questi dati mediante la 2[5'], si ricava 
col metodi dei minimi quadrati Ax, A2, A3. .. 

Lo stesso procedimento lo si ripete eon altri valori di a. Le Alf 

corrispondenti alle diverse a, vengono riportate su un grafico dove 
come ascisse sono scelte le grandezze Se la teoria e approssimativa-
mente corretta, questi dati dovrebbero giacere su una retta il cui 
coefficiente direttivo e dato da e/2[io2. Noto a si puo ottenere la co-
stante dielettrica relativa e. Nell'esempio addotto effettivameute i punti 
sunnominati giacciono su una retta. Da questa retta si puo anche 
ricavare il valore di M dalla 2[6] che risulta dell'ordine di grandezza 
dell'unita, il che confermerebbe la teoria. 
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Questa eonferma ha per noi valore dubbio, dato che M non entra 
nell'espressione della Q1 2[4], e quindi non ha nulla a vedere con la 
teoria che conduce alia 2[3] e poi alia 2[4]. 

Inoltre si deduce un valore estremamente grande di s ~ 10s che 
non si concilia evidentemente con lo sviluppo in serie 2[5']. 

Questo eccessivo valore di e e ritenuto possibile, in quanto anche altri 
fattori sperimentali possono rendere plausibile una grandezza cosi alta, 
ma e difficile pronunciarsi in proposito, con argomenti simili. Solo si 
puo osservare che essendo il «potenziale lacunare» molto sensibile alia 

composizione del suolo in una teoria che tiene conto dell'inomogeneitd, po-
trebbero comparire in A1 termini del tipo cja2 che influiscono talmente 
da superare d'importanza il termine sl2pa2a". 

§ 3. - Indipendentemente dalle considerazioni precedenti del § 2 
diamo ora una prima nostra valutazione approssimata del «potenziale 

scalare» in un mezzo omogeneo di piccola conduttivita, generato da un 
elettrodo al suolo che fornisce corrente impulsiva. Fermi restando i 
simboli precedenti, introduciamo la «velocita di segnale» o di propa-
gazione v = c/j/pe nel mezzo considerate (c = velocita della luce). 

S'e visto che la densita di carica F soddisfa l'equazione: 

P + ina.r = 0 , 3[1] 

da cui 

r = y e-±nar 3 [2] 

con y densita di carica per t — 0, a = aje. 

D'altronde il «potenziale scalare» (J) soddisfa l'equazione: 

3 [3] 
c2 c2 s 

che in virtii della 1[8] e con le posizioni di cui sopra, si puo scrivere nella 
forma: 

M — — £ — 4— a <b = — — ye-*nat per t > 0: . 3[3'1 
v2 v2 ' e 

Supporremo ora a piccolo sufficientemente da poter trascurare gran-
dezze dell'ordine di a2. 

Posto: 

<j) = w • e~2nat 3[4] 
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la 3[3'] diventa: 

. 1 •• 47r2a2 47i -OTTni 
—^r v> = — — v e • 3[5] 

Trascurando il termine in a2 la 3[5] diventa: 

Ay) = -L y ye-2nat 3[5'] 

che e della forma « dell'equazione d'onde »: 

Av — y> = — > 3 [ g ] 

di cui e ben nota la soluzione mediante i «potenziaU ritardati». 
Notiamo subito che non e sempre lecito trascurare grandezze del-

l'ordine di a2, tanto clie in una 2a nostra valutazione, (meno appros-
simata s'intende), terremo conto di a2. 

Nel caso di un mezzo omogeneo indefinito la predetta soluzione, 
per la formula di Kirchoff, e data dalla somma d'un intregrale di volu-
me, e uno di superflcie: 

+ CO 

v> = I f f r 1 [fit-v/e + • • • 3[7] 
_L'co 

La distanza q = [(® — f )2 + (y — rj)"- + (z — C)2]1'2. 
L'integrale superflciale, addendo omesso nella 3[7], ha valore iden-

ticamente nullo all'inflnito, come si riconosce considerando la superflcie 
limitante il mezzo, cosi lontana dall'emittore (con emissione solitaria ad 
es. rettangolare) che al tempo 1 nessun punto e stato ancora raggiunto. 

II simbolo [ ] signiflca valori ritardati, e nella / al posto di t deve 
porsi t —- g/v. 

Si abbia ora un elettrodo puntiforme nell'origine, che fornisca istan-
taneamente nell'istante t — 0 la carica q. 

Questo signiflca porre per la densita elettrica di carica 

y = g_d ( m v ) W ) . 3[8] 

(sorgente in un elettrodo puntiforme, y = oo all'origine), d(i) indica la 
«funzione di Dirac», che come e noto, e ovunque zero e inflnita per 
f = 0, in maniera che: 

t00 

f Kmm = i(o), 
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e in generate: 

I j j G(x, y,z-, f , v, 0 (3(f) <5(t?) 3(f) dx dy dz = G(x, y, z ; 0, 0, 0) . 

Inoltre essendo per t < 0 il campo uguale a zero, per la / data dalla 3[6] 
bisogna porre: 

/ < 0, (per t < 0) ; / = 3(f) % ) )e - " « * . 3[9] 

Con questo valore di [/], la 3[7] ci fornisce immediatamente, ricor-
dando la deflnizione della funzione di Dirac, i valori di: 

( y> = 0 , (per t < r/v) , dove r = [®2 + y- + z-f1" 

a 3[10] 
/ ) / ) = - - exp • [— 2na (t — r/v)] , (per t < r/») . 

Dalle 3[10] e 3[5] si ricava per la o: 

( 6 = 0 , (per t < r/v) 

q 3[11] 
/ A = — exp [—2na {2 t — rjv)] , (per t > r/v) . 
( sr 

Se invece che nell'istante t = 0, l'impulso arriva nell'istante r, 
allora basta nelle 3[11] sostituire (< — r) al posto di t, e si perviene alle: 

( 6 = 0 , (per t — r < rjv) 

q 3[11'] 
) 6 = — exp [— 2na (21 — 2x — r/v)] , (per t — x > r/v) . 
\ ' sr 

Si abbia ora una durata dell'impulso T, cioe nell'intervallo 
0 < r < T venga fornita la carica Q dalla corrente J = Q/T (im-

pulso rettangolare). 

Per ottenere le formule relative a questa situazione, basta eviden-
temente sommare (intregrare) gli effetti dei singoli impulsi. Si perviene 
cosi all'espressione per il potenziale <p: 

T 

y = fi>(r)dr , 3[12] 
'o 

essendo 6 dato dalla 3[.ll'], ove al posto di q si e posto J = Q/T. 

Data la doppia deflnizione della 6 (v- 3[11']), occorre distinguere 
tre situazioni: 

a) t < r/v, prima dell'arrivo dell'impulso alia distanza r, 

b) r/v < t < rjv -f- T, momenti seguenti l'arrivo dell'inizio del-
l'impulso ma precedenti la sua fine, 

c) t > rjv + T, momenti che seguono l'arrivo di tutto l'impulso. 
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Nel caso a), essendo la (j>(r) = 0 in tutto l'intervallo 0 < x < T, 

si ottiene rp = 0. 
In b) si ha §{x) = 0 per r > t — r/v, e i ( r ) # 0 per 0 < r < t—-

— r/v + T, quindi la cp si calcola — v. 3[11'] e 3[12] — dalla: 

(p = — • I exp [— 2na (2t — 2r — r/v)] dx . 
o 

Nel caso c) la <j>(r) e # 0 in tutto l'intervallo fra 0 e T, quindi l'in-
tegrazione viene estesa a tutto l'intervallo. 

La cp di conseguenza si calcola dalla: 

T 

<p = — j exp [—• 27ia (21 — 2r — r/v)]dx . 

o 

Eseguendo le integrazioni indicate, si perviene alle eseguenti espres-
sioni per la cp: 

cp = 0 , (per t < r/v) 

cp=-J - [e~2™r/v_e-2na(t-r/v) = = _jL_ s h 2 j i a ( t - - ) . e~2"at ' 
4 Tiar 2nar \ v) 

- (per r/v <t < r/v + T) L J 

cp (gap-potential) = J sh 2naT e-^(2t-T~r/v) ^ (per t > r/v + T). 
znar 

Si noti che per un valore fisso di r, la <j> assume il valore zero fin 
all'istante r/v (arrivo dell'inizio dell'impulso), cresce fmo al momento 
r/v + T (arrivo della fine dell'impulso), fino ad un massimo dato da: 

r „-2^ar/v 
wm = — sh '2naT e~2naT • , 3[14] 

2no r 

dopodiche continua a decrescere rapidamente fino alio zero. 

§ 4. - Studiamo ancora, piu da vicino, il «potenziale scalareo, gene-
rato da un «impulso rettangolare » in un mezzo infinite omogeneo, iso-
tropo, uniforme. 

Introduciamo la grandezza /? = 2na/e, inverso del doppio del 
«tempo di relassazione ». Com'e noto la densita di carica soddisfa la 
equazione differenziale: 

d[j + 2 pr = 0 , 4[1] 
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che risolta da per F in funzione di t 

F = T r e - 2 ^ ^ , 4[2] 

dove Fr e la densita nel momento r. 
Si considera anche qui una carica generata da una corrente J nel-

l'origine delsistema 0[x,y,z), che genera quindi, nei momenti r, (r + dr), 

una densita di carica data da: 

8(x)8{y)8{z) Jdr (<5 funzione di Dirac). 

Nel tempo t ognuna di queste cariche, in virtu della 4[2], dara 
un contributo: 

d(x)d(y)d(z)e-2W-rS> • dr , 

da cui s'ottiene per la densita F : 

t 

I I e-mt-r) dr ; (per o < t c T) 

r = dxdydz • ° 4[3] 
| f e-WM dr , (per t> T) . 

con: 

o 

Eseguendo le integrazioni indicate si perviene per la F : 

r = J8(x)d(y)d(z) • f(t) , 4[4] 

(1 _ e-W)/2p , (per 0 < t < I ) 

m = I 1 
9J 

(e-2PT _ e-pt ; (per t > T) . 

Determinata F, passiamo a considerare il «potenziale scalare « cp clie 
soddisfa l'equazione: 

Posto: 

H v2 M2 v"- U s L J 

(p = - y, . eft , 4 [6] 

e sostituendo a /' l'eguaglianza 4[4] si perviene per la ip alia: 

AV — hv> + £ V = — ^ • 9(f) , 4[7] 
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con: 

\ 2ft {efit ~~ ^ ' ( P e r 0 < < < T ) 

9(t) = j P 4[7'] 

f ^ (eW—1)e-pt ; ( p e r t > T) . 

Si chiede ora una soluzione della 4[7] che si annulli per r = oo, e 
che per < = 0 si annulli insieme con la sua prima derivata parziale ri-
spetto al tempo. Per risolvere questo problema ci serviremo del metodo 
della trasformazione di Laplace. Sia y> la trasformata di Laplace 
della ip, poniamo cioe: 

CO 

yj = I yie-s'dt. 4[8] 
o 

La trasformata della y> e allora data (tenendo conto delle condizioni 
iniziali), da: 

OO CO CO 

j ipe~st dt = (y)e~slj*'— s j %pe~st dt = s + s- j ipe~st dt = s2ip . 4[8'] 
'o 'o o 

Inoltre la trasformata della g(t) e data da: 

T J g(t) e~st dt = ~ | f(e# - et*) e~st dt + {e^ - 1 ) +s» dt = 

"o " " ' o r 4[8"] 

1 [ i . o2 •/52 

Moltiplicando ora la 4[7] per (e-st) e integrando tra 0 e oo, si 
perviene alia seguente equazione differenziale per la ip: 

Ay—\ W = — [1 — «r<H») T] d(x)d(y)d(z) , 4[9] 
V" S jJ 

di cui si richiede quella soluzione che si annulla all'inflnito. 
Ora per s > (5, questa soluzione e nota, ed e data da: 

w = — - — r i — e ^ 1 ^ - • c - ^^ -P - r l v , dover2=«2+2/2+s"- . 4[10] 
s- — p- L r 

Dalla 4[10] si puo, (mediante il teorema dell'inyersione della trasfor-
mata di Laplace), ottenere la ip-. 

ip = — I ip(s) est ds , 4[11] 
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dove L e una retta parallela all'asse immaginario, a destra del punto 
s = /?. Sostituendo la 4[10] nella 4[11], e quest'ultima nella 4[6], si 
perviene per la cp a: 

<p(r, t) = J£r j fi(r, t) — fi(r, t — T), 4[12] 

con: 

t) = r * ( - * — • e ^ ^ r / v ) ; 4[13] 
2tt/ ' (s- — p~) 

dove con f V — /?2 e intesa quella determinazione del radicale che sul 
semiasse s > (i assume valori positivi. 

Anzitutto si puo osservare che l'esponenziale nell'integrale 4[13] ha 
all'infinito, come termine principale, s(t —• rjv) (essendo all'infinito 
ys2 — /32->s)> quindi per t < r/v, si pud deformare il cammino spostan-
dolo verso destra, dove non esistono punti singolari. Questo significa 
che la u(r,t) sara nulla per t < rjv che corrisponde flsicamente al fatto 
che il segnale arriva con la velocita v. La 4[12] si pu6 scrivere dunque: 

<p{r, t) = 0 , (per t < r/v) 

' cp(r, t) = — u(r, t) , (per r/v < t < T + r/v) 4[14] 

I (p(r, t) = [u(r, t — u(r, t — T ) ] , per (t > T + r/v) . 

In seguito nello studio della u(r,t) possiamo percid limitarci al 
caso t > r/v. 

Anzitutto effettueremo nella 4[13] un cambiamento di variabile per 
renderla piu semplice. Posto: 

s = £ (z/k + k/z) , 1 S2-£2 = \ (z/k -k/z) , 4[15] 

k2 = (< — r/v) / {t + r/v) , a = ft j't2 — r2/v2, 

la 4[13] diventa: 

ke-Pl f clz a U + 
u(r ,t) = — — — — e2 V 2) 4[16] 

nrf J (a2 — 7c2) 

essendo ora L una retta parallela all'asse immaginario a destra del 
punto z = lc. 

Essendo a > 0, si puo sostituire questo cammino (deformandolo 
verso sinistra) con uno limitato e chiuso, che raccliiude nel suo interno 
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i piniti z = 0 ± 7c; questo percorso (preso in senso antiorario) s'indi-
chera con L'. Ora dalla teoria delle funzioni di Bessel e nota la formula: 

~ (a+zltz) 
e2 ' = 2 Z" In (a) , 4[17] 

CO 

dove In{z) e la funzione di Bessel modiflcata (o la funzione j~n .J„ (jz) 

d'ordine n). 
Per calcolare la u(r,t) basta quindi sostituire la 4[17] nella 4[16], e 

integrare termine a termine limgo la curva cbiusa L'. Ora s'osservi 
che per n ^ 0 si ha: 

It £ zn 

. — TV dz = 0 4 [18] 
71] J Z 7c2 L 

ottenuto immediatamente sostituendo L' con un cerchio il cui raggio 
tende all'infinito. Per n > 0 quest'integrale invece e uguale alia som-
ma dei residui nei poli 7c e — 7c, cioe si ha: 

* <P T ^ r & = ^ <fc ~ 7- (b * * = * - ( - *>-. 
7i] J z2 — 7c2 27i] J z — 7c 2n] J z + 7c 

L' L' L' 4[18'] 

Tenendo presente la 4[18] e la 4[18'], si ottiene immediatamente, 
dalle 4[16] e 4[17] la: 

w - ' T h ^ ^ - ^ A ' r - Z ) 41191 

La 4[19] e una serie che per valori non molto alti di y3>Jt2 —- r2/v2, 

converge benissimo. I valori di I2B+1(a) si possono ricavare da quelli 
tabellati di ! „ ( « ) e IL(a), mediante le formule ricorrenti: 

I, (o) = (1 +8/a2) Ua) — 4 I0(a) 
4[20] 

1 &-W.1 V). 
I ( « »+ i . ) = ( 2 » — 1) 

1 8 n 

n— 1 a2 l2»-l (a)— — l2n-3(a) • 
11/ JL 

Le 4[20] si ottengono dalla nota relazione: 

2v 
Iv-i(a)—Iv+i(o) = — Iv(a) . 

CI 
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La l a delle 4[20] si ottiene applicandola per v = 1 e per v = 2, 
ed eliminando la I2. La 2a delle 4[20] si ottiene invece applicando la 
formula menzionata successivamente per v = 2 n — 2, 2 n — 1, 2n, ed 
eliminando le J2», 12,1-2- Del resto nelle tavole si trovano anche i va-
lori di I3, I5, I , per cui la prima delle 4[20] non serve, mentre la seconda 
basta apphcarla a partire da quel valore di n per cui non esistono 
piu tabelle. 

Per alti valori di n basta per la I „ usare l'asintotica: 

a» gl'a2 + »2 
*-(« )=? 4- - • 4[21] 

y271 + w2 + V a " + w / 

Per valori di a piuttosto alti, la 4[19] converge lentamente, ed e 

conveniente determinare un'espressione asintotica. 

Si parte di nuovo dall'espressione 4[16], cambiando la variabile z in: 

a = C + V C 2 — 1 - 4[22] 
Essa diventa allora: 

ke~r ea^ ds 

u M - [ V F = T T ( I - " i ^ f ' V F - ' 4 1 2 3 1 

dove L e una retta parallela all'asse imaginario a destra del punto f = 1, 
e *JC2—1 indica quella radice che e positiva per valori reali di £ > 1. 
In questo integrate si pud deformare il cammino d'integrazione in 
uno chiuso, che aggira in senso antiorario il segmento dell'asse reale 
— 1 < £ < + 1 . In altre parole quest'integrale si puo scrivere 
come dilferenza di due integrali estesi all'intervallo — 1, + 1, 
il primo immediatamente al disotto dell'asse reale, dove 

— j aJi—£2, il secondo al di sopra dell'asse reale dove 

Si ottiene cosi per l'espressione integranda della 4[23]: 

ft I e^P 1 _ 

i [ — j (1 + k") V w 2 + C ( 1 — ' — j V i — 

e>ap 1 

j (1 + k2) V i — c2 + (1 —a 2 ) c j V i — C 
2 k (1 — k2) C eaZ 

(1 + 7c2)2 — 4 k2 C2 ' Vl-C- ~ 

1 —7c2 

4[24] 

1 + 7c2—27cC 1 + 7i2 —27i£ 
ea-

V'l C2 
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e quindi per la u(r, t) l'espressione: 

4[25] 

(1 — h -yW 1 1 1 \ eat 

U{r> 4) = " 2nfi I [l + k'-2kC~l + t'+2 r j Vl^F 

Posto ora: 

1 — Tc . 2 J h 

la 4[25] diventa: 4[26] 
u(r, 

e"^ (X } e~2ax dx . / dx 

71P | xl0** + a>t V i — 6 V 1 — V 1 — j 
Osserviamo clie per grandi valori di a il contribute principale 

nei due integrali proviene dal punto x = 0, dato che in questo caso il 
fattore esponenziale decresce molto rapidamente. Inoltre non avendo 
il limite snperiore molta influenza, si trascurano le grandezze dell'ordine 

e-2°, e lo si puo quindi cambiare in | e~"ax f (x) dx e in I e~~ax f (x) dx . 

o o 
Consideriamo anzitutto il secondo termine. Dopo quello che si e 

detto, si pu6 sostituire il fattore: 

1 1 

1 — X'x' *Jl—x-
, col suo sviluppo in serie di Taylor, ottenendo 

1 » ( 2 « — 1 ) ! ! . 1 « „ , 
= S — 5 — 7 — ®2" ; ; — = S %2" ®2B ; { l—x 2 ) 1^ o 2«nl ' l — x-x"- 7 ' 4[26'] 

dove ( 2 » — 1 ) ! ! = 1 .3 .5 . . . (2n—l) ; (— 1 ) ! ! = 1 

da cui, per il teorema di Cauchy si ha: 

r = 4 [ 2 7 ] 

ove si e posto: 
" — 1 ) ! ! 

/=o 2>j\ 

Sostituendo la 4[27] nel secondo termine della 4[26], e considerando 
che per grandi valori di a si ha: 

I x-n G~-az dx ~ I x2n e--ax dx = ^ , ^ " * 4[29] 
I I 2n+1 (2a)n+1* 

o o 

Pn (X) = S 2sTl~ ' 4[28] 
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si perviene alio sviluppo asintotico: 

1 

r e-2ax dx i- ® 

J 1 — xWjl—x* 0 

{ 2 n ~ (%) . 4[30] 

Per ottenere un analogo sviluppo del primo integrale osserviamo 
anzitutto clie bisogna variare il procedimento, dato che X pud essere 
talmente piccolo da non permettere lo sviluppo in serie di Taylor del-
l'espressione [ l j (y2 + A2)]. 

Cambiando la variabile e ponendo: 

si ottiene allora: 

1 
e~2ax 

x — Xy , b = X *j2a , 

1/; 
dx 

J X"- + x2 ^/i—^ j y2 + 1 y^l—X2 

Sviluppando il radicale in serie di potenze: 

g-b-y dy 
4[31] 

1/sll — X- r 
^ (2n — 1)! , 
s „, • y2n, o 2 " • 11! 

si perviene al seguente sviluppo asintotico: 

JX2 + x2 -\-x2 0 2 - • » ! 
4[32] 

essendo fn (6) dato dall'integrale (si sostituisce di nuovo il limite su-
periore con + 00, trascurando i termini dell'ordine e~2a): 

fn (6) = I (y2n • e-"V) I (y2 + 1) • dy . 4[33] 
0 

Per determinare la /„ (b) osserviamo anzitutto che si ha: 

: — i ) » = ( — 1 ) " 
y y2n-

y2 + 1 y- r 
7 — £ ( — 1 )'y*> 
i i=o 

e quindi sostituendo nella 4[33], e tenendo presente la 4[29] (con b-

al posto di 2a) si ottiene: 

fn[b) = (—1)» fo (b) — ]'n V (— iy 
( 2 j — l ) ! ! j 
2i+i . &2J+1 4[34] 
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Rimane da determinare la /„ (b). Si ha: 

re~ (ir+i>&-
u (6) = - r r r *y, J y2 + 1 

o 

che derivata rispetto a b da: 

j 

[/„ (b) e-62] = —2b j e-oV-"' dy = \'n • e~b2 , 
db 

o 

da cui si ricava: 

f„ (b) = \'n e"2 I e~x2 dx = ]/n e»2 ['-— — / e~*2 dx], 4[35] 
b 0 

quindi la /„ (b) si esprime mediante una funzione tabellata (funzione 
di Gauss). 

Eaccogliendo i risultati 4[26] - 4[35], si pud scrivere la formula 

asintotica di u(r, t) per grandi valori di [/Jj t2—v2/r2]. 

Posto: 

_ AJt+r/v — —rjv 

2 i^t2—r2jv2 

2 iJt2—r2lv2 

"X, — — — ^ 

«Jt+r/v + *Jt—r/v 

b = l/|- {Jt+ijv— *Jt—rjv) , d = *J 2/3 • "Vt2—r2/v2, 

(2n—1)!! » (27—1)!! 
„ „ (~\ _ - — 1 V - L ± l y2 (n-i) qnW- 2 n + 1 2,o 2 l j l / 

(Or, 1 \ M 1 »-i (2i 1)11) 
= ( - 1 ) n S r ^ j f c W — s o ( — l y P e r w < 1 

co b 

g0(b)=eb2fe-*2 dx=eb2^~— j e-2 dx) 

b 0 

si ha per lo sviluppo asiutotico di: 

u , ^ 1 —P(t-<Jt2—X2/V2) ( 1 « . ... ,<Z"(Z)i /rngi 

P V7I [ X 0 ) 
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Diamo i primi termini dello sviluppo asintotico. Si ha; 

1 
il V 

q» = 
3 / 3 / 3 1 \ 

I s + 2 X + X ' ft 

4 \ 2 

= 16 \ 16 

91 
1 

2 b 

9z = 16 

•9o(b) 

1 

2b 

92 = ' 

4 63 

So(b)-

8 ^ 

1 

2 b 

9o(b) 

_ 1 

4 63 

Si osservi inoltre che avendosi per alti valori di b: 

°> (2n—1)!! 
9o(b) ~ S ( - 1 ) " 3„+1&2,+1 4[37] 

si puo, per grandi valori di b, sostituire la g„(b) coi primi termini dello 
sviluppo asintotico dato da: 

9«(b) 
( 2 n — 1 ) ! ! • 

n\ (2 b)2n+l o 

§ 5. - Completeremo le formule dedotte nel § 4 per il potenzia-
le, per il caso (it > 1, nell'ulteriore ipotesi r < vt, considerando tempi 
che oltre ad essere grandi rispetto al «tempo di relassazione», sono 
anche grandi (o le distanze sono sufficientemente piccole), rispetto al 
tempo di arrivo del segnale. Siccome generalmente il «tempo di relas-
sazione » e dell'ordine: 

(10-8, ID-6 sec.) 

mentre per qualche centinaio di metri il tempo d'arrivo del segnale e 
dell'ordine di If)-6, 10-5, questo signiflca che teniamo conto di misure 
fatte non prima di qualche decimillesimo di secondo dopo l'inizio del 
segnale per il « potenziale diretto », o dopo la sua fine per il «potenziale 

lacunare». 

Terremo inoltre conto, almeno per ora, della presenza della super-
flcie del suolo (su cui s'opera), aggiungendo un fattore 2 nel potenziale <j> 
(come in precedenza). 

Conservando le notazioni precedenti, e posto: 

v (r,t) =2/3 u (r, t) 5[1] 
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in maniera che v(r,t) risnlti una grandezza adimensionale, si ottengono 
per il «potenziale diretto» e per il «potenziale lacunare» le: 

A = —'^ - • v(r,t), per — < t < T + —, «potenziale diretto », 
2nar v v „„, 

J r [ 1 

= — [v (r, t)—v (r, t— T)], per T + — < t,« potenziale lacunare». 
2 7i or v 

Supporremo, come si e detto: 

a) fit » 1 ; b) rfvt < 1. 

Nell'ipotesi a) si e giii dedotta, nel § 4, una formula asintotica di 
cui ora scriviamo i primi termini (cioe i primi 2 termini della prima 
sommatoria e il primo termine della seconda - dalla formula per la 
u(r,t) -). 

Col significato dei simboli ivi specificato si ha: 

00 

v(r,t) = f - ( l - J /I2] I e~*2dx + -j--
/ X2 

I 2 bx - d) 

Specificliiamo i parametri contenuti nella 5[3] nell'ipotesi b). 

Conserveremo nel primo termine della 5[3], termini fino al 2° ordine, 
nel 2° solo quelli di prim'ordine. 

Si lianno anzitutto i seguenti sviluppi: 

per grandezze a meno dell'ordine (rfvt)* si ricava: 

a meno dell'ordine (r/vt)3: 

I = \ (r/vt), 
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da cui, in delinitiva a meno di grandezze dell'ordine [r/vt)*, si ha: 

tK'-H-
Per la b) si ottiene in 2a approssimazione: 

b = ' 
_P_ r 
21 ' v 

Introduciamo la grandezza: 

r M~ p 

1 + - (r/vt)'' 

^ v \ 2t c }' 

r | j 71/10 

t 

dove se o e misurata in mho/m., e r in metri: 'Q = 

Mediante questa £ si ha: 

X = 6 = f + 4 pt 

Ora nel 2° termine della 5[3] si pu6 porre inoltre: 

X = 1, 6 = C, 

per cui esso diventa: 

d = ^J 2 pt, 

e sviluppando in serie di Taylor otteniamo: 

f + ± JL 
4 

e-*2 dx= e~x2 da? — — 1 C3 „ - f 
4 

Introducendo inoltre il «tempo di relassazione» 

1 £ 

2 P 4:71(7 

si ha: 

, dove a e dato in mho/m 

e • 10-11 

0,36 7i a ' 

5[4] 

r | J nno 

1000 10 t ' 

5[5] 

5[6] 

5[6'] 
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perveniamo finalmente per la v(r, t) alia seguente espressione: 

C 

v(r,t)= 1 I e~*2 dx — — • - f e-'2 ( 1 + 2 £2)• 5[7] 
V?r J 2 t^n 

o 

Se anche f e abbastanza piccolo, il che praticamente awiene sempre, 
si puo dare alia v (r, t), a meno del termine dell'ordine f5 la forma: 

v (r, t) = 1 — (f — C3/3) — 0 C/21 Jn, 5[8] 
V71 

dove nel 2° termine si e anche trascurato il termine d'ordine supe-
riore 6 

Si noti che essendo il 6° termine della 5[8] funzione semplicemente 
di f , si ha il risultato che il potenziale sara nelle nostre ipotesi solo in 
2a approssimazione dipendente da s. Infatti s entra solo nel tempo 0 

di relassazione. 

I. - II potenziale diretto. 

Esso e dato da: 
t r / n , 9. 

5[9] 6 = J 
Y 2 Tzar 

a u i + J L p 
*Jn \ 21 / 3 

11 1° termine rappresenta il potenziale d'una corrente stazionaria di 

intensita J; il 2°, essendo f proporzionale ad r, una correzione indipendente 

dalla distanza, il 3° rappresenta una correzione die cresce col quadrato 

della distanza. 

In misurazioni tipo Wenner (dove viene rilevata solo la d.d.p., 
difl'erenza di potenziale), il secondo termine non dara contributo, mentre 
il 3° dara un contributo talmente piccolo (C e dell'ordine 10_1,10-2 per 
distanze di qualche centinaio di metri), da non influire sulle misure. 

II «potenziale diretto» quindi anche per T dell'ordine di qualche 
decimo di sec. sara dato essenzialmente dal potenziale di una corrente 
stazionaria della stessa intensita. 

I I . - II « Potenziale lacunare». 

Esaminiamo il « potenziale lacunare », misurato in un tempo r dopo 
la fine dell'impulso. Si ponga cioe, nella seconda delle 5[2] 

t = T + r 
ed inoltre 

v =r/(r + T) . 
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Indicando ora con f l'espressione 5[4], dove al posto di t si 
messo r, si ottiene per la <j>: 

«b = 
in or 

_ 1 
( i — V v ) C ( 2 — o m — - ( i — V " 3 ) ? 3 . 5[10] 

Anche qui il primo termine rappresenta una grandezza costante, che 
quindi non compare nelle misure di differenza di potenziale. Se si usa 
ad es. il dispositivo Wenner per eseguire tali misure, con distanza di 
sonde a e distanza tra gli elettrodi 3a (beninteso che le correnti ai 
2 elettrodi si mandino contemporaneamente colla stessa intensita e di 
segno contrario), il potenziale e dato da: 

cp = 2 [<j> (a) — cp (2 a)] . 5[11] 

Utihzzando la 5[10] si ha: 

9> = ~ o ~ ~7= • ( ! - V*3) f 3 5[12] 
2 n a i 

dove con f s'intende la 5[4], r e sostituito con a, t con r. Come s'6 gi& 
detto f in gcnerale sara del'ordine di 10~2, 10-1, dipendentemente dal-
l'istante dopo la fine dell'impulso in cui vengono fatte le misure del 
potenziale, dalla distanza, e dal a. Per bassi valori di a detto potenziale 
scendera anche a 10 

C'e da aspettarsi cioe che se il rapporto A/J e dell'ordine Yolt/Amp., 
per il «potenziale cliretto», esso sara dell'ordine del microvolt/Amp. per-
il «potenziale lacunare». 

Inoltre dalla 5[12] risulta che detto potenziale nella configurazione 
Wenner da un contributo positivo crescente con la distanza. Nelle mi-
sure d'Evjen questi risultati non sono affatto rispecchiati. 

E vero che l'ordine di grandezza del rapporto §/J e di qualche micro-
volts/Amp., e che quindi i dati sarebbero difflcili ad interpretarsi come 
un « potenziale diretto » (cioe un impulso rifiesso che arriva con un certo 
ritardo), essendo il valore di <j>/J del «potenziale diretto» dell'ordine di 
Volt/Amp. per i dati considerati dall'Autore. Questi tenta d'interpre-
tarli come indice di una costante dielettrica e dell'ordine di 108. A parte 
l'inconsistenza flsica di una simile ipotesi, ci sono altre ragioni che 
l'escludono. Infatti si tratta sostanzialmente di attribuire al suolo un 
«tempo di relassazione» d piuttosto grande. Coi dati di Evjen 0 risulte-
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rebbe dell'ordine di 10 sec., quindi assai superiori alperiodo usato. Nella 
nostra teoria bisognerebbe quindi per la v(r,t) usare le formule del 4° 
paragrafo dedotte per piccoli valori di f) ^ t-—r2/v-, cioe quelle che espri-
mono I mediante le funzioni di Bessel. Ora da queste formule si vede 
che nell'ambito della loro validita, il «potenziale diretto» risulta dello 
stesso valore di quello «lacunare ». 

I I risultato non cambiera in modo essenziale se ad un impulso si 
sostituisce una successione d'impulsi alternati. II fenomeno e anche fisi-
camente evidente: un «tempo di relassazione» di un ordine uguale o 
superiore alia frequenza degli impulsi, avra come effetto di livellare la 
corrente, di far sparire cioe qualUnque differenza qualitativa tra gli 
ordini di grandezza della corrente «diretta » e quella «lacunare». Sarebbe 
stato quindi facile verificare la presenza di un alto «tempo di relassazione» 
mediante la misura anche del «potenziale diretto». Ora se un fenomeno 
simile si fosse effettivamente presentato sarebbe stato difficile non no-
tarlo. Infatti una cosi forte riduzione del « potenziale diretto », in un rap-
porto di quasi un milione in confronto col potenziale della corrente 
stazionaria, sarebbe difficilmente sfuggito all'osservazione. II disaccordo 
non pud quindi essere spiegato con un cosi alto valore del «tempo di 
relassazione». 

Per spiegare il disaccordo rimane da vedere aneora l'influenza che 
sul <( potenziale lacunare» puo avere la limitazione superficiale e l'atmo-
sfera sovrastante alia superficie del suolo. Infatti si e fatta l'ipotesi (che 
e soddisfatta nel caso di c.c.) che il problema pu6 essere trattato come 
se si trattasse d'un mezzo omogeneo che riempie tutto lo spazio, salvo 
moltiplicare i risultati per 2. C'e da aspettarsi che la correzione 
sia piccola fino a quando la frequenza si mantenga piuttosto bassa 
(T piuttosto grande). Questo significa flsicamente che vengono comple-
tamente trascurate eventuali cariche che si formano sulla superficie 
terrestre. Ora e evidente che per quanto piccola possa essere questa 
influenza della superficie terrestre sul «potenziale diretto», la eosa si pre-
senta in maniera completamente diversa per quel che riguarda il «po-

tenziale lacunare ». Infatti quest'ultimo e talmente piccolo nella nostra 
teoria del mezzo omogeneo indefinite, che la correzione provocata dalla 
presenza d'una superficie sulla quale si possono formare delle cariche 
superficiali, pud dar luogo a delle correzioni piccolissime per quel che ri-
guarda il «potenziale diretto», ma notevolmente grandi in confronto 
al «potenziale lacunare» sopra calcolato. C'6 da aspettarsi che buona 
parte dell'andamento del «potenziale lacunare» sia dato essenzialmente 
dalla discontinuita della superficie terrestre. Si puo quindi intanto con-
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cludere che per interpretare questi dati e necessario sviluppare una teo-
ria tipo Sommerfeld, che tien conto della superflcie terrestre. Solo allora 
potremmo trarre delle conclusioni attribuendo un eventuale disaccordo 
rispetto alle inomogeneita del terreno. Questo sara sviluppato nella. 

In questa I I Parte diamo una teoria del « potenziale geoelettrico » 
a cominciare da quello generato da un elettrodo alimentato da una 
«corrente a gradino in suolo omogeneo, tenendo conto delVeffetto della 

sua superflcie, potenziale misurato in decorsi di tempo grandi rispetto 
al «tempo di relassazione ». 

In realta in genere s'adopera una corrente ad andamento rettan-
golare, ma questa si pu6 considerare quale una sovrapposizione di due 
correnti a gradino di uguale intensita e di segno contrario, reciproca-
mente sfasate della durata dell'impulso. 

A differenza di quanto svolto nella Parte I terremo particolar-
mente conto dell'influenza della superflcie terrestre sulle grandezze elet-
triche in oggetto d'esame. 

Identiflcata la superflcie orizzontale del suolo quale piano (x,y), la 
verticale verso il basso come asse z, immagineremo che il flusso di cor-
rente venga fornito mediante un cavo verticale indefinito percorso da 
una data corrente I . 

Tutte le grandezze fisiche vengono considerate, come nella Parte I 
nel sistema elettrostatico C.G.S., permanendo gli stessi simboli. 

Com'e noto con correnti paralleli all'asse z, e superflci delimitanti 

i diversi mezzi paralleli al piano (x, y), il c.e. E e il c.m. H, si possono 
esprimere mediante un potenziale elettrico scalare (ip) e un potenziale 
vettore parallelo all'asse z: 

Parte I I . 

I I P A E T E 

A (Ax = 0, Ay = 0, Az = 0) 

M>_ _JL I 
~BZ C 

6[1] 
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Per di piu i e y soddisfano le: 

. . ue r iuajt ; 471 
A A — — A — —- A = — J 

c2 c2 c 

. ue .. iuan . 4jr _ 
6[2] 

(J = densita di corrente, F densita di carica), mentre tra A e y> inter-
cede la relazione: 

£ + + ̂  = <"> 
Sulla superficie di separazione di due mezzi, la nota condizione di 

— > — > 

continuity per le componenti tangenziali delle E e A , si traduce, in virtu 
delle 6[1], nella condizione che su tale superficie le funzioni yi ed A deb-
bono rimanere continue. Al loro posto conviene spesso introdurre una 
uniea P (componente lungo x del vettore di Ilertz): 

i )P 
w= — —, A = c-1 ( eP + 4noP) . 6[4] 

O Z 

Con questa posizione la 6[3] risulta soddisfatta identicamente, men-
tre dalle 6[2] discendono per P (nell'ipotesi che per t = 0 il campo e 
assente), le: 

t 

AP — juec~2 P = in e-1 \ J dt (a = 0) 
6 6[B] 

AP—[iec-2P = + inoc-2 P . (a 0) . 

Le condizioni di continuity tra due mezzi diventano in virtu del-
le 6[4]: 

/aP \ _ / ' 3 P \ 
| \*z)+ ~ \ lz~). 6 [6] 

e+ • — + 4na+P+ = e- • + 4jrcr_P-. 
t>t o t 

Applichiamo al nostro caso quest'equazione, ipotizzando che la cor-
rente I sia funzione solo di t (e non di z), distribuita uniformemente 
in un cavo sottilissimo circolare di diametro a -> 0. 

Di conseguenza introducendo la funzione Ax, definita dalle: 

( 1 per 0 < x < 1 
Ax=\ 6[7] 

I 0 per x < 1, 
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posto: r2 = x2 - f y-, la J diventa: 

I(t) 
J A 

Tea* \ a 
6[8] 

Poiche il sistema presenta simmetria di rotazione rispetto all'asse z, 

la P , dipendera oltre che da t, solo da r e z, e si perviene alle: 

r-x J . (r*L\ + = - 4 a - M j l (t) dt 

o 
3 r \ 3 r / 3 a2 

per z < 0, (atmosfera); 
6[9] 

IP \ 32P 
Y z 2 

• e <r2P = 4yrorc-2P, 
3 r \ 3 r J 

per z > 0, (suolo). 

La (P ) deve inoltre obbedire alle condizioni di continuita: 

— ) 

3P\ 
3 t ) +o 

3 P ' 
3 2 /_„ 

/3P 
-f- 4 7E CT (P ) +0 = ( — 

6[10] 

avendo contrassegnato con ( + 0 , - 0 ) rispettivamente i valori per z = 0 
delle parti positiva e negativa del piano xy, alle condizioni iniziali 

P = P = 0 , per £ = 0 

e quelle all'infinito 

I P -> 0 , per r -> oo , e per z + oo 

( P limitata per 2 -> — 00 . 

Per comodita di scrittura introduciamo nuove variabili 

q — 47r(T c -1 r, f = 47tcrc-12;, 

6[11] 

6[12] 

r = 47rcr< a — Ajiac^a, 6[13] 

7c = inac-lP . 

Eseguiti questi cambiamenti, le 6[9], 6[10], 6[11], 6[12], divehtano: 

3 / 3 ? 1 

, 3 / 3 n 

" 3 o " 3 o 

<>2n 

32jr 

H 2 

327T 
3 <2 

32tt 

^ = —4crM -2- j Id x, ( C < 0 ) 

3TE 
6[14] 

312 31 
= 0 , (C<0 ) . 
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La condizione di contatto comporta: 

Cosi le condizioni iniziali risultano: 

= = 0, per r = 0 . 6[16] 
1>T 

All'infinito valgono le: 

7I 0, per Q -)- oo; TI = 0, per Q — + oo; TI limitata per f = — oo . 6[17] 

Dovendo in seguito solo interessarci della yi in superficie (z = 0), la 
indicheremo semplicemente con ip. Dalle 6[4], 6[13], si trae: 

= _ M y, = - . 6|18] 

I I nostro problema consiste quindi nel risolvere le 6[14], con le con-
dizioni 6[15], 6[16], 6[17] da cui discende ip tramite la 6[8]. 

Eseguiremo la trasformata di Laplace rispetto al tempo r, rieor-
dando clie: 

F = j e~sr F dr. 6[19] 
o 

Awalendoci delle condizioni iniziali 6[16], si ricava facilmente con 
integrazioni per parti: 

f e~ST-dt = i S ; I e~sr — dr = s*n. 6[20] 
./ 5r J i r 
o o 

Analogamente, sempre integrando per parti si lia: 

7 
j e~ST dr 11 (r') dr' = s - 1 1 . 6[21] 

o o 

Moltiplicando la 6[14] per e~sr, integrando tra 0 e oo e tenendo conto 
delle 6[20] e 6[21], e posto: 

^ = 5 ( 1 + 6 8 ) , 6[22] 
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la, 6[14] diventa: 

Q-1 4 a - 2 A (g/a) 1, (per J < 0 ) 
S , - - 6[23] 

Q-1 — e — + v̂ o- — 8 = o , (per f < 0 . 

Procedendo analogamente con le G[15] si ottengono le condizioni 
trasformate di contatto: 

( v ~ ) = ( v M ; = s2 (^)-o, 6[29] 

mentre le condizioni all'infinito 6[17] permangono le stesse per la n 
come per la n. 

La trasformata della yj diventa inoltre, in virtu della 6[18]: 

I I problema a questo panto consiste nel risolvere il sistema 6[23], 
con le condizioni 6[24] e 6[17], e per far cio appiichiamo la trasformazione 
di Fourier-Bessel. 

Sia J0 (%) la funzione di Bessel d'ordine zero e P * la trasformata 
di Bessel della F : 

00 
F* = I Q J0(Xg) F dg. 6[31] 

o 

Tenendo presente cbe la J0 (X g) e soluzione della 

d 
Q f Jo (Xg) 

do 
= — X- Q J0 [X g) 6[32] 

dg 

e inoltre soddisfa alia condizione per g — + oo (si suppone che 
la 7r, per g = + oo si annulli abbastanza fortemente per render nulli i 
contributi dell'infinito nell'integrazione per parti, e si puo dimostrare 
che questa condizione e soddisfatta), si ottiene con due integrazioni 
per parti: 

6 [33 ] 
o 

In piu si ha: 
co a 

2 agJu(Xg) A \dg = 2 a"2 f g J0 (Xg)dg 6[34] 
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clie per a->0 (avendosi J(0) = 1) tende al valore: 

a 
2 a--1 qiIq = 1. 6[34'] 

o 

Si moltiplichino le 6[23] per 2 J0 (Xg), e si integri tra 0 e oo: utiliz-
zando le 6[33] e 6[34], si deducono per a -> 0 e per a -> 0, le seguenti 
equazioni differenziali ordinarie: 

\ ~ + s 2 ) n * = — 2 s _ i - f ' p e r s < o 

d'n* 6[35] 

-J£T — ^ + s i ) n * = 0 ' P e r £ < 0 . 

Bisogna integrare questo sistema con le condizioni clie si ottengono 
trasformando quelle di contatto, e per z = ±oo , conservanti la stessa 
forma come per le n. 

Esse sono quindi: 

( dn*\ (dn*\ 

[wlrvwl' < » * > - . . 6 [ 3 6 ] 

e : 

TI* -*• 0, per f oo ; TI * limitata, per f = — oo . 6[37] 

L'integrazione della 6[35] con le condizioni 6[36] e 6[37] e del tutto 
elementare. La soluzione generale che soddisfa le 6[35], 6[37], e la 
prima della G[36] e data dalle: 

( * = 2 1 (A» + « « ) - 1 / , [ — + (ls+s2)"1/2, per £ < 0 
2 „ 6 [38] 

[ TT* = 2 1 (A2 + S2)"1'2 + si , per f < 0 . 

La costante B (funzione di X e s) si determina dalla seconda delle 
6[36]: 

B ( , + . ) = — 6 [ 3 9 ] 

da cui: 

B = [g» + s2 V I M - " ? l " 1 • 6[40] 
V r + s 2 

Come gia detto, noi siamo interessati esclusivamente alia y>, quindi 
ci preme solo xp*, che si ottiene dalla 6[30], trasformandola: 
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Dalle 6[41] e 6[38] si ha infatti: 

* 2 1 ip* B, 6 [42] 

con B data dalla 6[40]. 
Una volta cosi determinata ip*, dobbiamo risalire alia ip invertendo 

le due trasformazioni, e cominciando con l'inversione di quella di Fou-
rier Bessel. Questa trasformazione inversa si presenta: 

ip = I X J0 {X (?) ip* d X, 6[43] 

o, in virtu della 6[42] 
CO 

yi = 2 I e-1 fx Jo (X q) B (A) d X . 6[44] 

La trasformata di B(X) si riesce ad esprimerla mediante fimzioni 
che non coinvolgono la funzione di Bessel. A questo scopo bisogna anzi-
tutto scrivere in maniera diversa la B, spezzandola in termini che con-
tengono solo il tipo di radicali che compaiono nella 6[40]. Con un cal-
colo un po' laborioso si trova per B: 

B = 
Va2 - s(s2—s2) (s' + s2) 

+ 
V si + S2 6[45] 

V^ 2+s 2 + 
s 

V s 2 + s ! . 
da cui si puo verificare elementarmente che essa coincide con la 6[40]. 
Dalla 6[45] che da la B si vede subito che il calcolo di y> mediante 
la 6[44] si riduce a quello d'integrali del tipo: 

L = 
XdX 

.1 b+ 
Jo (Ae), 6 [4 6] 

che si possono trasformare in altri che non contengono piu J0 (X q), par-
tendo da una nota relazione di Sommerfeld: 

™ XdX —cVc2+A2 T n . e 
e • Ju(Xq)dX 

c 
f-

J Va2 + «2 V?2 + C2 
6[47] 
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Posto: 

Lt 
. . f XdX — be —VA2+a2 7 ,, . orAal 
(c) = — = = - e y • J0 A o), 6[48] 

.> + v « 2 + A 2 

si ha: 
L (oo) = 0 , X (0) = L. 

Derivando le 6[47] e 6[48] rispetto a c, e confrontando i due risul-
tati, si ottiene: 

i i t / —aJo2+c2 
d „ —be d e \ 

— £ (c) = e — — . . 6[49] 
do dc \ , ^ + c2 J 

Integrando la 6[49] rispetto a e, tra 0 e oo e cambiando di segno, 
ne deriva la: 

-ai/o2+c2 \ 

o 
—ao 

A 
d c\ 

- = — j e-bc I , — | (i c = 

6[50] 
e r do —bc—aJp2+c2 

= — b e 
e J Jo 2 + c2 

0 

Sostituiamo la variabile c nella mediante la: 

x = (b c a q2 c2) j q a2—b2 • 6[51] 

Essendo: 
cZa; <Zc 

^ x2 — 1 V?2 + c 

si perviene in virtu delle 6[46], 6[52], e 6[51] alia: 

6[52] 

/ e —xo^Ja2+b2 dx 
/ , J0 (Ag)<a = - b e 6 [53] 

. ' & + V a 2 + «2 q J V ® 2 — ! 
0 a/Va2—6a 

Per calcolare la yj, basta ora sostituire la 6[45] nella 6[44], tenendo 
presente la 6[53], si giunge cosi alia: 

jp „ —so o —s,o 
21 i —s3 e ss; c 

r = ( s 2 ) « - + s 2 ) + ( S ;—s 2 ) ( s 2 +s 2 ) + 

Vsf+s2 6[54] 
I e~xsssi/Vs;-

s2)3 I 

•s- dx 

s2—s2) V(s2 + s2)3 _ \ V ® 2—1 / 
sr'Vsi+s2 
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dove: 

SI = S (1 + £ s) . 

Per ricavare xp bisogna invertire la trasformata L, esplicitando 
anzitutto la I (s), che finora non ci serviva. Come gia detto noi ci occu-
piamo della teoria del «gradino potenziale », quindi per I (t), si ha: 

I (t) = 0, per t < 0 ; I (t) = I, per t < 0 , 6[55] 

da cui: 
00 

I = I/s, dove I (s) = I e_~'STI dr. 6[56] 
o 

Essendo l'antitrasformata data mediante l'integrale nel campo 
complesso: 

1 
xp = —\xp eT ds, 6[57] 

2m ' 
L 

con L retta parallela all'asse immaginario a destra dell'origine o per 
un cammino equivalente, si ottiene per xp la: 

f = 2Iu[cQ — Iuj2nar 6[58] 

con: 

1 fds sr 
U = Y x i h ' g { s ) e ' 6[59] 

i 

e g(s) e il termine tra parentesi nella G[54]. 
E lin qui tutti i calcoli sono stati eseguiti in maniera esatta. D'ora 

in poi supporremo r > 1, un «tempo d'osservazione» molto grande 
rispetto al «tempo di relassazione ». Com'e noto dalla teoria delle appros-
simazioni asintotiche, in questo caso il comportamento dell'integrale 
6[59], e dato essenzialmente da quelle della g(s)[s, in quel punto sin-
golare che si trova piu a destra nel piano complesso. Questo punto 
singolare e il punto s = 0: in altre parole si puo sostituire g(s) col suo 
sviluppo nell'origine, il che corrisponde al fatto fisico che per grandi 
valori di r infhiiscono essenzialmente le basse frequenze. 

Per ricavare quindi la parte prineipale di xp, si puo anzitutto tra-
lasciare il primo termine della g, [v. 6[59]], che e regolare per s = 0, e 
negli altri sostituire: 

con ^/s, si — s2 e s2 + s2 con s . 
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Porremo cioe nella 6[59]: 
1/1 r 

- eV« g (s) — e 6 +Q\Jsje XQbdxl*Jx-- 6[60] 

(il radicale indica naturalmente la determinazione con la parte reale 
positiva). 

Si puo dimostrare che tutto cio e giustificato a patto che oltre alia 
r » 1, o non sia troppo grande, in maniera che o rimanga molto piccolo 
rispetto a r3/2. 

Questa seconda condizione puo essere espressa anche nella seguente 
maniera. Posto 

co = Q / 2 * J r = — ^Jjca/t, 6[61] 
G 

le condizioni di validita della 6[60] sono: 
a) r molto grande rispetto all'unita: r > 1 
b) u> non troppo grande rispetto all'unita: r ^ 1. 

La b) in pratica e sempre soddisfatta mentre, in generale in questi 
casi, co appare piuttosto piccola. 

Passiamo ora alia valutazione della 6[59], utilizzando la 6[G0] 
per la g(s). 

Si osservi che nelle nostre ipotesi il cammino L si puo deformare 
verso sinistra all'infinito, arbitrariamente. Lo sostituiremo con para-
bole col vertice sull'asse reale positivo, o nell'origine. 

Yediamo anzitutto il primo termine nella 6[60]: il suo contributo 
alia (u) sara dato da: 

1 I'ds r s — c r c o i 
A = - — r — e ^ . 6 62] 

2TCI J s 
i 

Prendendo per cammino d'integrazione la parabola: 

s = —— (1 + i z)2, eon — oo < a < oo , 6[63] 
4r 2 

esso diventa: 

A = i - - e - £ ° 2 ( 1 + a a ) = ^ \- d Z - e - C u 2 ( 1 + s 2 ) . 6[64] 
n iz + 1 n J 1 + z2 

00 0 

Derivando la 6[64] rispetto a co: 

f _cu2(l+z2) o -co' 
« - . dz= — w 6[6B] 

71 i V ^ 
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in virtu della nota formula si ottiene: 
CO CO 

co I e w ~ dz = I e X dx — ^it /2, (z = a?/co) . 
o o 

Dalla 6[65], insieme con la cj) = 0 per co = oo, si ha integrando 
tra co e oo, la: 

«|>= e * dz = l — — — - . ds, C[66] 
V31 'm V " o 

termine che e gia stato da noi ricavato nella Parte I, quando non si teneva 

conto dell'influenza della superflcie terrestre. II secondo termine rappre-

senta Vinfluenza della superflcie, e la sua valutazione si presenta in 

maniera motto piu laboriosa. 

Dalle 6[59] e 6[40] e dato da: 

i/l'7 

= fe~xes+rs dx\ V ^ - l - 6[67] 
J 

Scelto come cammino d'integrazione la parabola: 

s = — 22con (— oo < z < oo), *fs = iu, 6[68] 

la 6[67] assume la forma: 
+ M —1/i 

Al = -§-Jdz I e-xez2-TS>* dx/ - 6[69] 
— OD i 

L'integrale interno per s > 0 si puo trasformare in 

~7ilzXQZ2 , 1 
/ e ft a; 

i 

e analogamente: 

I eXQZ2 dxl^l—x- + j e lXQZ' dx/^'l+x-, 6[70] = — t i e 

o o 

—i[z —i[z 1 

fia? ®p«2 . f dx xpz2 . f a;pz2 
, e * = — t —p e K = t , = e K — 

, V ® 2 — 1 j V 1 — ® 2 6 V 1 — 
-i/r 1 —1/2 6[70'] 

da? a;pz2 . f dx xpz2 , /' ?a;p22 / dx XQZ2 __ . I dx XQZ2 I 
I e — 11 e -+-

, 1 -J.2 J J i — a;2 J V l—® 2 6 V 1 + a ' 2 

per u < 0. 
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Sostituendo quest'espressione nella 6[69], e ricordando che: 

lf(e)de = l [/ (z) + f(—z)-]dz 

si perviene alia: 

7T. ' ' 71 
0 

llz 
—Xz2 [ . inxz2 —inxz2 dx 

(e — e ) - -. • 6[71] 
Jl + x2 

Eseguiamo il seguente cambiamento di variabili nell'integrale C[71] 

x = S'1 , z = iy . 6[72] 

Poichd si ha: 
dx dz = f-1df dr, 

la 6[71] diventa: 

1 Q f " f-V'l-rP+iet) 7 er^Qi 
9 1 = | 7= • e • d?? • 6[<3] 

o 

Se nella 6[73] poniamo: 

£ = z + ig/2x=z + lco/Jx, 6[74] 

essa (dopo lo spostamento della retta d'integrazione sull'asse reale, il 

che e permesso essendo a>/*Jx piuttosto piccolo), diviene: 

+ 00 1 

$1 = ~ / [ ! + ( « + ico/ V r)2]-1'2 I dr, . 6[75] 
71 J J 

— o o 0 

I I contributo della i co «J x e dell'ordine di quelli gia trascurati, 
percid possiamo sostituire la 6[75] con la: 

+ 00 1 

= — l (z- + Welz ( dr, e-')2(^2 + c"2) _ G[76] 71 J 
—no 0" 

Se indichiamo con cp (x) la funzione di Gauss: 

cp(x) =je~lf'dy, 6[77] 
o 

cambiando in ?? = ?//(r2z2 + «2)1/2 e utilizzando la 6[77], si ha: 

00 

<)>! = -— I cp (J co2 + x2z2)dzj *Jz2 + 1 • *Jxz2 + w2 . 6[78] 
71 J 

0 
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Ponendo: 

» = (T2«2 + w2)1/2 , z = —;=- («2—co2 )1 '2 , 
V T 

la 6[78] diventa: 

cj)! = 1 I (p (x) dxj x2—co2 1/1 + 
71 J 

D'altronde si ha: 

x 1—co-

il che permette di decomporre 4>i nella differenza: 

4»i. = 4>' — 
La (j/ e data da: 

4 ' = r - • <«• -»•>- " • ( i + 
- J u l \ X ! 

Posto: 

la 6[83] si scrive: 

x -
cj 

6 ' - FO-(W2 

V 71 J 

1 - 1 / 2 

T 

che con l'ulteriore cambiamento di variabilc: 

| = cos (p 

si trasforma nell'integrale ellittico completo di l a specie K : 

71/2 • -1/2 / ~ 
(j)'= 2"i j d<p 1 — ( l — - ^ j sen2?; 

-1/2 

= Z / l — 

6[79] 

6[80] 

6[81] 

6[82] 

6[83] 

6[83'] 

6[84] 

6[85] 

1. 6[85'] 

Ora dato che OJ2/T e piccolo si ha, a meno di termini dell'ordine 
di quello gia trascurato e in virtu della nota formula: 

K (\l 1 — K - ) ~ lg — , per K molto piccolo 

la: 

V-
I 71 

[4 lg 2 — lg r + 2 lg co]. 

6[86] 

6[87] 
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Per ricavare la (j/' si puo trascurare nella radice del denominatore 
il termine 

x2— co2 

r 

che comporta solo termini dell'ordine gia trascurato. Con cio essadiventa: 

OS CO 

A" = I d x (x2 — co2)-1/2 I e~v~ dy, 6[88] 
n J J 

co co 

o posto: 
x = £co, 6[89] 

CO CO 

A" = — I di ( f2 — 1)-1/2 I e~y" dy. 6[90] 
71 J J 

• COS 

Indichiamo ora con li (co) l'espressione: 
CO CO 

h(a)=— I (£2 — 1)-1/2 di I e~"2 dy. 6[91] 
71 J 

1 Cof 

Derivando rispetto a co la 6[91] si ha: 

dh_=_± f _ 1)1/2 . . -co212; 6 [ 9 2 ] 

(1 CO 71 J 1 
posto: £ = (1 + if/oj2)1'2 6 [93] 

essa diventa: 
« o)2 

dh -1 -co2 I -v2 2 e 
— = — e e = — -7=- • 6[94] 
ClCO 71 Kt J ^ 71 10 

Dalla 6[94] integrandola tra co e oo, poiche in piu li (oo) = 0, si 
ottiene: 

o « —M2 
e 

/i. (co) = -.=- j CZM. 6 [ 9 5 ] 
V 7t • ' < 

u 
CO 

Posto ancora: 
u = x , 6[90] 

per 6 " = coli (co), si ha l'espressione: 

A" = 1 - dx. 6[97] 
-x 

Jn • 
* C11 

a; 



47(5 
A. BELLUIG I 

A questo punto possiamo raccogliere i risultati delle 6[66], 6[87], 
6[97] e inserirle nella 6[58]. 

Per r 1 /71 a , 4 m 
ft) = — 1/ , r = inat, [ A I 

c t 

per il potenziale al tempo t e alia distanza r — con r, t tali per cui 

r > leoj non troppo grande rispetto alVunita — si ha Vespressione asintotica: 

V = ^o + Vi M 

Wo = 1/2 no r [C] 

y>i = [ / ( « ) + lgr ] • I / c ^ r [D] 
CO >/»» CO 

f e 2 /' t2 

/ (co) = 41g2— 21gco— I dx • e dx, [E] 
J x co J 
CO 2 0 

con due integrali funzioni ben note e tabulate. Dai loro sviluppi in 
serie deriva quello della / (co): 

/(co) = 41g 2 — 2 + y— S (— l )J " - 1 (o l n/n(2 n + l)n ! [P] 
I 

(con y = 0,57721 costante d'Eulero-Mascheroni). 
Se le grandezze sono misurate r in metri, a in ohm.metri-1, J in 

Ampere, y> in Yolt, le [A] si scrivono: 

co = —' — jna/lOt , x = 3.6 n 1010 a t, [A'] 

le [B], [C], e naturalmente anche le [E] e [F] rimangono invariate, 
mentre per la [D] si ha: 

= 1 [/ (co) + lg r] = - [/ (co) + lg T] . CD'] 
200071 V 1 0 4 V7*4 

Per quel clie riguarda l'ordine di grandezza dei termini trascurati, 
essi sono di due tipi: 

1) termini in s/x, 0/t, con d «tempo di relassazione ». Si pu6 di-
mostrare che questi termini riguardano esclusivamente tp, nel senso che 
essi presentano una struttura simile a xpu con coefflcienti diminuiti nel 
rapporto 0/t. Essendo 0/t nella nostra teoria estremamente piccolo, essi 
sono trascurabili rispetto a tpv Questo fatto e importante, in quanto 
essendo in pratica la xp1 molto piccola rispetto a y>0, poteva sorgere il 
dubbio clie l'eventuale presenza di termini dell'ordine ip0d/t contribuisse 
ai termini dell'ordine di grandezza di rpL. 



TEORIA DELL 'ESPLORAZ IONE DEL SUOLO 503 

2) termini dell'ordine di grandezza y>0 e questi nonostante 
che y>0 sia di solito molto piu grande di ipx, risultano anch'essi completa-
mente trascurabili rispetto a dato il fattore esponenziale. 

Bisogna ancora aggiungere che dalla struttura della /(co) appare 
cheessatende all'oo, se pur lentamente, quando co (cioe r) cresce all'oo, 
il che parrehbe un assurclo, dovendo il potenziale annullarsi all'oo. Questa 
contraddizione e pero apparente, perch6 la 6[10] e valida solo per valori 
di co non troppo grandi. Allorquando co diventa dell'ordine di *J r (cioe 
r dell'ordine di ct, cosa che in pratica non interessa), la [D] cessa di 
essere valida. 

Per concludere aggiungiamo ancora qualche osservazione «sull'in-

fluenza della superficie del suolo ». 

Se confrontiamo la rp1 calcolata con la [D], con l'analoga espressione 
da noi cledotta nella Parte I (trascurando l'effetto della superficie), si 
vede che all'integrale: 

si sostituisce ora /(co) — lgr . 
Dalla [E] appare che il contributo dei primi tre termini, che rap-

presentano Veffetto superficiale, e tutt'altro clie trascurabile rispetto al 
contributo del quarto termine che rappresenta la teoria senza tenere conto 
dell'effetto superficiale (la qual cosa e ancora piu evidente scrivendo 
gli sviluppi in serie). 

Siccome le misure si riferiscono sempre a differenze di potenziale, 
interessa solo la: 

co J 0 

[/ (CO) — / (0)] 

che, per la [F], e data dallo sviluppo: 

/(co) —/ (0 ) = — S ( — l ) " " 1 - ftJ2n/(2« + 1) n ! , C[98] 

mentre la corrispondente espressione per: 

o 
e data da: 

2 
c x* dcc + 2 = V 2 (—l ) " " 1 &)=»/( 2 w + 1) n\ . —X' 

CO 
0 
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La espressione 6[98] e non solo diversa dalla 6[99] ma ne differisce 
addirittura nel segno. 

II contribute della superflcie e quindi phi importante del termine cal-

colato in sua assenza, in quanto la sua aggiunta cambia il segno alia 

differenza: 

Vx (r, I) — fx (0, t) • 

Da queste considerazioni deriva che la teoria di Ilorton, per quel 
che riguarda una corrente a gradino, non e corretta (come non lo sono 
le altre flnora apparse su quest'argomento), in quanto si trascura l'elfetto 
superflciale. La funzione y>t (che coincide con quella dedotta nella 
Parte I , a meno del termine in dft), non e piu precisa di quanto non 
lo sia la semplice formula: 

ip = y>0 = J12 7t a r 

(valida per una corrente continua). 
Eisultando le formule indipendenti da e, si puo concludere che, in 

un suolo omogeneo, una corrente a gradino pu6 far sentire l'effetto della 
costante dielettrica e solo per tempi e distanze che non soddisflno alle 
condizioni A, B, C, T), E, F, cioe per tempi che diventano confrontabili 
col «tempo di relassazione» o col tempo d'arrivo del segnale. 

§ 7. - Abbiamo cosi calcolato il potenziale dovuto ad una corrente 
a gradino: 

ip = - 1 + ^ 7 = - (4 lg 2 — 2 + y + lgT) — I^—t(co) 7[1] 
2 N A R 2TIC at 2TIC A/ at 

da cui: „ . —x „ 
I e A —x2 

/(co) = 21gco + I dx-\ e dx 
I X I X CO .1 „2 o 

/, 
7[2] 

dove co = L I EE . 
c I t 

La /(co) si puo scrivere, sviluppandola in serie di Taylor: 

, , s ^ (—I)""1 ' w2" or co1 

f ( W ) = ? H(2n + l j n f = " 3 — 2 0 + • • • ? [ 3 ] 

intendendo qui con /(OJ) una funzione che differisce, dalla prima intro-
dotta, per una costante e per il segno, scelta in modo che: 

f(0) = 0; /(co) > 0, per co > 0 . 
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I tre termini della 7[1] hanno strutture differenti: il primo rappre-
senta il potenziale dovuto ad una c.c., e si cancella nelle espressioni del 
nostro « potenziale lacunare » che consiste, come vedremo, di differ en ze 
d'espressioni tipo 7[1]. II secondo termine e indipendente dalla distanza 
elettrodo-osservatore, e siccome in qualsiasi tipo di misura potenziale 
vengano misurate d.d.p. nello stesso istante t, tale termine non dara 
alcun contributo. L'unico che contribuira sara quindi il terzo termine 
che rappresenta il contributo del « potenziale lacunare», riferito all'elet-
trodo-origine. Se Q e il rapporto tra il potenziale e l'intensita di cor-
rente, si avra per il « contributo lacunare » d'una « corrente a gradino »: 

Q = f(co) 7[4] 
V a t 

con f(co) data dalla 7[2] o dalla 7[3], e co dalla: 

co =Kr *J~oji • 7[5] 

Nel sistema elettrostatico per x e K si ha: 

10-10 Tr IP-1" V'^ 7rrn x = — , A = — » <[5 ] 
O 71 O 

oppure: 

x = K = 10~3 I' ~ r • 7[5"] 
71 ) 10 

Nella 7[5], r e misurata in "m., a in ohm.m.-1, Q in micro-ohm 
(cioe y> in micro-olim e I in Ampere). 

In pratica, di norma co e talmente piccolo che si pu6 sostituire f(co) 

nella 7[3] eol suo primo termine di sviluppo ct>3/3, nel qual caso Q diventa: 

K2 /— r2 

3 t 

In realta si misurano spesso potenziali medi tra due istanti ^ e <2 

e cioe: 
h 

$1,2 = ' f Q dt. 7[7] 
(-2 • I<1 J 

h 
Passiamo qui alia valutazione dell'integrale: 

Q dt. 
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Se OJL e co2 rappresentano le co eorrispondenti a TX e <2, tenendo pre-
sente che in virtii della 7[5] 

t = K2r2a/co2, dt = [— 2K2r2a/co3] dm, 

si avra: 

r 2 x 
j qdt — — ^ [V^pk)—V<2-pk)]; 7[8] 

F(co)=colf(co)~. 7[9] 
' co-

Per ricavare la P(co) ricordiamo intanto le seguenti formule che si 
ottengono facilmente con integrazioni per parti: 

fdco f dco 1 1 
, = — 1 /«> > „ IS w = lg co , 

J CO' . co- CO CO 

OT 00 
fdco ( e-x 1 f e~x fdco -w2 , 

-d x =— dx — 2 1 - e dco, 
< w2 J x co J x .! co2 

CO2 

CO 
-. dco 1 2 dco —rn2 , 
2 —— e~x dx = I e~x dx + I e dco, 

J CO3 CO J J CO2 
0 0 

fdco —CO2 3 1 —CO2 f —CO2 

I e dco = — -• e — 2 c c/co. 
. CJ- co J 

Da queste si ricava immediatamente per F(co): 

0) 00 
P(co) = — 21gCO + I C~X dx — ( — 2 co] |<r*2 cZ a; + y- 7[10] 

J x \ co / 
to2 0 

Dai noti sviluppi delle funzioni che compaiono nella 7[10], e ancora 
piu semplicemente dalle 7[9] e 7[3], si ricava anche lo sviluppo in serie 
di Taylor della F (co): 

<b I l ) " - 1 • co2" CO2 CO4 

Si ha quindi: 

Qi.a = — ' T ^ T [ Vti F (®i) — V <2 F K ) ] , 7[12] 

-y/ cr 12 n 

con P (co) data dalle 7[10] e 7[11]. 
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Se eome avviene in pratica co e piccolo in maniera da sostituire 
F(co) con u>-/3, la 7[12] diventa: 

Qi,2 = j x K - ^ j a rt/JtJz (V<T+ V U • 7[13] 

Si noti che la caratteristica del « potenziale lacunare», in questc condi-

zioni, e Vaumentare in valore assoluto proporzionalmente con il quadrato delta 

distanza (le formule, ripetiamo, si riferiscono a d.d.p. misurate tra un 
punto a distanza r e l'elettrodo stesso). 

Passiamo a considerare un impulso di durata r, in cui il potenziale 
viene misurato ad un tempo t, dopo la cessazione dell'impulso stesso. 
Per dedurre in questo caso il «potenziale lacunare» basta applicare le 
nostre formule per t -f- x e t, e sottrarle (potendosi considerare un impulso 
di durata x quale sovrapposizione di due correnti a gradino della stessa 
intensita, di cui una positiva e una negativa, sfasate tra loro di r). 
Se Q e il rapporto del «potenziale lacunare» (misurato rispetto all'elet-
trodo) e l'intensita di corrente, si ha dalla 7[4]: 

Q = J- {/(ft))/V< — / M / V T - F t } , 7 [14] 
V a 

dove. 

co = Kr •s/V/t, ( 5 = I r 'JaJJt'+xj = co ̂ t/(t + x')- 7[15] 

Se invece si misura il potenziale medio nei tempi tra tx e U successivi 
all'impulso, si ottiene dalla 7[12] per l'analogo rapporto Q12: 

Q12= 2,~ •—]-rUhF^)— V<2P(co2)— Vii+"r>(c5i) + 

V " h~~ h 7[16] 
+ V<2 + r P (w 2 ) ] , 

dove: 

oal = KrJaltl ; co2—KrJa/t2 

i — - / 7 [ 1 7 ] 

w1=KrVa/<I+R ; &>2 = - K > V C T / ( < 2 + T ) . 

Molto spesso il potenziale si misura per un tempo uguale a quello 
dell'impulso, per cui posto tx = t, i2 = 2 + r, la 7[16] pud scriversi: 

Q = J J L { ^ F ( c o ) — 2 + + 2TP(S>)}, 7[1S] 
T-V (7 
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con: 

(o = Kr *Ja/t, co = KrJol(t + T)=(D<Jtl(t+T) 

t 
CO 

7[19] 

< + 2r 

Le 7[14], 7[16], 7[18], praticamente quando si possa sostituire /(co) 
e F(co) con co2/3, diventano: 

Q = r2 <-3'2— t + T 
. 1 / 2 7[20] 

Qi,2 - - r ft1"—(r + y- 1 ' 2 + (T + <2)"1/2], 7[21] 

Q = ^-xK2 *J~or2 r _1 [f_1/2—2 (< + r)_1/2 (1 + 2r) -1/a ]. 7[22] 
O 

Eseguendo ad es. misure Wenner, basta sostituire nelle 7[12], 7[16] 
e 7[18] la 

/ (co) con 2 [/ (co) — / (2 o>)] , 

e la 

F(co) con 2 [P (co) — F (2 co)]. 

Questo signiflca che le 7[20], 7[21], 7[22] vanno moltiplicate per 
— 6 infatti: 

2 [co2/3 — 4 co2/3] = — 2 co2 = — 6 co2/3 

Ne deriva che col metodo Wenner il «potenziale lacunare» nella 

nostra teoria risulta negativo. 

Successione periodica d'impulsi. 

Passiamo finalmente a considerare una successione periodica di 
impulsi + e —. 

Sia T il tempo decorrente tra un impulso positivo e uno negativo 
(semiperiodo), ogni impulso abbia una durata r = (1 — a) T[2, la 
misura awenga dopo un tempo aT/2 dalla fine dell'ultimo impulso 
positivo, e la misura del potenziale awenga anche essa per un tempo 
(1 — a) Tj2 (a e cioe < 1: in pratica di solito a = 1/5). 

Per ottenere Q in queste condizioni occorre sommare i contribute 
dei singoli impulsi dati dalla 7[19]. Secondo questa formula l'ennesimo 
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impulso (contando l'ultimo come 0) con segno (—1 ) » e sostituendo 
r con (1 — a) T(2, t con aT/2 + nT, si ottiene per questo contributo: 

Qn= 4®(—l)»j (2n+a)1'2F(-T^=\—2(2n + l)1'2Fl— ) + 
( \V2 n + al \V2w + l / 

+ [2 (n +1)—a]1'2 F f p= )j 1(1—a) ^2aT , 7[23] 
v + 

ove si e posto: 

v = K r *J2Vl T . 7[24[ 

Sommando i contributi dei diversi impulsi si arriva a: 

Q = I 27, 7 •) — 2 ± (—IY ^ + I F ( - J J = ) + 
1—a I aT ( \ \]a ) »=0 \ A/2w +1 / 

+ S (—1)" [V2w— q f ( * + ) j. 7[25] 
»=i \^2n—al \ •\J 2 n a J\) 

iSTella realty si e detto che si pud sostituire al posto di F(co) il ter-
mine co2/3, e con cio la 7[25] diventa: 

- 4 » W 2 ® U _ 2 A I ( _ i ) - [ ( 2 - — a ) ( 2 » + a ) f 
3 (1—a) ( «=i ) v 

7[26] 
dove: 

« (—1)" 1 1 
-I £ : " 1 v - + -7= - - • • • 7[27] o V2« + l V3 V5 

Inoltre nelle misure pratiche a e sufflcientemente piccolo da 
poter porre: 

(2 n — a)-ll*—(2 n + a)"1/2 ^ a/2 ^2 *Jn3, 7[28] 

il che significa trascurare nella parentesi grandezze dell'ordine (a/2)3. 
Infatti, di solito, nelle misure si ha a = 1/5, il che comporta un errore 
dell'ordine di grandezza di un millesimo. In quest'ipotesi la 7[26] diventa: 

Q = i ^ l V « ( « " 1 / 2 - 2 A +aB/2 V"2) '-2/3/2, 7[29] 
3(1—a) 

ove: 
CO ( l ) n - l 1 1 
v • — = 1 r •!• - , - — • • • 7[30] 
1 » V » 2V2 3 A/ 3 

dan do alia frequenza il valore: 
/ = 1[2 T . 7[31] 



510 A. BELLUIG I 

Se le misurazioni si eflettuano con la modalita Wenner, la 7[29] va 
ancora moltiplicata per — 6, come e stato fatto presente per l'im-
pulso singolo, e si avra: 

con c = 3 2 xK " . 
II «potenziale lacunare» assume, in queste condizioni, valori negativi 

clie crescono, in valore assoluto, proporzionalmente al quadrato della di-

stanza e alia potenza 3/2 della frequenza. 

Se confrontiamo questi risultati con quelli riportati dall'Evjen, si 
nota anzitutto clie nella sua tabella compaiono sia dati positivi clie 
dati negativi, il clie dimostrerebbe, secondo questo A., l'esistenza di 
una riflessione, cioe i dati non si riferirebbero ad un terreno omogeneo. 
Per ora non possediamo un'esatta teoria della riflessione, ma si puo 
supporre clie il suo effetto diminuira con la distanza, e decrescera o 
crescera piuttosto lentamente con la frequenza. In altre parole con 
l'aumentare della distanza e della frequenza, i risultati si awicineranno 
a quelli dati dalla 7[30] (il clie si nota effettivamente nella tabella del-
l'Evjen). 

Mentre per «basse frequenze e distanze » la Qco misurata risidta po-
sitiva - il clie e indice che predomina l'effetto di riflessione su uno strato -
ad una certa profondita, col cresccre dell'una o dell'altra grandezza 
la Q diventa negativa, segno che predomina per cosl dire l'effetto pri-
mario, cioe quello dovuto solamente ad un terreno omogeneo. 

Inoltre per piu alti valori di frequenza e distanza, riportati 
nella sucitata tabella, l'andamento in funzione di r ed /, e quello richiesto 
dalla formula 7[30], 

Faremo ancora un confronto qualitativo: le costanti A e B, date 
dalle 7[2G] e 7[30], si trovano sommando le serie con un procedimento 
— di cui non citiamo i particolari —dando i seguenti risultati: 

Qco = — Y — a t""1 '2 — 2 A + a B/2 <J 2 ] r2 / V f , 7[30'] 
a 

A = 0,668 ; B = 0,665 . 

Per la costante G, per le 7[5"] si ha pure: 

G = 5,06 • 10-1. 
Posto inoltre: 

a = 1/5 

la 7[30] diventa approssimativamente: 

7[31] 



TEORIA DELL 'ESPLORAZIONE DEL SUOLO 511 

I I confronto di questa Qco coi dati dell'Evjen comporterebbe un 
valore piuttosto grande per la conduttivita ( ~ 10-1), il che fa snpporre 
(a meno che il valore 10-5 per la a citato dall'Evjen non sia scorretto) 
che all'effetto riflessivo di strato se ne sovrapponga un altro dello stesso 
tipo di quello dato dalla 7[30J. Siccome qui si tratta essenzialniente di 
un «effetto di cariche che insorgono alia superficie terrestre», e probabile 
che un simile effetto (cioe dello stesso segno e che segue un'analoga legge 
per distanza e frequenza), sia provocate dalla superficie che separa lo 
strato riflettente. 

Da cio deduciamo che all'inserimento d'uno strato eonsegue una 
legge piuttosto complicata, e che probabilmente per piecole distanze e 
frequenze, ci si trova di fronte ad un evento simile ad una riflessione: 
mentre col crescere della distanza e frequenza ne predomini un altro 
causato dalla formazione di cariche sulla superficie di separa zione, del 
tutto simile all'effetto della superficie terrestre. 
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