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A . B E L L U I G I ( * ) 

Ricevu to il 22 Giugno 19G3 

RTASSUNTO. — Nel '57 d e m m o u n a teor ia t r id imens iona le del f enomeno 
e le t t rogeosmot ieo « E G O stazionar io », in t e r r eno omogeneo, s a tu ro d ' a c q u a . 
Success ivamente s v i l u p p a m m o teorie t r ans i to r i e mono e b id imens ional i : 
« E G O t r a n s ». 

A b b i a m o ripreso, con qualclie va r i an te , qui, t a le teor ia t r id imens ionale , 
a i fini di calcolare e conseguire poi, nel miglior modo possibile, l ' abbassa -
m e n t o delle superfici di depressione delle fa lde idriclie d r e n a t e e le t t rosmo-
t i c a m e n t e , con poinpaggio catodico, (in genere de l l ' acqua te l lur ica) . 

Ta le s l ivel lamento idrico, r i spe t to al no rma le del t e r reno u m i d o , e ri-
cliiesto in p iu casi: nei t e r ren i di fondaz ione per posa , su g iac i ture il piu 
poss ib i lmente anidre , negli i m b a s a m e n t i sogget t i a y icende idrogeologiche, 
(e qu ind i c o m p o r t a n t i dissesti s ta t i c i delle s t r u t t u r e sovr incombent i , specie 
in opere ve tus t e , m o n u m e n t a l i ) , in opere var ie , silos in te r ra t i , c a m m i n a -
ment i , scavi , tunne l s , carreggiate , t r incee, (senza pericoli di distaCchi, smot-
t a m e n t i di flancate, fluitazioni di l imi). 

E ben no to che con i normal i p o m p a g g i in pozzi e fori di sonda , (Well-
po in t compresi) , specie in argilloidi o in t e r ren i p u l v u ru l en t i a finissima gra-
nu lome t r i a , dispendiosi o l t re misura , non si o t t engono clie parzial i , incer t i 
r i su l ta t i . 

II t r a t t a m e n t o E G O in te rv iene a ques to p u n t o , in man ie ra decisiva e 
r i so lu t iva . 

Quali al lora le m o d a l i t a d ' impiego di disposi t ivi e le t t rodici e re la t iv i 
c o n d i z i o n a m e n t i e le t t r ic i a t t i a raggiungere le finalita d ' a b b a s s a m e n t o egoi-
sojjiezico? 

£ s t a t o possibile po t e r d imos t ra re da p a r t e nos t ra , in ques ta Memoria , 
clie le p r o f o n d i t a d 'e le t t roregress ione delle t avo le d ' a c q u a nel sot tosuolo , 
sono funz ion i , o l t re che dei coefficienti di flltrazione idr ica ed e le t t r ica dei 
mezzi i m p r e g n a t i d ' a c q u a , della tens ione e le t t r ica appl ica ta , di moda l i t a 
d ' e rogaz ione , ol t re clie dei disposi t ivi polari , spaz ia tu re e consis tenze elet-
t rod icbe . 

(*) Prof . A. BELLUIGI - Pe rug ia P repo - ( I ta l ia) — Ordinar io nelle 
Univers i ta i ta l iane - J o h a n n e s b u r g E l m Stree t 15, H o u g h t o n - Sud Afr ica . 
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L'espress ioni anali t icl ie qu i r i cava te , danno la possibili ty di r i cos t ru i re 
non solo le « e l e t t roba t ime t r i e » d ' a b b a s s a m e n t o di fa lda , ma di v a l u t a r e le 
q u a n t i t a d ' a c q u a estraibile, (aequa libera inters t iz iale , e in p a r t e a e q u a 
legata) , correlazionabile , alle stesse depression! egoisopieziche. 

Si ha spesso l ' ab i tud ine , a ques to p u n t o , di po r r e i p u r leg i t t imi « pro-
blemi di costo », m a in genere, occorre notare , ques to vien f a t t o in f o r m a 
vaga se non er ronea . Ne p o t r e m m o ora en t r a r e in u n cos i f fa t to p rob l ema , 
salvo pero aft 'ernare ca tegor icamente che gli « e le t t roprocess i », condo t t i a 
regola d ' a r t e , (a l t r iment i possono essere del t u t t o netagivi ) , non t e m o n o 
eoneorrenze economiche di nessun genere. 

L a soluzione generale del p rob l ema postoci , (finora non d a t a a q u a n t o ci 
consta) , h a p o r t a t o alia risoluzione di u n a q u a n t i t a d ' a l t r i connessi, e a 
e a r a t t e r e s t r e t t a m e n t e appl ica t ivo . 

Valgano a lcune esemplificazioni d 'ovvio interesse, alcurie delle qual i del 
t u t t o nuove , occasionate da r ichieste da p a r t e di E n t i in teressa t i . 

1. - I n vista d 'e let t roessiccazioni di « Opere m o n u m e n t a l i f a t i s c e n t i » , 
sogget te a d umid i t a di massa e di superficie, si e s t u d i a t o u n e le t t rodispos i t ivo 
da prefer irs i in tal i c ircostanze, (catodo circolare filiforme con anodo assiale), 
d a n d o le soluzioni per le idropressioni . 

2. - Lo stesso per b ipo la r i t a e t e ronome, a d e le t t rod i c i l indro-vert ical i , 
infissi nel t e r reno , ada t t ab i l i in u n a mol tepl ic i ta di casi, in amb i t i l imi ta t i 
di te r reno. 

3. - Pe r la posa di una ca tena di a m p i se rba to i di benzina , i n t e r r a t i 
in te r reno umido e melmoso, (lungo le coste sud brasi l iane), da bonif icare e 
consolidare, agli effe t t i d ' u n sicuro s o s t e n t a m e n t o di notevol i carichi con-
c e n t r a t e si e escogi tato un t ipo di pol ie le t t rodi dispost i in circonferenze 
concent r iche . Po la r i t a vert ical i omonome cortocircui ta le , disposte in m a n i e r a 
s immet r ica , lungo due cerchi, con anodi e ca tod i in ugual numero , o nel 
r a p p o r t o 2 : 1 . 

L ' i ndag ine e s t a t a pa r t i co l a rmen te laboriosa, m a a conclusione soddi-
s facente . Lo stesso p o t r eb b e valere per silos in t e r ra t i per missili, c a v i t a d a 
rendere asc iu t te e a t t e alia eonservazione di mate r ia le deperibi le . 

4. - Al t ro s i s tema polare da noi i n t rodo t to e u n anodo or izzonta le 
esteso, in mezzar ia a piii catodi la teral i al l ineati pa ra l l e l amente alia dire-
zione de l l ' anodo. 

Ques t ' e same f u occasionato a proposit.o di un i m p o r t a n t e p rob lema , di-
verso dai p receden t i e da quelli c o m u n e m e n t e a t f ron t a t i con l ' E G O : la 
d is idra taz ione , ( a l t r iment i impossibile a conseguirsi), d ' i m p o n e n t i masse di 
l imo (nella Sacca degli Scardovar i , foce del Po). l i a f f iorant i dopo il r i t i ro 
delle acque d ' inondaz ione , od a l t ro consimile. 

Si t r a t t a di mate r ia le limo-argilloso, ad elevat iss imo c o n t e u u t o d ' a c q u a 
e m i n i m a pe rmeab i l i t a che si dovrebbe r i e sumare con escava tor i e bul ldozer , 
per r ipor ta r lo agli argini demoli t i , senza dover r icorrere ai costosi t r a s p o r t i 
di t e r reno asc iu t to prelevabi le a l t rove, a notevol i d i s tanze . Non ci si puo 
affidare, e ovvio, al lent iss imo p rosc iugamen to na tu ra l e , l 'essiccazione pe r 
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insolazione o per drenaggio gravifleo, come p u r si e t e n t a t o . Si e pensa to 
di r icorrere ai dreni di sabbia , ma d a t e le difficolta esecut ive, e i costi , p a r e 
che ques t ' idea sia s t a t a a b b a n d o n a t a . 

Cosi p u r e non si dovrebbe piu insistere, per la d i fesa arginale del Po , (come 
di a l t r i i m p o r t a n t i corsi d ' a cqua ) , a causa del progress ivo d i s fac imen to 
degli argini , f r a n a m e n t o di sca rpa te , erosioni, espor taz ioni basal i , cor rendo 
ai r ipar i con gabbioni , buzzoni , scogliere, p a r a t i e di preziosa f a t t u r a conte-
n u t e p e r t a n t o in insignif lcant i vo lumi p ro t e t t i v i . 

Giulio De Marchi , nel « Convegno sulla difesa del Suolo e le s is temazioni 
fluviali e m o n t a n e , del 1952 (C.N.R.) , cosi si espresse: 

« I t ragici even t i del Polesine h a n n o p rovoca to u n t r i s t e risveglio. L a 
v a s t i t a de l l ' evento e la gravita, dei dann i recat i , m e t t o n o i nev i t ab i lmen te 
in discussione la t a t t i c a di fensiva t radiz ionale , che lion h a s a p u t o e non h a 
p o t u t o impedire il disastro ». 

P i u in l a : « E d ' a l t r a p a r t e u n f a t t o acce r t a to che le piene del P o sono 
a n d a t e p rogress ivamente a u m e n t a n d o nel corso degli u l t imi secoli, ed e 
p u r e cer to che esse a u m e n t e r a n n o in avven i re ». 

RESUME. — Nous avons calcule ici l ' aba i s semen t des tab les d ' e a u d a n s 
les sols avec la me thode e lec t rogeo-osmot ique (EGO). II y a, ici, t o u t u n 
mater ie l ana ly t ique , (formules, etc.), q u ' o n p e u t uti l iser dans les appl ica t ions , 
r econs t ruc t ion des e l ec t roba tymet r i e s des n iveaux d ' eau , possibility d ' e va lue r 
les quan t i td s de li([uide, ex t ra ib le etc . 

Nous avons examine plusieurs disposi t i fs : e lect rodiques , c a t h o d e cir-
culaire et anode axial ; e lectrodes c i l indriques; e lectrodes sur cercles con-
cen t r iques ; celles monoanod iques e t b ica thod iques , e tc . 

SUMMARY •— The a u t h o r ca lcula tes t he decrease of t he wa t e r sur face 
in t h e g r o u n d b y e lect rogeosmotical (EGO) m e t h o d . T h e p a p e r r epor t s a set 
of ana ly t i ca l ma te r i a l ( formulas etc.), which m a y be appl ied for recons t ruc-
t ion of t h e e l e c t r o b a t h y m e t r y of wa t e r levels, eva lua t ion of a m o u n t s of w a t e r 
which can be dug out , etc. 

Many devices h a v e been examined , such as e lectrodical ones, c a thode -
circular ones wi th axial anode ; cyl indrical e lectrodes; sigle-anode a n d b i -ca tode 
celles, ecc. 

§ 1. - A b b i a m o d a t o u n a e s t e s a t e o r i a de l f e n o n i e n o e l e t t r o g e -
o s m o t i c o ( E G O ) i n t e r r e n o o m o g e n e o , s a t u r o d ' a c q u a , in r e g i m e s t a -
z iona r io (e no) , s u p p o n e n d o ne l 1° caso c h e l ' a c q u a t e l l u r i c a si t r o v i s u 
t u t t i gli a n o d i e c a t o d i a p r e f i s s a t e p r e s s ion i JIA, IIK. [ i ] 

S c o m p a r e n d o a c q u a a g l i a n o d i , la t e o r i a s c h e m a t i z z a cond iz ion i d i 
r e g i m e i n cu i agl i a n o d i v i e n e c o n t i n u a m e n t e r i f o r n i t a a c q u a d a l l ' e s t e r n o . 
I n p r a t i c a p e r o , i n r e g i m e s t a z i o n a r i o , si e d i f r o n t e a d u n flusso ag l i 
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anodi nullo, m e n t r e la pressione idrica polare non e d a t a dal l ' es terno 
essa si autostabi l isce e puo r isul tare diversa da anodo ad anodo. Svilup-
peremo qui ancora la teoria nell ' ipotesi di un ter reno omogeneo, con 
idropressione H0 all ' inflnito, una pressione e s t r a t t i va HK comune a t u t t i 
i catodi agent i , un flusso nullo su ciascun anodo, (polielettrodi), conser-
vando le costant i del ter reno K, Kr, o, di permeabi l i ta idrica, elet t r ica, 
di resist ivi ta elet t r ica. Mentre gli nA anodi si po r t ano al potenziale elet-
trico EA, gli catodi si por te ranno al potenziale comune EK (ri-
spe t to al l ' inflni to. 

P e r un r tmispaz io inflnito, l imi ta to or izzontalmente da u n a super-
ficie, agli elet trodi reali bisognera aggiungere, per le valutazioni dei 
campi , quelli fittizi, riflessi o immagin i elet t r iche r i spet to alia superficie 
del suolo. 

Con gli indici la t ini i, j, . . . s ' indicano le grandezze re la t ive agli 
anodi, con indici greci /t, v, . . . quelle re la t ive a i catodi; m e n t r e le 

i 
s ' intendono somme estese a t u t t i gli anodi e catodi sugli indici i, jli. 

Pass iamo in t an to al calcolo delle corrent i e del campo elet tr ico gia 
eft 'et tuato in [1], m a in fo rma leggermente diversa, per sviluppi applica-
t ivi par t icolar i , come si ved ra in questo Studio. 

C A M P I G E O - E L E T T R I C I E C O R R E N T I T E L L U R I C H E A R T I F I C I A L I . 

Sia: V (x, y, z) il potenziale elettr ico in u n pun to generico, E = 
Ea — Ek, la differenza di potenziale (d.d.p.) agli e le t t rodi o tensione; 
J t , J u , le corrent i parzial i (singole) agli anodi e catodi per cui la cor-
r en te to ta le : 

J = SA Jt — J ; Ji, J/t , da t e da : 
' ft 

1 /' 3 V 1 f i V 
Ji= — d S i , Ju = — — d s . t 1[1] 

Q I l H P Q J 7)71 ^ 
Ss S^ 

con Si, Sn superfici dell ' i-esimo anodo e del ^-esimo catodo, n normale 
(esterna) del relat ivo elet t rodo. 

La funzione V a rmonica , deve annullarsi all ' inflnito, assumere l 'en-
t i t a EA, EK, sugli anodi e catodi , soddisfare inoltre alle condizioni: 

i ' J F J F 
ZA — d S i + ZK — dSll= 0 1[2] 

i .' 3 n fi 3 n >' 

che per le 1[1], mos t rano l 'uguagl ianza t r a corrent i catodiche e anodiche. 
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Si t r a t t a di un noto, classico problema d 'e le t t ros ta t ica clie si risolve 
fac i lmente . 

I potenziali corr ispondenti ad u n a carica un i ta r ia sull ' iesimo anodo 
e sul ^-esimo catodo, con cariche nulle sugli a l t r i condut tor i , s 'espr imino 
con: As, tj) (x, y, z). Pe r il t eo rema di Gauss si ha (i j, /x ^ v): 

i /" t> d> i / ' 
I -^-dS,= — 4n, / —^- d S.. = — 4 n 
I t i n J i t i 
1 £< Su 

1[3] 

| [ i $ L d s l = l ^ c l S ^ ll*LdB,= I*-***, 
../ Dn J ~d n P J ~d n J * n v 

\ Si S,, Sj Sv 

I potenziali genera t i dall ' i-esima carica un i ta r i a sull ' i-esimo oon-
du t to r e siano: Gu, G(/l, C^,,, ta l i che: 

On = Gjj , Gi/x = Gfn , G/_w = Gvfi 

Quest i coefficienti geometrici Cu... ecc., s tud ia t i in f1), denotano 
«energie m u t u e » , con dimensioni l ' inverso di una lunghezza, m e n t r e gli 
inversi di Gu rappresentano , se i poli sono suff icientemente d is tanzia t i 
l ' un l 'a l t ro , capaci ta e le t t ros ta t iche degli i-esimi condut tor i . Cio de t to 
possiamo scrivere senz 'a l t ro la soluzione del p rob lema: 

7 = ffi^cjn — X x s p f o ) 1[4] 
i fi 

Le nuove grandezze st, s^, (da non confondere con Si, 8/x), vengono 
de te rmina te in base alio condizioni a cui devono soddisfare, e de t to : 

aA=EA/E , aK — EKJE, 

si perviene, pe r le determinazioni di s4, Sfi, aK, oa, al s is tema: 

HA Gu Si — 2 K sv = aA 
\ i " 

— Gfit Si -f- Gfiv Sv = an (A) 
I i " 
i aA + aK = 1 ; S.j Si = YikS/i, 

i n 

di (nA + iik + 2) equazioni con a l t r e t t a n t e incognite. 
II 1° gruppo di (A) da le condizioni a che sull 'i-esimo anodo il 

potenziale sia uguale ad EA, il 2° l 'analoghe per i catodi, la penu l t ima 
equazione der iva dalla deflnizione delle a, l 'u l t imo gruppo da le condi-
zioni 1[2], t enu to conto delle 1[3] e 1[4]. 

Ment re le a sono grandezze adimensionali , Si, S/x compor tano le di-
mensioni di u n a lunghezza (capacita e le t t ros ta t ica in u.e.s.), rappresen-



17 
A. B E L L U I G 1 

t ano le cariche sui singoli elet trodi (col segno cambia to sui catodi) , 
quando t r a il s is tema de<;li anodi e quello dei catodi si stabilisce una 
d.d .p . uguale a l l 'un i ta . La grandezza s, (di par t icolare impor t anza come 
si vedra) , deflni ta dalla: 

s = s, + Sa- s,i l[o] 

i fi 
e la «capac i t a e le t t ros ta t ica » del s is tema considerate quale condensatore . 

II s is tema (yl) e fondamenta le per la soluzione del problema. Dalle a 
discendono i potenzial i : 

EA=EaA , EK=—EaK 1[6] 

e med ian t e le s, le correnti , in v i r tu delle 1[1], 1[3] e 1[4]: 

J , = — E • st, Ju= — E-Su, J = - E - s 1[7] 
o g o 

Si dovra dividere i valori di 1[7] per 2 considerando il suolo con 
superficie orizzontale. 

II coeffieiente Q/INS, (Q/2JCS in superficie) denota la « resis tenza elet-
t r ica » del s is tema. 

P R E S S I O N E E F L U S S I G E O - I D R I G I . 

Sia H (x, y, z) la pressione geoidrostat ica nel p u n t o generico (x, y, z) 
h (x, y, z) = Ho — H (x, y, z) il dislivello di pressione r i spet to a quella 
nel suolo, d i s t an te o all ' inflnito. 
liK = Hj — Hk l ' abbassamento della pressione idrica catodica, 
hi = Hj — Hi l 'analogo abbassamen to idrico all ' iesimo anodo, Q/i il 
flusso d ' a c q u a all ' iesimo catodo, m e n t r e Q = SA: Q/i il flusso to ta le , dove 
e noto, Q/i e da to da : 

La depressione idrica h, di conseguenza anche (h — K0JKV), devono 
essere anch'esse funzioni a rmoniche e annullarsi all ' inflnito. Ques t ' u l t ima 
deve soddisfare a che i flussi anodici s 'annull ino, e cioe: 

I in K 5n 1 J 

St 



L ' A B B A S S A M E N T O D E L L ' E G O - I S O P I E Z I C I I E 18 

assumere sui catodi i valori : 

hK — Ek = hK + K
k E aK 1[10] 

II p roblema anche qui si risolve in man ie r a analoga a quella del 
potenzia le . U n a funzione armonica che soddisfi la 1[9], e si annul la 
al l ' oo e d a t a dalla: 

h - ^ V = ZK X/t fo 1[11] 
A n 

Pe r soddisfare la 1[10], le X/t si de te rminano dal s is tema: 

G > Xv = hK + J):- E (IK 1[12] 
v ji-

A fine di dare alia soluzione una f o r m a analoga a quella re la t iva 
a l potenziale, si pone: 

Ke_ 
K 

Xn = U (hK + — E aK) 1[13] 

dove per le tV- vale il s is tema di nx equazione in nx incogni ta: 

SA- C/lv U = 1 [B] 
V 

Anche le tv (dimensionalmente inversi di lunghezza), a m m e t t o n o una 
semplice in te rpre taz ione fisica: sono cariche che si stabiliscono sui catodi 
quando il s is tema di questi u l t imi viene po r t a to al potenziale uguale 
a l l 'uni ta , lasciando isolati gli anodi . Calcolate le tv, med ian te il 2° s is tema 
f o n d a m e n t a l e [£], che dipende anch'esso solo dalle carat ter is t iche geo-
metr iche , (nel caso in cui le dis tanze anodi-catodi sono grandi r ispet to 
alle loro dimensioni nella direzione delle dis tanze, esse sono p ra t i camen te 
indipendent i dalla disposizione degli anodi) , si puo med ian te le 1[4], 
1[11], 1 [13] de te rminare la depressione (/(), che r isul ta pe r t an to : 

( ^ EXAStfyt + 2lK[hKt/i-- ^ E(sju.—axt/ii)]i>/x = 
• " K 1[14] 

J T\ 
/ -^-EIHaShj)i—£K(8p—aKt/,)i>tl] 

Per esplicitare gli abbassament i (ht) agli anodi, (dove la h assume i 
valori p iu alti), in t roduciamo le grandezze adimensionali ( / S i ) , definite 
med ian t e : 

/Si = G i f l t,, , 0 < /Si < 1 [C] 
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potenzial i degli anodi isolati, quando i catodi sono po r t a t i ai potenzia l i 
uno, pe r cui (0 < /S( < 1). 

Tenendo conto delle [A], [B], [C], segue dalla 1[14]: 

h, =0thK + ^ E(aA +PiaK) 1[15] 

Come si vede se le fit differiscono t r a di loro, anche le ht d iffer i ranno 
t r a di loro. Siccome lit a u m e n t a con fit, se hK > 0, converra avvic inare 
gli anodi possibilmente ai catodi, in quan to cio f a esal tare le fit, m e n t r e 
qualora si pongono gli anodi mol to lontani fii = 0, e le hi, ind ipenden t i 
da hK, si r iducono a : 

h ( = ^ E a A = ~ E A 1[15'] 
K K 

(per amp ia spaz ia tura di poli e teronomi) 
E i m a n e il calcolo dei flussi Q f t espressi dalle 1[8], che in v i r t u delle 

1[3], 1[11], 1[13] si scrivono: 

Qp = 4 n (K hK + Ke aK E) t,t 1[16] 

Per anodi dis tanziat i , le Qk d ipendono dalla loro disposizione essen-
zia lmente a t t raverso il coefflciente aK, e non a t t raverso t/2, coefficiente 
funzione invece solo dalla distr ibuzione dei catodi . 

Se finalmente indichiamo con T la : 

T = Xht, 1[17] 

capaci ta de l« sis tema dei ca todi» , si ha per il flusso to ta le la espressione: 

Q = 4 jc (E hK + Ke aK E) T 1[18] 

D I S P O S I T I Y O B I F I L A K E A MINI .MO E M U N G I M E N T O E F O R T E M E N T E D E P R E S S I V O 

Circa il significato delle 1 [15] e 1[18] si puo osservare che in s t a to 
di regime l ' acqua viene ernunta da zone lon tane (prive percio d ' interesse), 
converra reahzzare un dispositivo polare per cui Q sia p iu t tos to piccolq, 
con ht possibi lmente al te , un dispositivo che con piccolo emung imen to 
compor t i nelle vicinanze un o s ta to di regime di prosciugamento, provo-
cando nello stesso t empo accen tua t i abbassament i piezometrici . Questo 
si realizza ponendo i catodi esterni agli anodi , il che fa diminuire a K , e 
crescere (aA = 1 -— aK). 

La convenienza d ' a u m e n t a r e /Si (avvicinare il piu possibile anodi e 
catodi), d ipendera allora esclusivamente dalle re la t ive grandezze (hK, 
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Ke — E). P redominando I>k, e cioe l 'e f fe t to Darcy , o r i su l tando Uk dello 

stesso ordine di (Ke E/K), lie discende u n a notevole convenienza d' incre-
m e n t a r e /?,-, ossia a w i c i n a r e gli e le t t rodi e teronomi. Cont ra r iamente , 
quando l 'effet to elettr ico p redomina , p e r m a r r a sempre u n a cer ta conve-
nienza di realizzare la bifl lari ta, m a in misura inferiore. 

Si evidenziano cara t ter i s t iche d ' u n dispositivo noto col nome di 
« bifilare elettrodico » gia oggetto, da p a r t e nos t ra , di precedent i chiari-
m e n t i (2) e sviluppi. 

§ 2. - Appl ichcremo quan to dedot to nel § 1. a l l 'EGO stazionaria 
di u n a semplice «coppia bipolare eteronoma». 

B a s t a porre a questo scopo nelle espressioni generali dedo t t e : 
(/j, = 1, i = 2). Bicordando che con gli indici K e A si deno tano le 
grandezze che si riferiseono al ca todo e al l 'anodo, porremo: 

9 = > §2 = Cn = Gk, G 22 = GA, G1z — G 
S 1 = s 2 = S , f i t = P 

Anzi tu t to la soluzione del s is tema [5 ] da : 

t = 1/Gk, 2[1] 

(capacita del catodo), da cui discende: 

P = G/GK. 2[2] 

II s is tema [A] d iven ta semphcemente : 

(•Gk — G) s = aK, (cA — G) s = aA, aA + aK=i [A'] 

che, risolto, da : 

is = 11 (Ga + Gk — 2 G) 

clk = (Gk — C)/(Ga + CK — 2 0) 2[3] 

I aA = (CA — C) I (Ga + CK — 2 G) 

F i n a l m e n t e per le a l t re due grandezze; (s — taK), (aA + PaK), che 

compaiono nelle formule relat ive, si h a : 

s — taK = G/CK (Ga + CK — 2 C) =Ps 
2[4] 

aA+P aK = (Ga Gk — C*)ICK (CA + 0 J C - 2 C ) = y < l 

L a tensione e la corrente, in superflcie, d iventano pe r t an to : 

F = s E ^ a — S k ) 2 [5] 
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I 71 
.J = — s E, (gia diviso per 2) 2[6] 

o 
Coppia polare eteronoma 

« L ' abbas samen to generico d' idropressione » sara: 

h = t hK + ~ E s (6a — p hK) 2[7] 

« L ' abbassamen to di pressione al l 'anodo »: 

hA =phK + ^ L E y , 2[B] 

formule generali queste pe r u n a «singola generica coppia polare etero-
noma », pos ta sui terreno, in superficie. 

P r i m a di proseguire r i leviamo u n a conseguenza della 2[8], che a 
p r ima vis ta puo sembrare pradossale. II prosciugamento al l 'anodo rag-
giunge il massimo quando y = 1, e cioe quando CA, r es tando finite 
Ck, G, t ende all ' inflnito. Questo signiflca che sembrerebbe conveniente 
r idurre al massimo la capaci ta anodica, impiegando cioe un cavo molto 
sottile. 

Bisogna pero tener presente che anz i tu t to in questo caso s d iven ta 
mol to piccola, di conseguenza la corrente molto debole e il t empo ne-
cessario per raggiungere lo s t a to d 'equil ibrio p iu t tos to lungo. D 'a l t ronde 
quello che interessa non e solo prosciugare l ' immed ia t a adiacenza del-
l 'anodo. 

I n u n ambi to l imi ta to non decide la 2[8], m a solo la 2[7]. Ora sia <\>A 

che AA-, per cavi flliformi, sono p r a t i c a m e n t e indipendent i da i loro dia-
met r i , che en t rano a f a r p a r t e della 2[7] solo a t t r ave r so t, s, (con t, 
che come sappiamo, rappresen ta la capaci ta anodica, s la capaci ta mu-
tua) . Per o t tenere quindi « fo r t i p rosc iugament i» in t u t t a la zona, con-
viene a u m e n t a r e t e s, quindi i d iamet r i polari . 

Se si opera in condizioni in cui hx e p iu g rande tli Ke!K E, (predo-
m i n a l 'effet to idraulico), e in p r imo luogo i m p o r t a n t e avere catodi di 
g rande d iametro , a l t r imen t i sono t u t t i e due gli spessori che influiscono 
in egual misura . In questo 2° caso il prosc iugamento e proporzionale 
a l l ' in tensi ta di corrente. 

Quan to de t to d imos t ra che non si deve generahzzare conclusioni 
della 2[8], la quale r iguarda solo il prosciugamento in u n a zona l imita-
t iss ima in torno al l 'anodo. 
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A proposito della 2[7] vogliamo ancora aggiungere che come 
det to nel § 1., rappresenta il potenziale d 'una carica uni tar ia distr ibuita 
sull 'anodo, <\>K il potenziale d 'una analoga carica distribuita sui catodo, 
quindi predomina nella zona anodica, tfj/v in quella catodica. 

Nella zona anodica, ammesso che Iik, e Ke/K E, siano dello stesso 
ordine di grandezza, predomina l 'effetto Helmholtz, nella catodica quello 
Darcy. Le situazioni cambiano se IIK, K E / K E sono di diverso ordine di 
grandezza. Se Iik > KG!KM, l 'effetto Darcy prevale quasi ovunque, e 
la s t ru t tu ra dell 'anodo ha poca influenza. Nel caso contrario prevale 
l 'effetto elettrico, e la s t ru t tu ra del catodo non e del t u t t o indifferente. 
I n f a t t i essa si fa sentire principalmente at t raverco il coefficiente s, m a 
anche considerando il fenomeno ad intensita costante, (il che annulla 
l 'effetto di s essendo J proporzionale ad s), la s t ru t tu ra del catodo si 
risente in quella zona in cui e confrontabile con <{M. 

Cio implica che se si opera a «intensi ta costante» conviene allonta-
nare il catodo della zona di prosciugamento, ammesso natura lmente 
c h e ( H K < EE/KE). 

C A T O D O S X J P E R F I C I A L E C I E C O L A B E , A N O D O A S S I A L E . 

Si abbia un catodo metallico filiforme, (raggio dK), circolare, di 
raggio R, collocato sulla superflcie orizzontale del suolo, ment re l 'anodo 
sia un cavo verticale, (raggio dA), di lunghezza), a t t raversante con una 
estremita il centro del cerchio (v. Fig. 1). 

II r iferimento sia un sistema di coordinate cilindriche con asse 
l 'anodo, ^ la profondita, r la distanza dall'asse di un generico punto. 

Siccome il calcolo esatto e estremamente difficile, si accontenteremo 
di un'approssimazione clie presuppone gli elettrodi sufficientemente di-
stanziati , tali da non disturbarsi a vicenda. 
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Lo studio di questo dispositivo e s ta to occasionato da problemi 
inerent i a prosc iugament i localizzati. II criterio di impiegare «ca tod i 
raccorc ia t i» r i spe t to agli anodi , e p e r f e t t a m e n t e legi t t imo (3), l ' e le t t rodo 
negat ivo non solo si t r ova in condizioni agevoli d 'aspirazione per l 'af-
flusso idrieo, ma ha potere vero e proprio aspi rante , da sollevare il fluido 
(elettrosmosi di superficie). 

D a t e le varie ipotesi su cui e basa t a t u t t a la teor ia , ques t ' appros-
simazione e del t u t t o sufficiente: si r i t e r ra cioe che 6A e (j)*- coincidono 
con i potenziali , in assenza degli e le t t rodi r imanen t i , il che compor ta 
errori solo sul l ' immediate vicinanze polari . 

II potenziale £>a di un cavo filiforine, lunghezza (21) (aggiunta 
l ' imagine speculare), parallelo all 'asse z con centro nell 'origine, e d a t o 
dalla fo rmula : 

1 V (* : ' V + ^ + (g + 0 
OA = Try lg , - ----- -

21 V (z—iy + r2 + (z — l) 

II potenziale del cerchio condu t to re di carica un i ta r i a der iva dal la 
teoria del potenziale, per cui: 

2/7T 

= ir-pT I (R- + z2 + r 2 — 2 Rr cos y)-1 '* R d cp , 2[10] 
0 

ovvero: 

= ~ [(R + r)2 + 22]"1 '2 • K [2 V RVr(B + r ^ T ^ ] , 2[11] 

ove: K{x) e il no to in tegra te ellitt ico di 1 specie es tesamente tabe l la to : 
JT/2 71/2 

K(x) = I d<pljl — x* sen2 9 = j dt/<J ( 1 — P) ( 1 — t* x"). 2[12] 
o o 

Passando ai coefficienti C'k, Ga, G, si t r ova per CA• 

CA = l~ng(±lledA), 2[13] 

(e = cos tante d 'Eulero) , m e n t r e G si calcola sui catodo, come il valore 
cioe che assume (Ju per z = 0, r = R, e quindi: 

G = ~ l lg (•V I2 + R> + 1 ) / ( V V1 + R2— I) = — lg [(V V + R2 + 1 ) IE}. 2[14] 

P i n a l m e n t e Gk si calcola come il valore che assume sulla super-
ficie del catodo. [Se l ' a rgomento di K mol to vicino a l l 'uni ta , si pud 
usare l 'approssimazione no ta dalla teor ia delle funzioni ell i t t iche: 

K(x) ~ lg 4/V l — x\ x = 2 ^Rr/[(R + r)2 + z2] 2[ lo] 
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argomento in questione, per cui: 

1 — x* = [(i? — r)- + z-]/[(R + r)2 + *2] . 

Avendosi sui catodo: 

(R — r)> + z*^d°K, rR, z = 0, 

(piccolo spessore), si ha : 1 — x2 = dir/lK2, e quindi per la dalle 
2[11] e 2[15] si t rae: 

21161 

Mediante le 2[13], 2[15], 2[1], 2[4], si calcolano gli altri coefficienti. 
Gli spessori, come si -vede, entrano solo nelle CA, GK- Noti questi, la 
2[7], per mezzo delle 2[9], 2[11], pe rmet te di valutare la diminuzione di 
pressione in ogni punto, e tracciare le conseguenti linee di livello: Jir = 
cost. Part icolarmente semplici videntano le formule per (r = 0, z > I), 
cioe per ambit i sotto l 'anodo: infa t t i per z = 0 si ha semplicemente: 

4M = T J > + I ) / ( * — * ) ] , 2[9'] 

<j>K = 1/V R°- + z* 2[11'] 
da cui, mediante la 2[7], si deduce la depressione «li» a diverse profon-
dita z subanodiclie, come da: 

" - v l fcr ) ' 2ll7] 

con: 

« = 1 / ( C « + CA- — 2 C), p = C/CK, CA = \g (± I/e dA), 
1 , 8 E Jo-

7T -Z? * aA-

c = H Ig (V Z2 + R- + Z) IR, li = cost. 2[18] 

§ 3 . - BlPOLARITA AD ELETTRODI CILINDRICI VERTICALI. 

Siano ora anodo e catodo costituiti da elettrodi singoli eteronomi 
vert icali come in Fig. 2. 

II sistema d'assi di riferimento avra il piano xy coincidente con la 
superflcie orizzontale del terreno, z rivolto verso il basso, il catodo, 
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lunghezza 1K, raggio rK, (IK, rK) coincidente con l 'asse z, m e n t r e l ' a n o d o 
(1A, rA) paral lelo al catodo ha le t racce (a, 0) sui p iano xy. 

t Z 

1+) 

i h 

Fig. 2 

X 

Per i var i coefficienti nel caso d 'e le t t rodi singoli, valgono le espres-
siom: 

s = l/(CA +Ck — 2C), 

<*K ' (CA- — Cs) s, 

P = CICK, 

t = 1/GK 

aA = (Ga — Gs) s 

y = (Ga CK—C*)ts, 

Con: 
CK = T lg 4 lK/e rR, CA =l'A lg 4 lA/e rA 

m e n t r e la C s 'esprime med ian t e la no t a funzione yi(x) ('): 

y>(x) = lg (V 1 + I/®2 + 1/®) — (V 1 + ®2 — x) 

assumendo la fo rma : 

3[1] 

3[2] 

3[3] 

G {1A + LK) V W A + LK) — (H — IK) V (MA — LK)} 3[4] 
2 1A l K 

che, pe r elet t rodi di uguale lunghezza lA = Ik = I, si semplifica nella: 

C = I-1 yj (d/2 1) 3[4'] 

Le 3[1], 3[2], 3[4], risolvono comple tamente il p roblema dei coef-
ficienti, per cui not i ques t 'u l t imi si deducono «corrente», «flussio idrico 
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to ta le », nonche la « pressione all'anoclo »: 

J = 2ns E jo, Q=2nt(KhK+KeaKE), hA=phK+y~-E 3[5] 

F ina lmente per ottenere la distribuzione del potenziale V e del-
l 'abbassamento di pressione liK, sono hecessarie le che rappre-
sentano potenziali d 'elettrodi fUiformi vertical!, noti dalla teoria generale: 

3[6] 

I , _ _!_ ^ V (lK + z)°- + + ,/- + lK + g 
I YA' — '£ —i = 

) 2 1 k V f e — lK + z 

I , = _ 1 p V (lA + zy + ( s - ^ r f j * + y*+lA + Z 

Mediante le 3[6] dunque si ottiene, in un punto generico: 

V (x, y, z) = s E (cj^ — §K) 

K e 3[7] 
h (x, y,z) — t hK <j)K + s — E (bA — /? &«) 

I n superflcie (z = 0), le 3[6] si semplificano leggermente, e d iventano: 

j [ d g V PK + v2 + y2 + y — log + y2)] 
* " 3[6'] 

[ <Sm = y [(lg V S + —'<*)2 + 2/2 + k ) — V + 2/2}] 

§ 4 . - D I S P O S I T I V I PLURIPOLARI SU CIRCONFERENZE CONCENTRICHE. 

La teoria del § 1. viene applicata, in questo paragrafo, a t re casi 
in cui la soluzione dei sistemi [A] e [JS] si presenta in maniera parti-
colarmente semplice: catodi ed anodi composti da tubi verticali, uguali 
per ogni tipo d'elettrodo, disposti in maniera simmetrica lungo due 
cerchi; anodi a catodi saranno o in ugual numero, o nel rapporto 2 : 1 . 

Sia le formule base per le varie grandezze, che quelle r iguardant i 
CiK sono s ta te da noi date: (x). 

Per renderle piu agevoli, deflniamo un certo tipo di £ s tandard, 
introducendo per esse appositi simboli. Successivamente esprimiamo il 
potenziale di un sistema di ftli verticali uguali, disposti lungo i vertici 
d 'un poligono regolare, come, anche alcune somme di CiK relative a tale 
sistema, mediante le V considerate. Poi passeremo al calcolo delle varie 
espressioni relative alia teoria da noi sviluppata quando soddisfatte 
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certe condizioni di simmetria nei sistema d'elettrodi, e finalmente s'ap-
plicherenno i r isultati eosi ot tenuti al nostro problema specifico. 

Procediamo dalla deflnizione delle V,. 
Sia On la grandezza angolare: 0„. — 2n/n, n < 1; deflniamo anzi-

tu t to con: 

= (lg V C2 + Q- — 2e cos (<P — i0„) - f t ) . 4[1] 
1 = 0 

in cui non e essenziale che la 2 venga estesa da 0 a n — 1, bas tando 
estenderla da K a K + n — 1-

Posto: (K = — 1, K = — n + 1), e confrontando l'espressioni 
cosi ot tenute, dopo aver commuta to l 'indice i in j -f- 1, e in — j, ri-
spet t ivamente in 4[1], s 'ottengono le relazioni: 

fn ( o , (p + 6n, C) = fn (Q, <p, f ) , fn (e, <P, £) = fn (Q, <f, £) . 

In altre parole nel calcolo della /„ bas ta limitarsi ai <p: 

0 < q> < 0,,I2 . 

Per g = 1, q> = 0, la 4[1] diventa oo, se f < 0, a causa del termine 
i = 0. Definiamo in questo caso con f„ (J) la funzione che s 'ottiene 
dalla 4[1] tralasciando il 1° termine: 

_ »—I 

U ( t ) = w- 1 2 lg ( V C2 + 4 sen'- i 0»f2 + £), 4[3] 
s= 1 

che si puo anche esprimere come: 

fn ( f ) = l i m [fn (o, o, f ) — — lg ( V c 2 + ( e - 1 ) 2 + 0 ] • m 
Q->i n 

I n seguito non useremo le /„, /„, m a cio che deriva da esse, sot-
t raendovi i valori /„ (q, cp, 0), f„ (0), ottenendosi cosi piu simmetria. 

Per z = 0 deduciamo /„ dalla 4[1]: 

fn (q, <p, 0) = J - S lg (e2 — 2 Q cos Kdn + 1) = 
A >1 Ar=0 

I , V , I ( P I K D N \ 
= — lg 11 p e — e , 

n k=o 

e dalla nota relazione algebrica: 

1 ikdn 
II (x — e ) = xn — 1, 
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si ha : 

fn (q, 9 0 ) = - - lg (o2n — 2o" cos w 93 + 1) . 4[5] 

La fn (0) consegue dalle 4[4] e 4[5]: 

fn (0) = n-1 l im lg (on — l)/(p — 1) , 

e appl icando il t eorema de l 'Hospi ta l : 

U (0) = n-1 lg n . 4[6] 

Def iniamo le somme s t anda rd : 

Fn(e,<p,C)=fn(e,<p,t;,)-U(Q,<p,oy, >„(C)=7-(C)—7«(0) , 4[7] 

o espl ic i tamente: 

Fn ({?, <P, 0 = rc-1 [ 2 (lg V f 2 + 0 2 — c o s (cp—2dn) + i + 0 — 
1 = 0 

— 7T lg (p2" — cos w cp + 1)] . 4[S] 
A 

Fn (C) = »-* [ V (lg VC2 + 4 s e n 2 i 0 „ / 2 + C ) — lg n] 4[8'] 
1 = 1 

L a ragione della prefereruza della Fn r ispet to alia /„, s ta nel f a t t o 
che in v i r t u delle relazioni: 

fn (Q, <p, 0 + fn (C,cp,-C) = 2 / „ (0, 0) , fn (C) + /« ( — f ) = 2 /„(0) 

(che r isul tano i m m e d i a t a m e n t e dalle 4[1] e 4[4]), le Fn e Fn d iventano 
funzioni dispari di J. 

Si ha cioe: 

Fn(Q,<p,—l;) =—Fn(Q,Cp,t;), Fn (— f ) = — Fn(Q • 4[9] 

Le 4[6] l imi tano il calcolo a valori J < 0. S'osservi inol tre che Fn 

soddisfa anche le 4[2]. 
Inol t re per cp = 0, nelle 2> i t e rmin i sono a coppie uguali , quindi 

il numero dei t e rmin i p ra t i camen te si dimezza. 
La Fn gode ancora di un ' a l t r a propr ie ta : in fa t t i dalla 4[8] si ha : 

Fn (Q, cp, C) = Fn (lie, cp, tie), 4[10] 

che p e r m e t t e di r idurre il calcolo della Fn ai valori o < 1, (0 : o > 1). 



2 3 8 A . B E L L U I G 1 

La 4[10] suggerisce l ' in troduzione di un a l t ro t ipo di funzione, de-
finendo con Gn (gig2?>), per g l ; g2 ^ 0, la : 

Gn (q1 g2 cp) = Fa (gi/g2, <p, 1 /ga) = F cp, l /gx) , 4[11] 

e in analogia: 

G„(Q)=F„( lie). 4 [ i i ' j 

La Gn oltre le 4[2] soddisfa la relazione di s immet r i a : 

g„ (gx g2 <p) = Gn (g2 ei <p) • 4[ io ' ] 

Mentre per avere i potenzial i r i su l tava piu comoda la 4[8], per ot-
tenere i coefficienti, la formula 4[11] pone piu in evidenza la s immerr ia . 

Molto semplice si presenta la F„ per g = 0, e indicandola con Fn° 
si h a semplicemente: 

F°n (C) = log (V C2 + 1 + t ) 4[8"] 

Pe r il calcolo dei coefficienti abb iamo bisogno di u n ' a l t r a s o m m a 
s tandard , che por remo med ian te la : 

Hn(eiQ2<P) = 2 [V^l 2 g 1 g 2 c o s (cp — idn) + 1 «'=0 

— — 2 Oi gu cos (cp — iOn)+eu]> 4 [ 1 2 ] 

che gode anche delle p ropr ie ty 4[2] e 4[10]. 

Pe r gi = g2 si puo calcolare la 2a somma. Limi tandos i a : (0 < cp < On), 
(da ta la periodicita) si h a per ques t ' u l t ima: 

2 g ( s e n ~ + £ s e n (Kdn — <p)IZ] = 2 o s e n + 
2 4=1 " 2 

g -i<pj 2 » - l ikdn/2 q Hp/2«-l -iA0/„2 
"T" e • 2J e 

» * = 1 » A=1 

Ora s 'osservi che essendo (0„/2 = ic/n), si ha dalle note formule per la 
somma d ' u n a serie geometr ica : 

1 ikOn/2 1 "-1 -ikOn/2 , - .. 
— 2 e = ~ ZJ e — c tg 0n/4, 
» A=1 t A = 1 

e quindi la s u d d e t t a somma d iventa : 

sen 0„/4 
„ i 9? , , 0n . \ 2 g 1 , „„ , 2 g I sen ~ + c tg — 'cos X = * cos - U 
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Se si vuole ora togliere la l imitazione (0 ^ 9 9 ^ 0„), occorre sosti-
tu i re la 99 con: 

y = <p — [(p/On] dn , 4[13] 

dove [x\ da la p a r t e in te ra di x, cioe il piii g rande numero intero minore 
o uguale ad x. 

Espr imendo con E*(Q, 99) il valore di E per (_H = CH = Q, si h a : 

* "—1 
Hn (0, 99) = En (q, 0 , 9?) = 2 V 2 Q- [ 1 — c o s (99 — i 0 „ ) ] + 1 

2 0 ' c o s i f c - ^ l 4 [ 1 2 ' ] sen 0„ /4 2 

F i n a l m e n t e esprima A' la differenza (G — E), pon iamo cioe: 

En [Qx 0 2 <p) = Gn ( 0 ! 0 2 99) En (q1 0 2 <f) = 

En {qJqs, <P, 1 fat) — Hn ( fr 02 (p) 4[14] 

K*n (Q, 99) = Kn (Cq?) = Fn (1, c, 1/0) — s : (f, 0) 4[14'] 

Kn (0) = Gn (0) — E*n (C,0) + 1 = f „ ( 1 / 0 ) — E l (0,0) + 1 . 4[14"1 

II ( + 1 ) ne l l 'u l t ima fo rmula proviene dal l 'aver to l to nella 2 per £T„ 
il t e rmine con i = 0. 

Abb iamo gia r ipor ta to varie espressioni che si r ipor tano a due t ipi 
s t a n d a r d di somme B n e H„-

T u t t e , in quan to funzioni di 99, soddisfano le relazioni 4[2], e in 
quan to funzioni di 0j e q2, la 4[10']. 

Pe r il calcolo effet t ivo aggiungiamo 2 osservazioni di cui e bene 
tener conto: 

1) come e gia s t a to de t to per <p = 0 nelle var ie somme com-
paiono t e rmin i uguali , e prec isamente quelli con i e (n — i), in questo 
caso per n pa r i t u t t i i t e rmin i r isul tano accoppiat i , meno due (i = 0, 
i = n/2), per n dispari t u t t i meno uno (i = 0). 

2) Non conviene, nelle somme logari tmiche 4[8], 4[8'] de te rminare 
i singoli log per poi sommarl i , m a eseguire il p rodo t to degli argomcnt i , 
e poi r icavarne il logari tmo. 

Ino l t r e si vede anclie che la Fn e ana logamente le I f , , , IIn*, K n , Kn* 
(En esclusa) soddisfano la: 

E2h = ~ [Fn (0, <p, 4) + Fn (0, <P + 02,„ 0 ] , 02„ = 0n/2 . 4 [ 1 5 ] 
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Analoghe espressioni si possono ottenere per F3n, ecc. 
Passiamo ora ad applicare quanto dedotto al calcolo di certe gran-

dezze legate ad nn « sistema di cavi [metallic! polari verticali paralleli», 
in un sistema di coordinate cilindriche (r, rp, z), con r distanza radiale 
dall 'asse, z distanza (col segno) da un piano perpendicolare all'asse, 
(che in seguito verra scelto come superflcie terrestre), di un punto ge-
nerico. Si abbia un sistema di flli di lunghezza 21, paralleli all'asse, i cui 
centri si t rovano nel piano z = 0, sui vertici d 'un poligono regolare a 
n lati, col centro nell'origine. 

Le coordinate del centro dell'iesimo fllo saranno date da (R, iOn, 0), 
se R e la distanza dall'asse dei singoli flli, e per la posizione del primo 
(i = 0) poniamo cp = 0. 

Yediamo il potenziale on(r,<p.z) in un punto generico del suolo quan-
do ogni fllo por ta una carica 1/n. Indicando con cpt il potenziale relativo 
all'i-esimo fllo con carica unitaria, mentre gli altri non por tano carica si ha : 

n— I 
<j)n = n-1 2 cp, 4[16] 

i=o 

Biteniamo, come si fa in generale, che la distribuzione della carica 
su un singolo conduttore non viene molto a l tera ta dalla presenza degli 
altri, ipotesi generalmente soddisfatta, a meno che i conduttori di lun-
ghezza molto varia si trovino vicini. Se pero si t iene presente che anche 
le formule r iguardanti un singolo elettrodo sono esatte per forma d'elis-
soidi di rotazione e non cilindriche, si vede che questa ipotesi non por ta 
in prat ica nessun errore d'ordine di grandezza superiore a quello gia 
commesso per un singolo fllo. 

Le superfici (<pi — cost.) invece che elissoidi potranno essere qualche 
altro tipo di figura di rotazione; per flli sufflcientemente lunghi e sottili 
simili a cilindri, nelle immediate vicinanze del fllo, e non t roppo pros-
simi al l 'estremita. 

La teoria si applica esa t tamente a quest 'ul t ime figure; essa tien 
con to degli effett i globali (attraverso i coefficienti Cue) dei flli uno sul-
l 'altro, e il campo cosi r isul tante sara corretto, ad eccezione delle im-
mediate vicinanze dei poli o delle loro estremita. Questo significa inflne 
che per cpt, Gik, possiamo usare le note formule. 

Qualche dubbio r imane per le CU, (inversi delle capacita dei singoli 
flli), che possono leggermente variare rispetto ai loro valori « imper tur -
ba t i» . 

Pero, come si vedra appresso, esse compaiono sempre sommate alle 
al tre CiK, il che diminuisce un eventuale errore percentuale nei risultati , 
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essendo ques t 'u l t imi suff icientemente a t tendibi l i . Ci6 premesso ri tor-
n iamo alle 4[16]. Come e noto la rpi h a la fo rma : 

V = 27 l g + + + « ) ] / ]V( i—'*)*+< + (z—1), 

con: 

r\ = r2 — 2 Rr cos (cp — i dn) + R2 

Sost i tuendo la 4[17] nella 4[16], e conf ron tandola con la 4[1]: 

= 2T [ U ( r / E ' {Z + l , R ) ~ f n ( ? ' / j B ' V' {Z ~ l ) I R ) ] 4 [ 1 8 ] 

Dalle 4[18] e 4[17] si ha def in i t ivamente : 

1 , \ 1 r -n ( r Z + l Ti r Z 1 

4>- (r, q>,z) = ^ [F. ( z ' P ' - j t ^ B ' V ' ^ T 

In t roduc iamo la: 

4[19] 

C = — S Ga 4[20] 
n 

2 dei coefficienti m u t u i d ' u n condut to re r i spet to agli al tr i . 
Nel passa to (l) abb iamo der ivato per due cavi paraUeli di lunghezza 

21, d is tanza d, s i tua t i alia stessa al tezza: 

G = H xp (d/2 I) 4[21] 

con: 

xp (x) = lg (V 1 + x2 + 1) I x — (V 1+x2 — x) 4[22] 

ip(x) ~ lg 2/xl, x < 1 ; ip(x) ~ 1/2 x, 1 4[22'] 

Con ci6 la 4[20] d iven ta : 

G = r 1 yj (di/2 I), {di = 2 R sen i 0„/2) 4[23] 
" i= I 

Sost i tuendo la 4[22], e conf ron tando con le definizioni del § 2., si 
o t t iene per la somma dei t e rmin i logaritmici: 

Z-1 [/„ (2 l/B) — /„(0)] = j j F n ( 2 l/R) = ~ Gn (R/2 I) 

per quella degli al tr i , (la meno del segno): 

I-1 [En (R/2 I, 0) — 1] 
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Ricordando la definizione di K„ si ha qiiindi, dopo la sot t razione: 

C = H K„ (72/2 I) 4[24] 

F i n a l m e n t e consideriamo un ul ter iore condut tore parallelo di lun-
ghezza 21', centro nel pun to (It1, ip, 0,), sia G la somma dei coefficienti 
m u t u i CiK di questo condut tore r i spet to al nostro s is tema, t u t t o diviso 
per n . 

I I coefficiente m u t u o di una coppia di condut to r i parallel i di lun-
ghezza I, I', d i s tanza d, e con centri alio stesso livello, e s t a to dedo t to 
in u n a precedente N o t a (*): 

c = ~ r [(I + r) V (d/(l + V)) — P — V] y> (d/\ I — V |)] 4[25] 

Dal la 4[25 s 'o t t iene per la G: 

C = + OsV (d<l(l +1')) — 11— r IsV (dil\l—r I)] 4[26] 
i = 0 i = 0 

con 

d] = R* — 2 R R' cos (y> — iOn)+ R'-

Procedendo come in precedenza, si perviene a: 

G 
2 I I ' 

4[27] 

P e r I = V scompare il 2° t e rmine , e la precedente d iven ta sempli-
cemente : 

G = y Kn (R/2 I, R'/2 l,y>). 4[27'] 

Pe r R = R', le 4[27], 4[27'] si sempliflcano: 

0 = 1 

2 IV (I + I') K*n ( y ^ T j T > v ) — 

- ' ' - ^ ( T T T T P * ) 
, per R = B ' , y > y £ 0 4[28] 

C = \ K (R/2 I, W), per I = l',y>* 0 . 4[28'] 

Disponiamo cosi di t u t t i gli e lementi necessari per i calcoli successivi, 
med ian te le sommator ie s t anda rd del § 1. 

Pass iamo ora dalle formule della teoria generale ad u n a fo rma a d a t t a 
alle si tuazioni che considereremo. 
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Si abbia un sis tema di nA anodi , e di hk catodi , ugual i t r a di loro. 
Ogni e let t rodo si t rovi nella stessa posizione r i spet to agli a l t r i , il 

che vuol dire che med ian te mov imen t i e riflessioni si puo por ta re ogni 
polo al posto di ciascun al t ro omonimo, e il s is tema r imane invar ia to . 

I n queste condizioni t u t t i gli anodi , e anche i r i spe t t iv i catodi sa-
r anno percorsi dalla stessa corrente, p resen tando le stesse pressioni ecc. 
I casi in cui queste condizioni sono soddis fa t t e non sono mol t i (come 
quelli considerati in seguito), pero spesso le condizioni saranno sufficien-
t e m e n t e appross imate in disposit ivi pra t ic i . 

I nd ipenden t emen te dai valori i, fi, si ha per s, t: 

st = sA = s/nA , S/x = sK = s/nK, tfl=TlnK, Pfl = P 4[29] 

Ind ich iamo con CA, CK, C le grandezze: 

CA = -5 2,1 2,1 CiKi nA t n 

CK = - 4 — 2 K 2 K 4 [ 3 0 ] 
nK p , 

C Sk Cifi 
nA nK i fi 

{CA, CK, C) r appresen tano i valori med i dei va r i coefflc.ienti di semplice 
signiflcato fisico: CA potenziale del l 'anodo con carica globale uni tar ia , e 
carica nulla al catodo, cosi CK', C invece potenziale catodico (anodico) 
d e t e r m i n a t o da u n a carica un i t a r i a sul l 'anodo (catodo), con catodo 
(anodo) scarico. Cosicclie {CA, CK, G), sono i coefficients r i fer i t i a l catodo 
e a l l ' anodo come un i ta complessive. Queste spiega perche le formule 
del seguito sono identiclie (salvo scambio s con S, t con T) a quelle da t e 
in precedenza. 

D a t a la s immet r ia del s is tema si h a : 

y,A Gi K = nA CA, Cp K = nA C 
K K 4 [ 3 1 ] 

2 K Giv = NK G , 2 K Gfiv = NK CK 
V V 

ind ipenden temente da i ed u. 

Dalle 4[29] e 4[31] deriva clie i s is temi [A] e [£] assumono la fo rma : 

(CA _ C) 8 =aA, ( G K - C — G ) 8 = aK, aK + aA = 1 [A'] 

CK T = 1 IB'] 
d a cui: 

T = 1/CK 4[32] 
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m e n t r e la risoluzione delle [A'] da : 

CA — C CK—C 
S = 1 I ( C A + C K - 2 C ) , O K - 0 A + Q K _ 2 C 

4[33] 
Pe r la grandezza p discende: 

P = C/Ck 4[34] 
Ino l t re : 

s —• clk T = fi S. 4[35] 
Scriviamo ancora : 

= — S.-i <i>< j 4A* = SA* b u 4[36] 
nA i T 11K H 

(i>A, AK), potenziali genera t i da cariche globali uni ta r ie sul l 'anodo e sui 
catodo. Si o t t iene allora per il potenziale V: 

V = ES($A— AA*) 4[37] 

e per l ' abbassamento h del livello idrotellurico: 

h = h K T f a 4[38] 

L ' abbassamen to idrico al l 'anodo e da to , come nel caso generale, 
dal la: 

hA =PJik + ~ - E (aA + p aK) • 4[39] 

II p roblema si r iduce a de t e rmina re i coefficienti CA, CK, G nonche 
le funzioni ipA, (j)A.. 

Le var ie osservazioni f a t t e a principio valgono anche qui, salvo 
tener presente che ora Ga, Gk, G. si riferiscono a grandezze globali. 

Ci6 provoca anz i tu t to che con l ' i iffi t t ire il numero di e le t t rodi l 'ef-
f e t t o del d iamet ro o spessore diminuisce, da to che in Ga solo un t e rmine 
GU d ipende da ques t 'u l t imo. I n p iu da 4[38] discende che conviene di-
minui re Ga/Ck, (a tensione cos tante purche Ca + Gk e costante) , o a d 
in tens i ta cos tan te se p redomina l 'e f fe t to e le t t rosmotico, (il che significa 
un a u m e n t o della capaci ta e le t t ros ta t ica anodica) . 

L a p iu i m p o r t a n t e differenza consiste pero in un a l t ro pa r t i co la re : 
p receden temente per d iminuire l 'effet to del t e rmine negat ivo della 4[38], 
l 'unica possibilitii era a l lontanare il ca todo e avvicinare l 'anodo alia zona 
in teressa ta . L ' a l l on tanamen to del catodo aveva un effet to pero negat ivo 
sia sui t e rmine in Iik (effetto Darcy) , sia sui d iminuire . di s ( aumento 
della resistenza), iinpiccolendosi cosi spesso anche l 'effet to He lmho l t z . 
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Con molti elettrodi si puo pero aumentare notevolmente s, quando 
gli elettrodi di nome opposto sono vicini, e dello stesso ordine di gran-
dezza di GA, CK, il che non a w i e n e per una singola coppia. II for te 
incremento della conduttanza provocato dagli elettrodi di nome opposto 
puo, oltre rendere il processo pin veloce, avere anche effett i favorevoli 
sull 'abbassamento h. 

ISTaturalmente debhono r imanere sempre vigenti le due condizioni: 
collocare i catodi esterni agh anodi, t en ta re d 'aumentare la capacita 
elettrostatica del sistema anodico (diminuire GA)-

Incrementando le dimensioni degh anodi, si aumenta sia s (dimi-
nuisce la resistenza) e impiccolisce cioe l 'effetto del termine nocivo 
nella 4[38]. 

Per quel che r iguarda la corrente, essa e costantemente da ta da: 

J = — s E . 4 [40] 
Q 

. Consideriamo infine « t re situazioni particolai'i» di un sistema elet-
trodico che soddisfa esa t tamente le condizioni di cui al § 3. 

Per poter applicare le formule li esplicitate bas ta che ci l imitiamo 
a valutare (GA, CK, G) ed esplicitare cb.4, 

A questo scopo ci serviranno le formule derivate nel § 2. mediante 
l'espressione del § 1. 

Si scelga come piano z = 0 la superficie del suolo con l'asse z rivolto 
in basso, in un sistema di coordinate cilindriche r, q>, z. Gli elettrodi 
siano composti di cavi filiformi verticali infissi nel terreno affioranti con 
un 'es t remita alia superficie del suolo. 

Tu t t i i catodi di lunghezza IK, diametro 2<IK siano a distanza RK 
dall'asse z, ment re (IA, (IA, RA), abbiano l 'analogo significato per gli 
anodi. Porremo: 

S k = lg 4 lK/e dK, dA = lg 4 h/e dA 4[41] 

che rappresentano i coefficienti C^/I, CU, a meno di un fa t tore (1/IK, 1 /IA) 
r ispett ivamente. 

Si ricordi che per ottenere (<j>, G) bisogna aggiungere la par te im-
magine degli elettrodi, cioe la loro lunghezza viene considerata (21A,21K)-

Circa il numero e la disposizione degli elettrodi considereremo 3 casi: 

A) nA -- Hk = n, sia gli anodi che i catodi sono collegati ai 
vertici di un poligono regolare a n lati, sfasati d 'un angolo yi uno rispetto 
all 'altro. Le coordinate deil 'estremita dei catodi siano (R k , i d n , 0), 
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i = 0, . . . n — 1, quelle degli anodi (RA, f + i On, 0), i = 0, . . . n— 1, 
con 0 < y) < Qn. 

B) : n,i — 2 n, nK = n, i ca todi sono disposti come sopra, m e n t r e 
agli anodi s 'aggiunge un 2° s is tema sfasato di (— Y) r i spe t to al s is tema 
dei catodi . 

Le coordinate del l 'es t remita sono ora da t e da : 
(RK, i Qn, 0), i = 0, . . . n — 1, per i catodi , (RA , ± ip + i Qn, 0) j 

i = 0, . . . n — 1, con 0 < y> < 0„j2, per gli anodi . 

C): nA = n, nK = 2 n 
L a disposizione e quella che si o t t iene dalla precedente , scambiando 

t r a di loro i ruoli di catodi e anodi . 
Le coordinate del l 'es t remita sono allora d a t e per i ca todi da : 

(RK, ± Y + i dn, 0), i = 0, . . . n — 1, con 0 < tp < 0n, 

per gli anodi da : 
(RA, i dn, 0) . 

Pass iamo anz i tu t to ad esprimere le e 6K) de t e rmina t e med ian te 
la 2[19] e dalla deflnizione 3[42], 

Si perviene nei t re casi a: 
A ) 

2 Ik> 
= -Wk 

2 lA 

w , r z + lK 

RK 

T1 I R Z + IA \ T-, / R 
[ 4 3 ] . 

B ) 

Fn | 
R Z + IK 

RK'V' RK 
-Fn 

Z — l K 

RK,(P' RK 

F n (ir> v . " S r ~ ) + F n ( i r ' f+V' r . R 

r « + IA 
Ra 

— FN 
R, 

-,<p — ip 
z I, 

' R A 
) - F n I T , 21 IA \ 

H ? * rA 

C ) 

i 1 -n, I r Z + Ik\ ( r Z + 1K\ 

j r z—lK n ( r , 2 1 k 
- F n ^ i p + y , , ^ - [43] e 

/ r z + lA\ / f z—l,\ B—h 
A 
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Le (ju di B) e (j)/c di C) si semplificano per: 

y = T 0 2 „ = 0 4 „ = _ 

In fa t t i , in vi r tu della 4[15] si ha : 

= 2 1 , R •R, 

Ik 
/ r z + Z* 

-F2 n h ^ - , 9 ? — 04,.,-
-BA- RK RK 

4[43']B) 

4[43'] C) 

In superficie (z — 0), per la 4[9], i termini col segno negativo danno 
lo stesso contributo di quelli col segno positivo, e quindi le formule 
precedent is i riducono al primo e ai primi due termini moltiplicati per due. 

Per r = 0, cioe sull'asse centrale in vir tu della 4[8"], le A diventano 
indipendenti da n, e si lia in generale: 

1 l r V (g + h)2 + +* + h 
2lA

 g j{g_iA)*+S*A +z—lA 

o 1 ^ ' V (a + ZA-)2 + JBI- + g + FO 

~ g J(z — LKY + R2
K + z—lK 

[44] 

ISTell'origine, cioe (du e (JJA-), si valutano come il potenziale di un 
singolo catodo e d 'un singolo anodo di lunghezza IK, IA, a distanze ri-
spettive RK, RA-

La principale differenza (per r = 0) t ra questo caso e quello di una 
coppia, sta nei coefficient che passiamo ora ad esprimere. 

II calcolo delle {GA, CK, G), si basa sulle 4[31], e sulle formule del § 2. 
Precisamente per quel che r iguarda le (CA, CK) sulla 4[24] per A), e 

sulle 4[24] e 4[28'] per B) e C), tenendo conto dei valori 

GN — ^A/IAI GP/TI = 6K/IK 

per quel che riguarda invece la C) sulle 4[27]. Si perviene a: 

1 
I Gk = 

Ga = 

IK 

1 

Ia 

(5A- . ^R / RK 

'*A_ + E M ( * A 
V2 I, 

4[45] A) 
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B ) 

C ) 

T CK = 
1 

1 7 " 
dK 

11 
+ K„ 

Ik' 

1 
0 7 

A l 
11 + K»{ 

Ea \ 
2 l A ) 

^ GK = 
1 6K_ 

n 
+ Kn 

\21K> 

1 

~i7 
6A_ 
11 

+ Kn 
\21a> 

Rk 
21K' 

I RK 

4[45] B) 

4[45] C> 

m e n t r e C) e comune a t u t t i e 3 i casi: 

G = • 
21a IK 

[(Ia+IK)K« 
Rk Ba 

— 11 a — Ik I KN 
Rk 

\ I a —Ik 

che per (Ia — Ik = I), si semplifica: 

I a + Ik' Ia + Ik' V 

Ra \ 
' i z , - i r \ > V 

1 Rk Ra \ 
T \2T'Tl>V> 

4[46] 

4[40'] 

Nel gia menzionato caso di (2<p = 02„), che r isponde alia condizione 
in cui si ha il s is tema piu numeroso di poli (disposti in vert ici di un po-
ligono di 2n lati) si possono sempliflcare le 4[45], per B) e C) che di-
ven tano : 

Caso B . 

Caso C. 

Ga = 
h I 

1 

Sa_ 
2 n 

6k_ 
2 n 

JT ^ A , 
^ I'2l7) 

K R k 
K l n W K 

4[45'] B 

4[45'] C 

Con ci6 si possono r icavare t u t t e le grandezze richieste nel pa ra -
grafo precedente . 

Dalla s t r u t t u r a delle formule non e possibile prevedere fac i lmente 
l ' influenza combina ta dei var i fa t to r i , (il che r ichiederebbe comput i nu-
merici), perci6 ci accontenteremo di qualche osservazione. 

Crescendo n l ' influenza degli spessori decresce come si vede dalla 
presenza dei f a t t o r i 1/w nei t e rmin i contenut i SA, <5k, ta le influenza si 
mos t re ra t rascurabi le se le A"„ d iver ranno preponderant i Le rp che in 
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\B] e [C] rendono CA, CK, piu bassi, sono i valori ip = 1/2 02», (TI/2n), 
che corrispondono al caso speciale, m e n t r e G, per n suff lcientemente 
al to, e Ba e Rk non t roppo vicini, d ipendono poco da xp. 

Ora al lorquando e p r e p o n d e r a t e la componente idraulica sia mo 
pr inc ipa lmente interessat i d ' a u m e n t a r e T, cioe diminuire CK, m e n t r e se 
e pre j jonderante l 'e let tr ica abb iamo convenienza d ' a u m e n t a r e s, e di-
minu i re il r appor to CA/CK-

Nel pr imo caso la s t r u t t u r a degli anodi interessa poco, l ' interesse e 
concent ra te sui catodi , i quali p iu numerosi sono, meglio e. 

Comunque r isul ta conveniente, in [£ ] e [C] scegliere il caso speciale 
menz iona to (non solo perche si semplificano i calcoli). Qualora prevalga 
l ' e f fe t to elettrico, la questione d iventa piu complessa. 

L imi tandoc i a considerare la zona centrale (r ~ 0), con anodi al-
l ' in te rno , (BA < BK), occorre accordare parecchie esigenze: 1) rendere s 
possibi lmente grande, 2) GA[GK piccolo, 3) even tua lmen te anche 
piccola. 

Ora per n suff lcientemente grande le varie gTandezze non dipendono 
mol to da n. L 'esigenza 2) si puo soddisfare rendendo Ia g rande r ispet to 
IK che a certe p rofondi ta favorisce anche [_B], m a non la 1). I n questa si 
h a interesse d ' a u m e n t a r e C, per cui e piu favorevole avere lA = IK, 
annu l l ando cosi il t e r m i n e negat ivo. 

Pe r favor i re la 1) conviene rendere piu vicini possibile BA e BK, 
per6 con ci6 s ' a u m e n t a AA: (con Ba flsso). 

P a r e pero dall 'analogia col « doppio s t ra to » che qui l ' aumen to di s 
dovrebbe compensare quello di § k , e se si considera che innalzare s 
significa anche accelerare il processo a u m e n t a n d o l ' in tensi ta , pa r rebbe 
favorevole porre BK, BA vicini. 

Pe r quan to r iguarda il r appor to IA/IK, occorrerebbero alcuni calcoli 
per decidere se d iminuendo lK (impiego di catodi) poco profondi , la 
conseguente diminuzione di s e suff lcientemente compensa ta da al t r i 
f a t to r i , non u l t imo quello economico. Necessario d ' a l t r a p a r t e e, per con-
seguire effet t i di profondi ta , disporre anodi profondi , quindi lA e condi-
z ionata dall 'esigenza di raggiungere cer te profondi ta . 

Lo stesso rag ionamento par rebbe dare la preferenza t r a gli schemi B 
e C al pr imo, m e n t r e con la p reponderanza dell 'effet to Darcy, il secondo 
e senz 'a l t ro da preferirsi . Pero anche qui la velocita del processo di-
pende, a lmeno all 'inizio da s, essendo all 'inizio del l 'e le t t roprosciugamento 
sempre p reponderan te la componente elet t r ica. 

Quindi s sembra cost i tuire se non l 'unica, una delle piu impor tan t i 
grandezze di cui t ener conto: v . 4[33]. 



2 5 0 A. B E L L U I G 1 

§ 0 . - E G O IN UN TERRENO INDEFINITO A SEZIONE RETTANGOLARE. 

Si abbia una porzione di terreno (Fig. 3) indeflnita nel senso z, 
delimitata dai piani: x = i «-/2, y = 0, y = b. 

In questo terreno prismatico si applichi un sistema di elettrodi. di 
cui uno orizzontale: lungo z, l 'altro, eteronomo, una coppia di piastre 
discoste, cortocircuitate t r a loro, formant i i due lat i x = ± del 
parallelepipedo. 

II dispositivo reoforo superficiale simmetrico rispetto ad una coppia 
d 'elettrodo verticale eteronoma e s tato da noi eseogitato in occasione di 
un progetto di prosciugamento (Scardovari) di massa limosa emersa 
dopo un'inondazione. 

E un tipo nuovo polare ad alto rendimento in quanto bas ta stendere 
l 'anodo per una lunghezza che si desidera, senza opera costosa d'instal-
lazione con pozzi. 

Tu t t e le grandezze flsiche (corrente, por ta ta , flusso totale), si ri-
terranno in seguito riferite al l 'unita di lunghezza, in direzione di z. I n 
questo modo la teoria si potra applicare approssimativamente a porzioni 
finite parallelepipede (blocchi di limi), salvo poi moltiplicare, occor-
rendo, le grandezze relative intensive per gli spessori. 

Ci si riferira nei calcoli successivi, alia figura che si ottiene dalla pre-
cedente, completando il rettangonolo mediante la sua imagine riflessa 
sui piano y = 0, in maniera appunto da condurre i calcoli nel ret tangolo 
delimitato dalla r e t t a x = ^ a/2, y = ± b. 

II problema, indipendente da z, verra t r a t t a to in modo completo, 
dappr ima stazionario e poi no. 
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II cavo reoforo orizzontale po t r a fnngere o w i a m e n t e sia come ca-
todo che come anodo. Senonche, agli ef fe t t i va lu ta t iv i , con anodo super-
ficial, p r a t i c a m e n t e appena in te r ra to , non s ' incont rano grandi difficolta 
anal i t iche, con cavo orizzontale catodico invece si. 

La s tazionar ie ta compor ta la r icerca di un ' imica funzione a rmonica , 
che denoteremo con rp, soddisfacente alle seguenti condizioni: 

^ - + ^ - = 0 ; 5[1] 
t> y 

al contorno: 

^ = 0, per y=±b 5[2a] 
3 y 

q> = 0, per x = ± ~ , 5[2b] 

e all 'origine u n a singolarita: 
(p = l g r . 5[3] 

U n a simile funzione e determinabi le pa r t endo dalla teoria delle fun -
zioni ellittiche, m a si puo seguire u n a s t r ada piu e lementare , der ivando 
d i r e t t a m e n t e per cp due espressioni. 

Pos to : z = x + i y , s 'osservi che la funzione: 

= - l g o 1 z n 

2 s h T F 

1 , „ , , 7i x 7i y \ „., 
= _ i g 2 ( c h - o o s - ^ - ) 5[4] 

soddisfa la 5[1], (essendo pa r t e reale d ' u n a funzione anali t ica), la 5[2a] 
e la 5[3]. 

Essa inol t re si puo svi luppare in serie, avendosi per x < 0: 

7I.-/26.-, n x ® 1 — n.Tz/26 e <pa=-B.\}g6*"" +ig(i_6Jt3'")]=—— 
UU n—\ U 

o considerando anclie la pa r i t a della funzione cpa: 

ft i i , —n7i\x\lb 7171 ercn 
<pa = — — \x + S — e cos — y 5[5] 

2 o n b 

Svi luppando la (cp — cpa) in serie di cos nn/b y, s ' avra : 

<f> — (pa = Y ipo + S wcos y 5 t 6 ] 

avendosi : 
+ b 

1 c 
Vn=Yb~ (<p — <pa) cos 11,71 y/b 5[6'] 
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Essendo anche la cp — <pa funzione armonica, che soddisfa la 5[1] 
e 5[2], riulta che le ip„ debhono soddisfare l 'equazione: 

d2 wn „ 7l2 

essere continue insieme con le derivate prime, (essendo la singolarita 
gia inclusa nella (9oa), e, in vi r tu della 5[3] soddisfare le condizioni ai limiti: 

V . ( ± | - ) = n a ! 2 b , ^ ( ± ± ) = _ I 6 - « / » > B > I 5 [ 7 ' ] 

La soluzione del sistema 5[7], 5[7'] e da ta dalle: 

n a 2 1 . . , 

Mediante le 5[8] si deduce per la ( p : 

<P = Va + ^ J —2 % ~ — ?,«/» I -, ch nnx/b cos nny\b, cpa 
' e 5[9] 

essendo da ta dalla 5[4]. Sostituendo la 5[5] per 9?na ella 5[9] si r icava: 

71 I a 1 i\ , v- 1 1 . nji , a x W7T 
9s = ^ r r h ; 37 + L , r r r sh — - — ® cos -7— 1/ r 2 6 ^2 ' j^i n ch nna/2 6 6 ^ 2 '/ 6 J 

5[9'] 

Per ragioni di convenienza e da preferirsi la 5[9], salvo per valori 
di x vicini ai bordi ( ± a/2). 

Un 'a l t ra determinazione per cp si puo ottenere par tendo da: 

, 71 y 71 x 
1 c h — — I - c o s — ~ 

** =log ctg I f = 2 " l o g ^ 5 [ 1 0 ] 

ch — cos 
a a 

funzione che soddisfa la 5[1], 5[2] e 5[3]. 
Per questa 9op si ricava uno sviluppo analogo, poiche per (y > 0) 

discende: 

rp f ; 1 + 
r/S 1 — e

lJt:t" „±0 2 n+1 
o: 

<pp = 2 2 — i — e - ( 2 " + 1 ' f ^ l c o s ( 2 M + l ) 7 r ^ 5[11] 
„=o -i® + i a 
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Svi luppando cp — (pi> in serie di cos (2n + -1) n xja, e procedendo in 
man ie r a simile, si perviene a due relazioni analoghe alle o[9], 5[9'], d a t e 
dal le : 

5[12] 
con <pa d a t a dalla 5[10], o, a l t e rna t ivamen te : 

1 
o „„ »=0 

<P = 2 S -z 2 n 

• - c h ( 2 w + l ) — (b — |w | ) cos (2w + l ) — x. 5[12'1 
b a a 

sh [ 2 n + 1 — 
a 

Anche qui la 5[12] e da prefer irs i alia 5[12'], eccezion f a t t a pe r la 
pross imi ta dei bordi (y = ± b). 

Le 5[9], 5[9'], 5[12] , 5[12'] sono t u t t e convergenti , a d a t t e per il 
calcolo numer ico della funzione 99, dedo t t a in piu modi . D a t ene r conto 
i n f a t t i che: 

1) in zone lon tane dai bordi convergono meglio le 5[9] e 5[12], 
2) presso i bordi (x = ± a/2) convergono meglio le 5[12] e 5[12']; 

presso (y = ± b) le 5[12], 5[9], 
3) se a e g rande r i spe t to a b, sono piu convenient! le 5[9], 5[9'], 
4) se b e g rande r ispet to ad a, le 5[12], 5[12']. 

Calcoliamo ancora la cp ne l l ' immedia te vicinanze dell 'origine. Pos to 
r = aJx2 -f- y2, f(r) il valore (approssimato) di cp, a meno di grandezze 
che tendono a zero con r — 0, si t r a e dalla 5[9], 5[12]: 

/ (r) = l o g — + - 1 | i — ^ 5[13] 
n r ±b „=1 n + ]_) 

,M = . o g + 4 1 ^ • 

L a convenienza di scelta t r a le 5[13] e 5[13'] e di nuovo condizionata 
da l r appor to (b/a), secondo quan to s 'e de t to in 3). 

STAZIONARIETA D E L TRIPOLO SIMMETRICO. 

Possiamo a questo pun to passare al problema stazionario. Se V e 
il potenziale, E il campo, I l ' in tens i ta di corrente, g la resist ivita, norma-
lizzeremo il campo ponendo 7 = 0 al catodo e quindi V = E a l l 'anodo. 
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L'elet trodo orizzontale cilindrico abbia un raggio molto piccolo ri-
spetto alle dimensioni a e b, in maniera che per r = d si possa la cp iden-
tificare con /(r), de terminata dalle 5[13], 5[13']. 

II potenziale V deve soddisfare la 5[1] e 5[2b], presentare una sin-
golarita logaritmica all'origine. D'aggiungere: 

V = 0, (per x = ± 4 * , V = E, (per r = d) 

quando il reoforo orizzontale funziona come anodo: 

V = E, (per® = ± - 1 , 7 = 0, (perr = 0) 

se il reoforo funziona come catodo. 
Confrontando queste condizioni con la 5[2a], e ricordando che per 

r = d, si ha cp = f(d), si perviene per: 

E 
V = cp (x, y) (reoforo anodico) 5[14] 

v = = B \ 1 — f W v M 
(reoforo catodico) 5[14'] 

L' intensita della corrente si t rae, per la teoria del potenziale, mol-
tiplicando per (nfg) il coefficiente del logaritmo. II comparire di n invece 
di 2 n e legato al solito alia eircostanza che la me ta della corrente e 
flttizia, perc-he r iguarda l ' immagine riflessa sulla superflcie. Si ha quindi: 

J =71 E o f {d) 5[15] 

con resistenza per uni ta di lunghezza, in direzione dell'asse z da ta da : 

o f (d)/il 

E G O STAZIONARIO N E L DISPOSITIVO POLARE MISTO-SIMMETRICO. 

Sia Ho la pressione iniziale, H(x, y) quella di regime nella stazio-
narieta, in un punto generico, H K la pressione catodica (supposta co-
stante), h, liK, i prosciugamenti: So — 3] £fo — IIK ; K, Ke, le costanti 
di filtrazione del terreno, idrica ed elettroidrica. 

II calcolo di li in regime e es t remamente semplice, se e nota la di-
stribuzione di V. I n fa t t i in assenza di terreno all 'esterno degli elettrodi, 
la condizione d'assenza di flusso d 'acqua da semplicemente: 

K e H — V = cost. 5[16] 
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e considerando che sui catodo h = hK, e per convenzione V = 0, la 
5[16] si t rasforma nella: 

11 = llK + i t F' 5[16'] 

formula spesso incontra ta . 
Iu vi r tu delle 5 [ l i ] e 5[14'], la 5[16'] diventa: 

h = hK 5 [ 1 7 ] 

(con orizzontale anodico) 

h = hK E[1 — <p (x, y) If (d)] 5[17'] 

(con orizzontale catodico). 
In t u t t e e due le situazioni il grado di prosciugamento varia dal 

minimo Iik al catodo, al massimo hA all 'anodo, secondo: 

hA = hK + 5[18] 
K 

Da notare che nel 2° caso, essendo gli anodi piu estesi, la zona di 
massimo prosciugamento sara piu estesa, quindi in genere conviene, in 
un terreno da disidratare, restringere possibilmente la zona del massimo 
gradiente del campo alle vicinanze del catodo (se na tura lmente consi-
derazioni d 'al t ro genere non contribuiscono ad invalidare la teoria 
d 'Helmholtz), in maniera d 'estendere possibilmente la zona anodica, in 
cui il potenziale e uguale e non molto diverso dall 'anodico. 

E G O NON-STAZIONARIO NEL DISPOSITIVO MISTO SIMMETRICO. 

Passiamo a derivare le formule relative al l 'andamento nel tempo del 
processo di prosciugamento, nell'ipotesi che il reoforo liliforme oriz-
zontale funzioni da anodo. Ora H e h diventano funzioni del tempo, e 
per t = 0 assumono i valori H0 e 0. 

La valutazione di h si riduce a determinare nel campo: 

— — — b <y < 6 , 0 < « < o o , 

una funzione continua insieme con le derivate, a meno d 'una singolarita 
logaritmica all'origine, che soddisfa l 'equazione differenziale: 

i>2 h 3 2 li „ ~i>h 
+ = o[19] 3 x- y2 it 
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la condizione iniziale: 

h = 0 , (/ = 0), 5[20] 

quelle ai l imit i : 

~ = 0 , h = ± b ; 5 [ 2 1 J 

h = hK, x=±a/2 5[21/9] 

Ino l t r e non dovendoci essere flusso idrico al l 'anodo, la funzione: 

Ke FJ , Ke , 
h~-K W ) ^ ( h ~ l K V > 

dev'essere regolare all 'origine, o, in a l t re parole, la li deve avere u n a 
singolarita logari tmica, che in v i r t u della 5[3], dev'essere del t ipo: 

h ~ — h e lg r , r = 0 5[22] 

= w 5 [ 2 3 ] 

P r i m a di procedere dobbiamo dimost rare un l emma . Si abbia u n a 
funzione regolare F(x, y), che in qualche re t tangolo: 

— a ^ x ^ a , — / 3 < i / < / 3 

salvo l 'origine, dove ha la fo rma : 

F (x, y) ~ A lg r + / (x y), 

7>f 
(A costante) , (/, — integrabili) , posto 

~dx 

g (x) = I w (y) F (x y) dy 

-P 

con ip{y) cont inua, g(x) r isul ta u n a funzione cont inua insieme con la sua 
der iva ta , salvo per x = 0, dove ques t 'u l t ima presen ta un salto da to da : 

< 7 ' ( + 0 ) — g' ( — 0 ) = 2 7 t A v ( 0 ) 

Le propr ie ta di cont inui ty , eccezion f a t t a per l ' u l t ima relazione, 
sono conseguenze di not i t eoremi d 'analisi . 

P e r d imos t ra re questa relazione procederemo senza insistere t roppo 
su par t icolar i tecnici. 
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Si lia: 
P 

g' (e)-g' (—£)= I ip iy) 

-P 

s 

3 F ~oF 
dy 

+ p +PJe 
2 A I V ( y ) T ^ ~ d y + 0(e) = 2 A I y j ( e z ) - ^ - + 0 (e), 

/ y i e ' l z-
-p -P/e 

essendo 0(e) u n a grandezza che t ende a 0 per e -» 0. 
Con un noto procedimento d 'anal is i si d imos t ra che il 1° t e rmine 

tende a : 
+ 00 

2 Ay> (0) j del (1 + z*), 

con £ -> 0, cioe a : 2 n A. ip (0) il che d imos t ra il l emma. 
Per u n a funzione F pa r i di x, questa relazione d iven ta sempl icemente 

9 ' ( + 0 ) = g ' ( — 0 ) = 7 i A v , ( 0 ) . 5[24] 

Tornando al nostro p rob lema ci l imiteremo ai valori positivi di x, 
essendo h funzione par i di x. 

Svi luppiamo h in serie di (cos nnyjb), poniamo cioe: 

con: 

h = — lio + 2 cos ny ji/b 
2 „= o 

+ 6 

lin = — I h cos n it y lb • dy . 

—6 

5[25] 

5[26] 

Moltiplicando la 5[19] pe r cos nyy/b, in tegrando t r a — b, + 6 , te-
nendo conto della 5[21a], si perviene per hn al l 'equazione differenziale: 

7 > ' h n - 2 7 iw n 3 7 l n 
n- TV lin/b2 = O -

3 a;2 ' 31 

a cui s 'aggiungono la c.ondLzione iniziale [20] che da : 

7i„ = 0, per t — 0 , 

quella sui ca todo [21/3] che da : 

h0 = 2 hK, hn — 0 , n > 1 , (per x = a /2 ) , 

5[27] 

5[28] 

5[29] 
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la condizione per x = 0 che si ot t iene dalla 5[22] a p p h c a n d o il nostro 
l emma , con F = h cioe: A = — hL, ip = b-1 cos nny/b, che da : 

—— = — n hclb, p e r x = 0 . 5[30] 
3 x 

Per t rova re hn appl ichiamo la t r a s fo rma ta L di Laplace : dalla L 
della 5[27], ut i l izzando la 5[28], discende per h„ l 'equazione differenziale 
ord inar ia : 

(cs + n2 71*lb2) hn = 0 5[31] 
(I CC" 

a cui s 'aggiungono le condizioni ai l imit i o t t enu te dalle t rasformazioni 
delle 5[29], 5[30] da t e dalle: 

2 -
lio = — Iik, hn = 0 , ^ n 1 , p e r x = a/2 5[32] 

d h„ 
d x b s 
- j f - = — — hc, pe r x = 0 . 5[33] 

II s is tema 5[31], 5[33] si risolve immed ia t amen te . Pos to per b rev i ta : 

cr2 = c s + m2 7i2/b2, 

si ha : 

7 Sh (T„ ( 4 — x ) 
- 7i he 1 • 2 ' 

= —;— — , ]ier n > 1 5[341 
b s a 

On ch — 

sh Oo (— 
r 71 ' (c 1 2 ' n 1 1 ch ffo X 
In = — b 2 shjf — . 5[35] 

b s a s ch a0 a/2 
a 0 ch a 0 — 

2 

Si de te rminano ora le an t i t r a s fo rma te (a.t.) col solito me todo dei 
residui. I poli delle t r as fo rmate , che sono t u t t i semphci , sono dat i oltre 
che da s = 0, dai valori : 

7Z 
a„m = (2 m + 1) — i, oppure s„m = — Xnm /a be, 

avendos i posto: 

n 2 (2 n + l ) 2 

Anm — 71" CI b 
b2 

, (numero puro) . 5[36] 
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Porremo inoltre: 
0 = t/abc 5[37] 

essendo r = ah c t empo carat ter is t ico. 
II polo ft = 0 da il suo c o n t r i b i t o : 

, n Ti . a , / n 7i a 
he sh - — x) ch — - — , pe r n > 1, 

b \ 2 / 2 6 

ment re per n = 0, da : 

7i K x. jb + 2 /(a-

Sommando i contr ibut i da t i da questo polo, sost i tui t i nella 5[25], 
si ot t iene in v i r tu della 5[9']: 

/(A' + h c cp , 

che rappresen ta la p a r t e s tazionaria coincidente colla 5[17]. 
I n quan to ai residui provsnient i dai poli s,„„, che si calcolano col 

t e o r e m a del i 'Hospi tal , s 'o t t iene come residuo per n > 1 : 

4 71 ,o , s X -X 0 r cos (2 m + 1) TI — e A»>» 
A nin CI 

a cui s 'aggiungue per n = 0 un t e rmine in Iik da to da : 

8 1>K x n 
(— l ) m cos (2 m + 1) TI — e •°mU 

7 r ( 2 m + l ) a 

Sost i tuendo quest 'espressione nella 5[25], e posto inoltre: 

si h a : 

0 =ji* - 0 = n't lea- 5[38] 
a 

f 4 * ( — 1 ) " ' , x _ ( 2 m + l j 2 5 ! 

h=liK 1 2 — cos (2 m+ e " , + 
71 „, o 2 m + 1 a 

+ hj <p — 2nlic S C O S n t i - j - ~ cos ( 2 m + l)n — e~?-»">Q ,, 5 f 3 9 ] 

m I), H=ll 0 Anm ci 

So -=1, En = 2, 11 > 1 . 
II 1° t e rmine della o[39] e il puro effet to idrogeologico, il 2° e quello 

idroelettrico. Le serie sono a b'.iona convergenzr , occorre pero nella 
doppia sommator ia ordim ire 10 Anm in ordine crescente. 

Si nori inoltre che per t = 0 il t e rmine in hK p resenta una discon-
t inu i ty ai bordi x = + a/2, che proviene daU'aver imposto hK ^ 0, 
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(Hk T^ So) , il che si r i f le t tera nel noto effet to d ' u n a p o r t a t a iniziale 
t eor icamente inf lni ta . 

L ' inf luenza dei t e rmin i contenent i t si f a m a n m a n o sentire col 
crescere di t: essa scompare quando la d u r a t a del processo t diviene g rande 
r i spe t to a r = cab. Essa scompare, r igorosamente , quando t diviene 
g rande r ispet to al maggiore dei 2 t empi elet trodici ca~, cab, ove quest i 
abbiano un ordine di grandezza notevolmenre di verso t r a di loro. 
Portata ([k e flusso totale Qk• (per un i t a di lunghezza in direzione di z). 

La p r i m a e d a t a da : 

+ b 

qK = K I dy + e K, J 5[40] 
x=a/2 

—b 

che, in v i r tu delle o[15] e 5[25] d iventa : 

q_K — K 

ment re Qk deriva da : 
i 

QK = I ZKdt 5[42] 
o 

Passando alle t r a s fo rma te , si ha in v i r tu della 5[35]: 

qK=jcKhc~( 1 i — — ) + 2 bK J~chK t h V 7 5[43] 
S ch 

b i ^ - ) + 71 he 
1 3 X a/2 

5[41] 

Qk = tiK}io—1 1 )+2bK</ehx—fLth^— J s 5 [44] 
S2 \ a , ' y / „s 9 v L 1 , a Jcs 

S piu semplice passare a t t raverso le t r a s fo rma te che non fare il 
calcolo med ian te le 5[39]. 

I poli sono da t i da : s = 0 

1 7t2 -
Sm ( = Som) = (2 m + l ) 2 — , per la sola Q,„ 

c a2 A 

Passando ai residui col me todo del l 'Hospi ta l si h a per an t i t ras for -
mazione (a . t) della 5[43]: 

g* = 4Khc ± + ± e — (2m + l ) 2 # 

0 2 m + l a 5[45] 
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QK = c a- K HE 

-f- c a b K IIK 

£ n- „tZo (2 m + 1)3 

1 ^r 2 (2 m + i y - c 
71-

i y e - ( 2 « + i ) H 

-(2m + 1)2# 5[46] 

La q u a n t i t a to ta le d ' acqua che puo venire e s t r a t t a , per 1 e 
d a t a da : 

7t 
QK i°o) = — c a- K hc + c a b K IIK• 5 ] 4 7 ] 

o 

I n t u t t e e 3 le formule sovrar icavate , il 1° te rmine , proporzionale 
a lie, cioe a J , si riferisce al l 'effet to elettrico, men t r e il 2°, proporzionale 
a IIK a l l 'effet to idraulico, ques t 'u l t imo n a t u r a l m e n t e presente solo se la 
pressione es t ra t t iva HK e piu bassa dell ' iniziale E a , (hK > 0). 

I t e rmin i t r a parentes i della 5[46] e le 2 delle 5[45] dipendono solo 
da d e rappresen tando serie r a p i d a m e n t e convergenti , pot rebbero essere 
t abe l la t i u n a vol ta per sempre. 

Se indichiamo con f = a-c/n-, ( tempo carat ter is t ico per quel che 
r iguarda il flusso d 'acqua) , si vede subito che per t emp i d 'ordine r , agisce 
un icamen te solo il 1° t e rmine delle Se il t empo raggiunge qualche 
mul t ip lo di r , il flusso e p ra t i camen te esaurito. 

II t empo carat ter is t ico r non dipendendo dalla p rofondi ta b, ci6 
vuol dire che per b > a in cui, come r isul ta dalla 5[39], hanno an cor 
luogo variazioni di pressione per un t empo r = cab, queste variazioni 
r iguardano un r iasses tamento al l ' in terno del terreno, (compattazioni e 
simili che si r isentono anche con modest i emung imen t i catodici (4). 

L ' a n d a m e n t o iniziale e n e t t a m e n t e diverso per le due component i 
EGO, (idraulica ed elet tr ica): nella p r ima la p o r t a t a iniziale e inflnita, 
causa ta dal salto brusco di pressione da IL, a IIK, (il flusso to ta le r imane 
pero l imi ta to presentando il gia s tud ia to a n d a m e n t o parabohco) , nella 
seconda la p o r t a t a p a r t e da un valore cos tante (QK£J), e il flusso idrico 
iniziale presenta un a n d a m e n t o l ineare. 

Molto piu significativo e il compor t amen to dei molt ipl icatori in 
parentesi nelle 5[46], o, che e p ra t i camen te lo stesso, quello del l 'acqua 
to ta le estraibile dalla 5[47J: qui i contr ibut i da t i dai due termini dipen-
dono dai p a r a m e t r i in manie ra essenziale diversa. 

Pe r quel che r iguarda il t e rmine dipendente dalla componente id rau-
lica il cont r ibu te e proporzionale a (abhK), il che e in tui t ivo: poiche 
quest 'e f fe t to compor ta u n a pressione volumetr ica , di conseguenza la 
q u a n t i t a d ' acqua estra t t a e proporzionale al volume da cui viene e m u n t a . 
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Uti l izzando il puro effet to idraulico (cioe po tendo p o m p a r e l ' acqua 
ad una pressione bassa) , converra sempre disporre di e let t rodi profondi , 
e pe r accelerare il processo d iminui re r cioe a. 

Diversamente si compor ta il t e rmine che rappresen ta la componente 
elet t r ica: l ' acqua estraibile e proporzionale ad a2 J , il che significa che 
ad in tens i ta e let t r ica costante , ta le quan t i t a d ' acqua non d ipende da b. 
In a l t re parole ad amperaggio costante s 'es t rae un certo quan t i t a t i vo 
idrico ind ipenden temente dalla profondi ta : appare quindi superfluo 
appl icare catodi profondi . 

Sui te r reno si opera pero spesso a «tensione cos tan te» . 
L ' in tens i ta di corrente stessa dipende da b a t t r ave r so f(d), in quan to 

come r isul ta dalla 5[15], la resistenza e proporzionale a f(d). I n v i r tu 
delle 5[13], 5[13'], si ha : 

o a 

con 

f(d)= lg — + g(b/a), 5[48] 
71 a 

7T X CO 1 

4® * 2 n i + e"nlx 

1 
2{2«-f-l)—Tlx ' = 4 ± (2 » + l ) - i • 5[49] 

»=o —l + e 

Siccome 2 a/71 d e p iu t tos to grande , la g r isulta t rascurabi le gia per 
a -- 1, (b — a). Pe r conoscere per quali valori di b/a ha ancora p ra t i ca 
influenza il t e rmine g occorrerebbe tabel lare g{x). I n ogni caso si vede 
che, pe r tensione costante , se (b/a) ol t repassa u n certo l imite, l ' in tensi ta 
di corrente e quindi l ' acqua e s t r a t t a non a u m e n t a n o piu, e appare su-
perfluo approfondire nel ter reno u l te r io rmente i catodi . D ' a l t r a p a r t e 
quest 'operazione d i v e n e b b e efflciente se con temporaneamen te si spa-
ziassero i poli, essendo il flusso idrico proporzionale ad a- (mantenendo 
n a t u r a l m e n t e la tensione costante) . 

Questo r isul ta to d iventa comprensibile appena si r icorda che il 
p rosc iugamento ha luogo solo in u n a zona in torno al l 'anodo. Po r t a r e la 
lunghezza catodica b oltre u n certo l imi te e allora superfluo, non inter-
ferendo sulla zona anodica . Al lon tanando pero con temporaneamente i 
ca todi s 'al larga l ' ambi to anodico soggetto al prosciugamento. 

F issa t i b ed E conviene quindi spaziare a fino a rendere t rascurabi le 
g(x), ammesso n a t u r a l m e n t e che t u t t a la zona (e non u n a par te) interessa 
per l 'essiccamento. 
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I n t u t t i i casi pe ro la d i s i d r a t a z i o n e non p o t r a inc ide re m o l t o in 
p r o f o n d i t a , e si p u o ca lco la re t a l e p r o f o n d i t a d ' a b b a s s a m e n t o di t a v o l a 
d ' a c q u a in f u n z i o n e del la pos iz ione , m e r c e la o[17] del la t eor ia s tazio-
n a r i a qu i d a t a . 
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